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Introduction

Dans [9, 22, 24, 25], Connes et Kreimer introduisent une algebre de Hopf des arbres
enracinés (éventuellement décorés) Hg dans le but d’étudier un probléme de renormalisation.
Cette algebre de Hopf est graduée, commutative, non cocommutative. Elle vérifie de plus une
propriété universelle en cohomologie de Hochschild. On montre que le dual gradué de cette
algebre de Hopf est I'algebre enveloppante de l'algébre de Lie des arbres enracinés £P. L'un
des problémes posés par Kreimer dans [4] est de trouver tous les primitifs de Hg. En effet, ils
permettent par exemple de construire et de classifier les comodules de dimension finie ou les
endomorphismes d’algebre de Hopf de HE (voir [14]).

Comme il était suggéré dans [9], nous introduisons ici une algebre de Hopf des arbres enra-
cinés plans Hg} Ry généralisant la construction de Hg. Cette algebre de Hopf est graduée, non
commutative, non cocommutative et vérifie une propriété universelle en cohomologie de Hoch-
schild. Nous montrons que cette algebre est auto-duale. Cette propriété entraine l’existence d’un
couplage de Hopf non dégénéré ( ,) entre ’HZIZ’ r et elleeméme ; en particulier, la base duale de la
base des foréts permet de trouver une base de I'espace des primitifs de H? R buis de trouver
tous les primitifs de 'Hg par passage au quotient.

Nous établissons également le lien entre ’H? r et d’autres algebres de Hopf d’arbres telles que
I’algebre des arbres binaires planaires introduites par Brouder et Frabetti dans [6] dans le cadre
de l'électrodynamique quantique, ’algebre dendriforme libre de Loday et Ronco ([26, 31, 30]), la
quantification de Hp r de Moerdijk et van der Laan ([33, 28]), ou l'algebre de Grossman-Larson
([17, 16]). Nous considérons également la cohomologie de Hochschild de H? R et montrons que
pour tout bicomodule B, HQ(HE’R, B) = (0) sin > 2.

Les deux premiers chapitres sont consacrés a des résultats généraux sur les algebres de
Hopf graduées. Nous précisons tout d’abord la notion de dual gradué, que nous utilisons pour
démontrer le théoréme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen (théoreme 17). Nous établissons ensuite
des liens entre ’algebre de Lie des primitifs d’une algebre de Hopf graduée connexe A, sa cogebre
de Lie, et I'algebre de Lie des primitifs de son abélianisée Agp.

Nous étudions également les liens entre la catégorie © M des comodules d’une cogebre graduée
C et la catégorie 4 M des modules sur 'algebre A = C*9 ; en particulier, nous montrons ’existence
de deux foncteurs * : CM — q4M et *9 1 qM — M tels que (*9) o (*) soit naturellement
équivalent au foncteur identité. Nous utilisons ce résultat pour donner un théoreéme de structure
sur les C-comodules (proposition 52), et pour définir le type d’un C-comodule de dimension finie.

Le chapitre 3 est dévolu a la construction de 'Hg r et a la propriété d’auto-dualité. Nous
montrons que Hg p Vérifie une propriété universelle en cohomologie de Hochschild, que nous
utiliserons pour construire le couplage ( ,). Nous montrons que la base duale (er) de la base des
foréts est une Z-base du sous-anneau de Hg r engendré par les arbres plans enracinés, et nous
donnons une expression combinatoire de (F, G) pour F, G deux foréts. De plus, nous explicitons
la relation entre Hg R et ’HE. Nous montrons que la surjection canonique P : HZIZ’ R — Hg
vérifie <I>(Pm'm(’}'[g r)) = Prim(HE) et nous donnons une description du dual gradué de HE
comme sous-algebre de Hg R

Dans le chapitre 4, nous montrons que Hg R (Hg R)ab €t 'Hg sont des cogebres tensorielles ;
ceci nous permet de construire et classifier les endomorphismes de cogebre et d’algebre de Hopf
de H? r- De plus, nous montrons que les groupes de cohomologie de Hochschild H;(Hg mB)
introduite dans [9] sont nuls pour tout bicomodule B si n > 2. Nous démontrons également
plusieurs résultats sur les cogebres tensorielles ; appliqués a Hpg, ils permettent de retrouver les
résultats de [25] et de montrer que les algebres de Hopf des arbres décorés par un ensemble D fini
ou dénombrable (voir [24]) sont toutes isomorphes. Nous montrons également que les algebres de
Lie £y et Prim(Hp,r) sont des algebres de Lie libres, et nous décrivons les groupes de caracteres
de Hg r et Hg.



Le chapitre 5 est consacré aux H? p-comodules de dimension finie. Nous les construisons et
les paramétrons par certaines familles d’éléments primitifs de Hgy R buis nous les classifions a
I’aide d’actions de certains groupes paraboliques. Nous mettons en évidence une stratification
de la variété des comodules de dimension n + 1 en utilisant les notions de type et de double
type, et nous décrivons I’ensemble des comodules de type (n,1), (1,n) et (1,1,1).

Nous comparons Hg r ad’autres algebres de Hopf d’arbres dans le chapitre 6. La premiere est
‘H7, algebre de Hopf sur les arbres binaires planaires introduite par Brouder et Frabetti dans [6]
dans le cadre de I'électrodynamique quantique. Nous montrons que Hp r et H” sont isomorphes.
La deuxieéme est la déformation H g, 4,) & deux parametres de Moerdijk et van der Laan ([33, 28]).
Nous montrons que H g, 4,) est isomorphe & Hp g lorsque le rapport des deux parametres n’est
pas un entier algébrique. La troisiéme est I'algebre dendriforme libre Hy & un générateur de
Loday et Ronco ([26, 31]). Nous montrons que la base duale (er) permet de munir Hp r d’une
structure dendriforme la rendant isomorphe a Hy,, cette construction se généralisant au cas des
algebres 'ng r- Nous décrivons également la structure d’algebre brace induite sur Pm’m(Hg R)-
La dernitre est 1'algebre sur les arbres enracinés de Grossman-Larson HZE, ([17, 16]). Nous
montrons qu’elle est isomorphe & U(LP). Nous en déduisons un nouvelle preuve de la formule
pour les coefficients de Connes-Moscovici donnée dans [23]. De plus, nous construisons une sous-
algebre de Hp r jouant le méme role que la sous-algebre de Connes-Moscovici dans le cas de Hg
(voir [9, 12]). Nous considérons pour cela les éléments suivants :

Uy = Z t.

poids(t)=n

Nous montrons qu’ils engendrent une sous-algebre de Hopf de Hp r dont I'abélianisée est iso-
morphe a ’algebre de Connes-Moscovici. Nous utilisons pour ceci la notion d’angle d’un arbre
([7, 21]), et la notion de greffe d’une forét sur un arbre. Nous montrons de plus que le groupe
des caracteres de cette algebre de Hopf est isomorphe au groupe des séries formelles de la
forme x + Zanxnﬂ muni de la composition, ce qui justifie I’appellation de sous-algebre des

n>1
difféomorphismes formels.



Chapitre 1

Dual gradué d’une algebre de Hopf

Introduction

Ce chapitre est consacré a ’exposition de résultats préliminaires sur les algebres de Hopf
graduées. Les résultats des deux premiers paragraphes sont des énoncés classiques ou des adap-
tations de résultats classiques pour les algebres de Hopf de dimension finie : voir par exemple
[1, 13, 20, 27, 32]. Dans le premier paragraphe, nous précisons les notions d’algebre de Hopf
graduée et de dual gradué. Le deuxiéme paragraphe est consacrée la filtration par deg, d'une
algebre de Hopf graduée, notion utilisée par Kreimer dans [25]. Nous l'utilisons pour donner
une preuve du théoreme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen (théoréeme 17), dont nous donnons
également une forme duale (corollaire 19).

Le troisieme paragraphe est consacré a de nouveaux résultats explorant les relations entre
les éléments primitifs d’une algebre de Hopf, sa cogébre de Lie, et les éléments primitifs de son
abélianisée. En particulier, la proposition 31 sera utilisée dans le chapitre 3 pour montrer que
les éléments primitifs de Hg se déduisent des éléments primitifs de ’Hg R

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre sont exposés quelques résultats sur I'algebre de
convolution £(A) d’une bigebre A. En particulier, si A est graduée et connexe, nous donnons
un sens a certaines séries dans £(A), ce qui permet, dans le cas ou A est cocommutative, de
construire un projecteur sur les éléments primitifs de A (proposition 36) ; ce dernier résultat était
déja démontré dans [34] de maniere tres différente. Enfin, nous donnons une version duale de ce
résultat (corollaire 37) qui sera utilisée dans le chapitre 3 pour décrire les éléments primitifs de

Hladders .

1.1 Dual gradué

1.1.1 Cas d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel sur un corps commutatif K. On suppose V muni d’une gra-
duation (Vp,)nen, telle que dim(V},) soit finie pour tout n. Pour tout = € V, z # 0, on pose
poids(z) = min{n/z € Vo & ... ® V,}.

On identifie V¥ avec {f € V*/f(Vk) = (0) si k #n} C V* et on pose V9 = PV* = {f €
V*/3 no, f(V,,) = (0) si n > ng}; V*9 est un espace gradué, avec (V*9),, = V.*.

Les quatres lemmes suivants sont des adaptations de lemmes classiques pour des espaces de
dimension finie ; nous les démontrons ici pour la commodité du lecteur.



Lemme 1 Soit (e;);c; une base de V' formée d’éléments homogénes. Pour i € I, on définit
fi € V* par fi(e;) = d;j, ou § est le symbole de Kronecker. Alors (f;)icr est une base de V*9.

Preuve : si e; € Vi, on a f; € Vi*. Soit J, = {j € I/e; € Vi}. 1l suffit alors de montrer que
(fj)jes, est une base de V}*. Comme V}, est de dimension finie, c¢’est immédiat. O

Lemme 2 Soient V et W deux espaces gradués et soit v : V. — W, homogeéne de degré k € 7.
Alors il existe une unique application v*9 : W*9 — V*9_ telle que :

VI ) = f(y(z)) Vfe W™, VeeV.
De plus, v*9 est homogene de degré —k.

Preuve :

Unicité : soit v* : W* — V* la transposée de . On a alors y*9 = ’y‘*W*g.

Existence : il faut montrer que v*(W*9) C V*9. Soit f € Wyi. Soit x € Vi, i #n — k.
Y (f)(@) = F(1(x)) = 0 car 1(z) € Wisg, i + k £ n. Done 7" (W) C Vi O

On munit V ® V d’une graduation donnée par (V @ V),, = Z Vi ®@ V.
k+l=n

Lemme 3 On considére l'application suivante :

Oy :VYIeVI — (VeV)¥9
{V®V — K

f@g rey — f(x)g(y).

Alors 8y est un isomorphisme d’espaces gradués.

Preuve : classiquement, 6y est injectif (voir [20]). Soit f € Vi, g € V¥, € Vi, y € V, avec
E+l#m+n Oy(fRg)r®y) = f(x)g(y) =0 car k # m ou l # n. Donc Oy est homogene de
degré 0. De plus,

dim((V9QV*9),) = >  dim(Vy)dim(V*)
k+l=n

= Y dim(Vy)dim(V)
k+l=n
= dim((VeV)i).

Donc 6y est également surjectif. O

Soit V un espace gradué, et W un sous-espace de V. On dira que W est un sous-espace
—+00

gradué de V si W = W N V,).

n=0
Lemme 4 Soit W un sous-espace gradué de V.

1. Soit W,, =W NV, et soit Wnl" lorthogonal de W,, dans la dualité entre V,, et V,*. Alors
dans la dualité entre V et V*9, on a :

+oo
wt=gwt.
n=0

2. De plus, W+t =W,

Preuve : Ona Wt = (@ W,)* = (W;}). Or W- = D Vi e Witn donc W+ = @ W,
Comme W;-ntn = W,,, on a les résultats annoncés. O



1.1.2 Cas d’une algebre de Hopf

Soit (A, m,n, A,e,S) une algebre de Hopf graduée sur un corps commutatif K, c’est-a-dire
qu’il existe une graduation (Ay)nen de lespace vectoriel A, avec :

m(A, ® Ap) C Apym, Vn,meN, (1.1)
A(4y) € > Ay®A;, VneN (1.2)
k+l=n

(C’est-a-dire que m et A sont homogenes de degré 0).

Théoreme 5 A*Y est muni d’une structure d’algebre de Hopf graduée donnée par :

1. Vf,ge A, Vz € A, (fg)(z) = (f @ g)(A2)) ;
2. 1pxg =€

3. Vfe A Vo,ye A, A(f)(x®vy) = f(zy);

4. VfeAY, e(f)=f1);

5. Vfe AW Ve e A, (S(f)) (z) = f(S());

6. (A*9), = A%

Prewve : m, n, A, €, S sont homogenes de degré 0 (K étant muni de la graduation triviale). En
utilisant les lemmes 2 et 3, on considere :

971
m* . A (A A L A @ AY
nY . AY — K ;
A A A% P (A A s A%
e . K — A"
S* o AY — A

Classiquement, (A*9, A*9 &*9 m*9 n*9, S*9) est une algebre de Hopf vérifiant 1 — 5 (voir [20]).
Comme A* et m* sont homogenes de degré 0, 6 est vérifiée. O

On suppose de plus :
(C1) A est connexe, c'est-a-dire dim(Agy) = 1;
(C2) les A,, sont de dimension finie.
On a alors Ag = (1). D’apres [2], proposition I11.3.5, on a Ker(e) = D,,>1 An-

Proposition 6 1. (A*9)*9 et A sont isomorphes comme algebres de Hopf graduées.

2. Soit M ’idéal d’augmentation de A, c’est-a-dire M = Ker(e). Soit Prim(A*) = {f €
AY/A(f) =1® f+ f®1}. Alors dans la dualité entre A et A*9,

Prim(A*)t = (1)@ M?,
(e M?)" = Prim(A%).
Preuve :

1. Soit 4, : Ay, — (A%)*

A — K
T e
f— f).
Comme A, est de dimension finie, i,, est un isomorphisme d’espaces vectoriels; par suite,
i: A — (A")* défini par 4,4, = i, est un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués. On
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montre facilement qu'’il s’agit d’un isomorphisme d’algebres de Hopf (voir [20]).

2. (1) C Prim(A*9)* : soit p € Prim(A*9). Alors p(1) = &(p) = 0.
M? C Prim(A*9)* : soit m € M2. On peut supposer m = myma, £(m1) = e(mg) = 0. Soit
p € Prim(A*9). On a :

p(mimz) = A(p)(m1 @ ms)
= (1e@p+pe1)(mi @ms)
= e(m1)p(m2) + p(m1)e(m2)
= 0.

(He MQ)J' C Prim(A*9) :soit f € ((1) ® M2)J‘. 11 s’agit de montrer : Va,y € A, A(f)(z®y) =
(fR®1+1® f)(z®vy), cest-a-dire : f(zy) = f(x)e(y) +e(x)f(y). Comme A = (1) ® Ker(e), il
suffit de considérer les quatre cas suivants :

1. 2 =y =1 : il faut montrer f(1) = 2f(1), ce qui est vrai car f € (1)*;

2. z=1, e(y) =0: évident;

3. e(x) =0,y =1:évident;

4. e(z) = e(y) = 0 : alors xy € M?, et donc f(xy) = 0.
On a montré (1) ® M? C Prim(A*9)* et ((1) @ MZ)J' C Prim(A*9). Comme A et A™ sont des
algebres de Hopf graduées, Prim(A*9) et M? sont des sous-espaces gradués. On obtient donc
les inclusions réciproques par passage a l'orthogonal en utilisant le lemme 4. O

1.1.3 Cas des algebres enveloppantes

On suppose que g est une algebre de Lie graduée, avec gg = (0), et les g,, de dimension finie.
Alors U(g) est une algebre de Hopf graduée vérifiant (C7) et (C2). On suppose de plus que K
est de caractéristique nulle.

Le résultat suivant est une adaptation de la proposition 2.7.5 de [13] :

Proposition 7 Soit M = Ker(ey(gy«s) = D,>1 U(9);,- Soit V un supplémentaire gradué de M?
dans M. Soit S(V') Ualgébre symétrique de V.. On consideére le morphisme d’algébres suivant :

& S(V) — U(g)™

veV — .

Alors &y est un isomorphisme d’algébres graduées.

Preuve : remarquons d’abord que U(g)*9 est une algebre commutative ; par suite, £y est bien

défini. Soit (e;);cr une base de g formée d’éléments homogenes, ou I = {1,...,n} ou N* suivant
la dimension de g. On pose S; I’ensemble des éléments (vq,...,vg,...) de NI tels que les vj
soient presque tous nuls. Pour v = (v1,...,1v,...) € Sy, avec k tel v; =0 i j > k, on pose :
et .. et
ey = —5——".
V.. Vg

Suivant [13], pages 91 et suivantes, pour tout v € Sy :

Ale,) = Z ex®ey.

Apu=v
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D’apres le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, (e, ),es, est une base de U(g), formée d’éléments
homogenes. Soit (f,)ves, la base de U(g)*9, définie par f,(e,) = 0y,

fofulex) = (fo ® fu)Aler)
= (fu®fu) Z eq ¥ eg

a+6=X

— 6]/_)'_“7)\.
Par suite, f, f, = fu4,. On considere alors Vj I'espace engendré par les f,, >~ v; = 1, ainsi que :

&vp : S(Vo) — U(g)™
fl/ev() I fl/'

On déduit alors immédiatement du calcul précédent que &y, est un isomorphisme d’algebres.
De plus, comme Prim(U(g)) = g (car K est de caractéristique nulle, voir [3]), on a U(g)*? =
Vo @ Prim(U(g))+, donc Vj est un supplémentaire gradué de M dans M? d’apres la proposition
6-2. Il est évident que &y, est homogene de degré zéro.

Considérons V un supplémentaire gradué de M? dans M. Montrons que V génere U(g)*.
Désignons par < V' > la sous-algebre de U(g)*? engendrée par V. Soit f € U(g)*™9, de poids n.
Sin =0, alors f €<V >. Supposons que tous les éléments de poids strictement inférieur a n
soient dans < V >. On peut alors supposer f homogene; alors f € M = M? @V : on peut
donc supposer f = fifa, fi € M et donc poids(f;) < n pour i = 1,2. Par suite les f; sont dans
<V >,etdonc fe<V >.

Donc V' génere U(g)*9. Par suite, £y est surjectif, homogene de degré zéro. De plus, V et 1}
sont des espaces gradués isomorphes, donc S(V') et S(Vp) sont des algebres graduées isomorphes.
Pour tout n € N, on a donc dim(S(V),) = dim(S(Vo)n) = dim(U(g):?); on en déduit que &
est un isomorphime. O

1.2 Résultats sur les cogebres et les algebres de Hopf graduées

1.2.1 Filtration par deg,
Lemme 8 Soient (C, A, e) une cogébre, et e € C tel que A(e) = e ®e. On pose :

Alz) =A(z) —e®r—xz®e, Vrel.
Alors A est coassociatif, ¢’est-a-dire : pour tout z € C, (A ® Id) o A(z) = (Id ® A) o A(x).

Preuve : pour tout y € C, on pose A(y) =S¢/ @,

(A®Id)oAlx) = e®e®x+e®m®e+x®e®e+Zx'@x”@e
—|—Z$/®6®$”+Z€®wl®xn+zz(xl)/®(fvl)”®x” :
(Id® A)o Alx) = e®x®e+e®e®x+Ze®$'®x”+$®e®e

1

+Z$/®$”®€+Z$/®€®$/,+ZZ$/®(33”),®($”) _

Comme A est coassociatif, les deux membres de droite sont égaux. On en déduit alors le résultat
voulu. O

Soit C' une cogebre graduée connexe (c’est-a-dire dim(Cp) = 1). D’apres [2], il existe un
unique = € C non nul tel que A(z) = x ® z. Cet élément sera noté 1. Il est homogene de poids
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zéro. On a de plus M = Ker(e) =P, Cn, et Vo € M, A(z) =2z ®1+1®@ 2+ M @ M. Enfin,
C*9 est muni d’une structure d’algebre donnée par :

(fg)(x) = (f®9)(A(x)) Vf,g€C*, VxeC.

On définit A(ai) = Al(z) = A(z) = 1® 2 — 2 ® 1 pour tout = € C, et par récurrence A*F =
(APt ® Id)o A.

Lemme 9 Soit p la projection sur @n21 C,, parallélement a Cy. Alors pour tout k> 1 :
AFo p= p®(k+1) o AF.

Preuve : on remarque que p(z) = x — (z)1, Yo € C. Montrons par récurrence que A* o p =
p®Ftl o AR Pour k = 1, c’est immédiat si x = 1, et découle des remarques précédentes si
e(x) = 0. Supposons I'hypothese de récurrence vraie au rang k :

Aflo )y = (A@Id(@k)oﬁkop
= (A®Id®F) o p®Ftlo Ak
= pP*2o (A ® Id®%) o AF
p®k+2 Ak—l—l.

(On a utilisé ’hypothese de récurrence pour la deuxieme égalité, et le résultat avec k = 1 pour
la troisieme.) O

Lemme 10 Soit z € C, tel que A™(z) = 0. Alors A"~ '(z) € Prim(C)®".

Preuve : comme A est coassociatif, A" (z) € Ker(Id®—Y @ A @ Id®"=9)) Vi € {1,...,n}.
Donc A""1(z) € N (C®C~Y & Prim(C) @ C®"=9) = Prim(C)®". O

Lemme 11 Pour tout x € M, on a AP?4(®) (1) =0,

Preuve : par récurrence sur poids(x). Si poids(x) = 1, alors x est nécessairement primitif, et
donc A(z) = 0. Supposons I’hypotheése de récurrence vraie au rang n. Soit  de poids n ; on pose
Az) =Y o' @ 2", poids(z') < n. Par coassociativité de A, on a :

A"(z) = Z A (Y@ 2" =0. O

On pose Cyeg,<n = (1) @ Ker(A™) = Ker(A™ o p). D’aprés le lemme précédent, c’est une
filtration de I’espace C. Pour & € C, x # 0, on pose deg,(x) = min{n/A™ o p(z) = 0}, de sorte
que Cgeg,<n = {x € C/degy(x) < n}. On a deg,(x) < poids(x), Vo # 0.

Proposition 12 Soit M, = (1) C C*9. Alors dans la dualité entre C et C*9, on a :
(Cegy<n)™ = ML

Preuve : c’est évident si n = 0. Supposons n > 1. Posons p, la projection sur @n21 Cr = M,

parallelement a Cj. On a facilement p. = p*9. Soient my, ..., muy1 € My, T € Cyeg,<n-
(mi...Mpy1,2) = (M Q... Myy1, A" (2))
= (p2r ( 1® .. @mpy1), A" (7))
= (M ®...® mns1, p20H 0 A"(2))
= (M ® ... @mup1, A%(p(2)))
= (M ®...®Mmpys1,0)

= 0.
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(On a utilisé le lemme 9 pour la quatrieme égalité.)
Donc M+ C (Cdegpgn)J‘

Pour montrer I'inclusion réciproque, il suffit de montrer que (M?+1)+ C Cleg,<n- Soit x €
(MlH—l)l) My, ...,Mpt1 € M.

(M1 @ ... @ mpi1, A0 p(x))) = (m1...mpp1,2)
= 0.
A i
Donc A" o p(z) € M@+ 0 (Mfz)(n—i-l))
g

= (0). Par suite, A" o p(z) = 0, et donc = € Cleg,<n-

Corollaire 13 (Cycg,<n)nen est une filtration de cogébre, c’est-a-dire :

A(Cdegpgn) C Z Cdegpgk b2 Cdegpgl-
k+l=n

Lemme 14 Soit A une algébre graduée et connexe et M = @Ai son idéal d’augmentation.
i>1
Pour toutn € N, on a :

ﬂ (Mk+l®A+A®Ml+l> _ Z M1®M]
k+l=n i+j>n

Preuve :

D :soit x = 2, @xj € Mi® MJ, i+ j > n. Soient k,l € N, k+1 = n.Si k < 14, alors

x; € M' C M*H1 et donc ¢ € MF*1 ® A. Sinon, | < j car k+1 < n < i+ j. Donc T; € M

et x € A® ML,

C : pour tout i € N, soit W; un supplémentaire gradué de M**! dans M*. Comme les W; sont

des sous-espaces gradués de A et que M kC @ A;, nécessairement @ A; C @ W;, et donc :
i>k i<k k<i

A = éWk,
=0

MY = Wi,
i=k
i,j=0

Pour i,j € N, soit p; ; : A® A — W; @ W; la projection sur W; ® W; dans cette somme directe.
Soit 2 € (MF '@ A+ A® M*1). Soit k € N. Comme x € M* 1 @ A+ A M1 sii<ket
Jj <n—k,alors p; j(x) = 0. Par suite, si p; j(z) # 0, alors pour tout k € N, ¢ > k ou j >n — k.
En particulier pour £k =14, on a j > n —i. Donc :

re P wiew;C > MeM. O
i+j>n i+j>n
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Preuve du corollaire : soit x € Cgeg, <y ; montrons que A(z) € 7 1, Caeg, <k ® Ceg,<i- On a:

Y Cuegyer @ Caegyr = ) (MIFH @ (M
k+l=n k+l=n

— Z (Mf-',-l RCY +CY® Mi—l—l)i
k+l=n

1
— ( m (Merl ® c*9 + c*9 ® MiJrl))
k+l=n
1

(Y e (1.3)
i+j>n

(On a utilisé le lemme pour la derniere égalité, avec A = C*9 et M = M,.)
Soit f1 € M, fa € Mﬁ, i+7 >mn. Alors fifo € M = (Cdegp<n) , donc :

(A([L’),f1®f2) = (x?flfQ)
= 0.

Drapres (1.3), A(x) € 32—y Caeg,<k @ Ceg,<1- O

1.2.2 Cas d’une algebre de Hopf graduée

Soit A une algebre de Hopf graduée vérifiant (C7). On suppose de plus que K est de ca-
ractéristique nulle.

Sy, agit sur A®" par 0.(11®...Qx,) = To-1(1)®. . .@T5-1(,). On rappelle qu'un (p, q)-battage
est un élément o de Sy, croissant sur {1,...,p} et sur {p +1,...,p + ¢}. On note bat(p, q)
I'ensemble des (p, q)-battages.

Lemme 15 1. Soient z,y € A — {0}, degp(z) = p, degy(y) = q. On suppose que e(z) =
e(y) = 0. On pose AP~ (z) = ixgl) ®...0 xl(p) et AT"1(y) = > y](-l) ®...Q0 y§Q), les

:ng) et les yj(l) étant primitifs (lemme 10). Alors :
Apta—1( 1) ®) o .10 ()
1,j o€bat(p, q)

2. Soient pi,...,pn € Prim(A). On a :

An 1 Z Po(a - ® Po(n)-
0ESH
Preuve :
1. D’apres le lemme 9 :
APFI () = APTITY (p(ay))

— p®(p+f1) (Ap+q71(xy))
= p®rta) (Ap+q—1($)Ap+q—1(y)) )

Le résultat est alors immédiat.

13



2. Récurrence sur n. La formule est vraie pour n = 2. Supposons ’hypothese de récurrence
vraie au rang n — 1. D’apres 1, on a :

A" Ypy...pn) = Z Z T.(Po(1) ® - - - ® Po(n-1) @ Pn)-

T€bat(n—1,1) 0E€Sn—1

Or il y a exactement n (n — 1, 1)-battages : 7 € bat(n — 1,1) est caractérisé par 7(n). Alors :

A prpn) = D D (Pot) - @ Do(io1) ® Pn @ Do(i) @ - - @ Po(n—1))
i=10€S,_1
= Zpa(1)®---®l?o(n)- O
oc€Sh

Proposition 16 (Ageg,<n)nen est une filtration de l’algebre de Hopf A.

Preuve : on a déja vu qu’il s’agissait d’une filtration de cogebre. Soit z,y € A, degy(z) = p,
degy(y) = q. Alors d’apres le lemme 15, APT9~1(p(zy)) € Prim(A)2P+9) et donc APT(p(zy)) =
0. Donc deg,(zy) < p+ g. On a donc bien une filtration d’algebre. O

1.2.3 Algebres de Hopf graduées cocommutatives ou commutatives

On suppose K de caractéristique nulle. Les considérations précédentes permettent de donner
la preuve suivante du théoreme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen ([27]) :

Théoréme 17 (Cartier-Milnor-Moore-Quillen) Soit A une algébre de Hopf cocommutative
graduée vérifiant (Cy). Alors A est isomorphe a U(Prim(A)) comme algébre de Hopf graduée.

Preuve : montrons d’abord que Prim(A) génere lalgebre A. Soit P la sous algebre de A en-
gendrée par Prim(A). Soit x € A, montrons que z € P. On peut se ramener & £(z) = 0.
Procédons par récurrence sur degy(z). Si degy(x) = 1, alors z est primitif, et donc z € P.
Supposons 1'hypothese de récurrence vraie au rang n — 1, et supposons deg,(x) = n. D’apres le

lemme 10, on peut poser A”_l(x) = i:z:gl) R...0 xgn), les x&j) étant primitifs. Comme A est
cocommutative, on a :

A"_I(x) = Z :Ez(l) ®R...0 azgn)

S DI AL T L

7 UGS’FL

1 An— 1 n
= EZA 1(:U§ )xE ))

(On a utilisé le lemme 15-2 pour la derniere égalité).
Donc degy(z — 2; sz(»l) . xz(n)) < n, et donc z — 3 ngl) e xl(n) € P; on en déduit que z € P.
Par suite, on a un morphisme surjectif d’algebres de Hopf, homogene de poids zéro :

¢:U(Prim(4) — A
p € Prim(A) — p.

Comme A vérifie la condition (C7), la composante homogene de poids 0 de Prim(A) est nulle
et donc U(prim(A)) vérifie aussi la condition (Cy). Par suite U(Prim(A)) est filtrée par deg,
(proposition 16).
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Supposons £ non injectif, et soit  non nul tel que {(x) = 0. On choisit = de deg, minimal.
Comme (p) = p pour tout p primitif, nécessairement deg,(x) > 1. Posons A(z) =2 ®1+1®
z+ Y ' @2", degy(2') < degp(z), degy(z") < degp(z). £ est un morphisme de cogebres, donc :

AE(@) = (E®E(A@)
= (§®E)<x®1—|—1®x+zx/®x//)

= ) @) @@
= 0.

Par choix de z, &4 deqp<desy est injectif, d’out Y 2’ ® 2’ = 0. Donc z est primitif, et donc

(z)—1
degp(z) =1 : contradiction. Donc ¢ est injectif. O

Proposition 18 Soit A une algebre de Hopf graduée commutative vérifiant (Cy) et (Cq). Posons
M = Ker(e). Alors si G est un supplémentaire gradué de M? dans M, on a un isomorphisme
d’algébres graduées :

e S(G) — A
geG — g.

Preuve : A*9 est une algebre cocommutative. En appliquant le théoréme précédent et la pro-
position 7, on obtient immédiatement le résultat, car A et (A*9)*9 sont isomorphes d’apres la
proposition 6-1. O

Corollaire 19 Soit A une algébre de Hopf graduée vérifiant (Cy) et (Cs). Alors Vx,y € A, on
a:

degp(zy) = degy(x) + degp(y) ;

poids(zy) = poids(z) + poids(y).
Preuve : il s’agit de montrer que I'algebre graduée associée a la fitration par deg, est integre.
En utilisant le résultat précédent, il suffit de montrer que c’est une algebre commutative. Soient

x,y € A, e(x) = e(y) = 0. On utilise les notations du lemme 15-1. Soit o € bat(p, q). Soit
0 € Sptq défini par :

o(i) = o(i+p)sii<gq
= o(i—q)sii>q.

On remarque immédiatement que 0 — & est une bijection de bat(p, q) vers bat(q,p). De plus,
0(21®.. 02, QY1 ®...0Yy) =0.(N®... QY Q1 Q... ®xp), Vz;,y; € A. Donc :

Atz = 3% a@Pe. e ey e.. 0y
1,j o€bat(p,q)

=Y Y sVe. 0?0V e.. 0
1,j G€bat(q,p)
= APTIL(yg),

Par suite, degy(zy —yz) < p+q = degy(x) +degy(y), et donc 'algebre graduée associée est com-
mutative, donc integre d’apres le résultat précédent. On en déduit que A est elle-méme integre,
et donc poids(zy) = poids(x) + poids(y), Vr,y € A. O

Remarque : cette propriété est fausse si K est de caractéristique p non nulle. En effet, soit
x un élément primitif non nul de A; alors deg,(x) = 1. De plus, 2P est aussi primitif, donc

degy(xF) =1 # p.
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1.3 Eléments primitifs d’une algebre de Hopf graduée

1.3.1 Eléments symétriques

Définition 20 Soit A une algebre de Hopf; on note S(A) la plus grande sous-cogebre cocom-
mutative de A.

Si (Cy)ier est une famille de sous-cogebres cocommutatives de A, alors Y C; est encore une
sous-cogebre cocommutative de A. Donc S(A) existe.

Proposition 21 S(A) = {z € A/o.A" ' (z) = A" Y(z), ¥n € N*,Vo € S,,}, ot Sy, agit sur
A®™ de la maniére suivante : 0.(a1 @ ... @ an) = Gg-1(1) @ ... @ Ay1(p)-

Preuve : on appelle S'(A) le second membre.

S’(A) est une sous-cogebre cocommutative : soit z € S'(A); on pose A(z) = Yz, ® .
On peut supposer les 2/ linéairement indépendants. Pour tout o € S,,_1, on définit & € S,, par
(i) =0(i) sii <n,a(n) =n.On a alors :

7.A" N z) = F[(A" @ 1d) o Ax))]
_ ZO’-AR_Q({L‘/) ®ZL‘H
= AZ”_1($)

— ZAn72(x/) ®LL’”

Les o étant linéairement indépendants, 0.A"~2(z}) = A" 2(x!) et donc les z} sont dans S’(A).
Par suite, A(S'(A)) C S'(A) ® A. De méme, A(S'(4)) C A ® S'(A) et donc A(S'(A)) C
S'(A) ® §'(A). Par suite, S’(A) est une sous-cogebre. Par définition de S'(A4), avec n = 2 et

= (12), pour tout = € §’(A), A(z) = A°(z). Donc §’(A) est une sous-cogebre cocommutative,
et donc §'(A4) C S(A).

S(A) C S'(A) : soit x € S(A). Soit n > 3, posons A" 2(z) = Zx ...®x§-n_1), les xﬁj)
dans S(A). Pour tout j € {1...n— 1}, on a alors :
Gi+1).A" ) = (jj+1). Z:vgl) A(azz(.j)) ®...0 xgn_l)
= Y iVe..0a%) ... 0"V
LY e . eae) 6. 0al
A 1(ffi),

(car S(A) est une sous-cogebre cocommutative. )
Les (j j + 1) générant S,, S(4) C S'(A4). O

Proposition 22 S(A) est une sous-algebre de Hopf de A. De plus, si A est graduée, S(A) est
une sous-algébre de Hopf graduée de A.

Preuve : Palgebre engendrée par S(A) est encore une sous-cogebre cocommutative de A et donc
est incluse dans S(A). par suite, S(A) est une sous-bigebre de A. Soit z € A ; comme 'antipode
S4 est un antimorphisme de cogebres, on a :

A" H(Sy(z)) = ST (r.A" N (w)),
ou 7 est définie par 7(i) = n — i + 1. Pour tout o € S, on a alors :

0. A" (Sy(x)) = 53" (oo T.An_l(x))
= S5 (AN (x)
A"H(Sa()).
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Donc S(A) est stable par S4, et donc S(A) est une sous-algebre de Hopf de A.
Supposons A graduée. Posons F), , = AL g APl A 5 A% Alors F, - est ho-
mogene de degré 0, et donc son noyau est un sous-espace gradué de A. Comme S(A) =
ﬂ Ker(F, ), S(A) est un sous-espace gradué de A. O
neN* oeS),

Proposition 23 Supposons A graduée en dimension finie et connexe. Alors S(A) est isomorphe
comme algébre de Hopf graduée a U(Prim(A)). De plus, S(A)*9 est isomorphe comme algébre
de Hopf graduée a l’abélianisée (A*9),, de A*9.

Preuve : d’apres le théoreme de Milnor-Moore, S(A) est isomorphe a U(Prim(S(A))). 11 suffit
donc de montrer que Prim(A) C S(A) : Prim(A) + (1) est une sous-cogebre cocommutative de
A et donc Prim(A) + (1) C A.

On note I4+¢ 'idéal abélianisateur de A*9. Comme S(A) est sous-algebre de Hopf de A,
S(A)* est un idéal de Hopf de A*9 et S(A)*9 s’identifie au quotient de A*9 par cet idéal. Il s’agit
alors de montrer que S(A)* = I4+. Comme S(A) est cocommutative, S(A)*Y est commutative,
et donc [4+9 C S (A)l. De plus, I j*g est une sous-algebre de Hopf cocommutative de A car I gxg
est un idéal de Hopf de A*9, tel que le quotient par cet idéal soit commutatif; donc I j*g CS(4)
par définition de S(A), et donc S(A)+ C I4+g. O

1.3.2 Cogebre de Lie

On rappelle la définition suivante :

Définition 24 Une cogébre de Lie est un espace vectoriel V. muni d’une application linéaire
0:V —V RV telle que :

VeeV, §%P(z)=-i(z),
VeeV, [e+(123) 4 (132)].[(6 @ Id) o 6(z)] = 0.

Exemples :
1. Si C est une cogebre, 6 = A — A°? munit C d’une structure de cogebre de Lie.

2. Si L est une algebre de Lie graduée en dimension finie, alors L*9 est muni d’une structure
de cogebre de Lie en transposant le crochet de L. Réciproquement, si V' est une cogebre
de Lie graduée, son dual gradué est muni d’une structure d’algebre de Lie.

Proposition 25 Soit A une algébre de Hopf graduée en dimension finie. Soit My son idéal
d’augmentation. Alors 24 est muni d’une structure de cogébre de Lie donnée par :
A

d(ma(z)) = (ma @ ma)(A(z) — A%(2)), Vo € My,

*g
ou Tyt My — % est la surjection canonique. De plus, (%) est isomorphe a Prim(A*9)
A A
comme algebre de Lie graduée.
Preuve : Prim(A*9)*9 g’identifie & A = 4~ M4 La structure de cogebre de Lie

Prim(A*9)+ 1oM3 T M3
induite sur % en transposant la structure d’algebre de Lie de Prim(A*9) est celle décrite dans
A
la proposition. O
__Ma
On note P(A) = {x € M—E‘/c?(:r:) = }
Lemme 26 w4(Prim(A)) =ma(S(A)) C P(A).
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Preuve : d’apres le théoreme de Poincaré-Birkhof-Witt, Mg 4y = Prim(A) + Mg( A) de plus,
Mg(A) C Mi, donc tout x € Mgy peut s’écrire x = p +m, p € Prim(A), m € ME}- Par suite,
ma(x) = ma(p), d’ou la premiere égalité.

Soit p € Prim(A).

6(ma(p)) = (ra®@ma)(p@1+10p—-10p-—pe1) =0,
d’ou m4(Prim(A)) C P(A). O

Proposition 27 Soit A une algébre de Hopf graduée connexe. Soit wy : A — Ay la surjection
canonique. Alors w4 induit un isomorphisme de cogébres de Lie graduées :

My Ma,
LT —— .
ME o MR,

wA

Prewve : w(My) C My,,, donc w(M%) C M 42 . Par suite, @4 est bien définie. Comme wy est
un morphisme de cogebres, @4 est un morphisme de cogebres de Lie.

w4 est injectif : Ker(wa) = I4, ou I4 est Iidéal abélianisateur de A. Par suite, si T €
Ker(wwy), alors € T4 + le- Comme [4 C Mfl, alors r € sz et donc T = 0.

o 4 est surjectif car wy lest. O

Soit A une algebre de Hopf graduée. Comme w,4 est un morphisme d’algebres de Hopf,
wa(Prim(A)) C Prim(Aguw) et wa : Prim(A) — Prim(Agp) est un morphisme d’algebres de
Lie. Comme Prim(Agp) est une algebre de Lie abélienne (car Ay, est commutative), on a alors
un morphisme :

¢a: Prim(A)g, — Prim(Ag)
p+ [Prim(A), Prim(A)] — p+ Ia.

De plus, [Prim(A), Prim(A)] € M3. D’apreés le lemme 26, on a donc une application linéaire :

Ya: Prim(A)ey — P(A)
p + [Prim(A), Prim(A)] — p+ M3,

Remarque : le dual gradué de Prim(A) est identifié a %. On a alors :

[Prim(A), Pm‘m(A)]L = Im(], ])J‘
]

Le dual gradué de Prim(A)g s’identifie donc a P(A*9). Par dualité, le dual gradué de P(A)
s’identifie & Prim(A*9).. On a alors :

) Prim(A™) g —  P(AY)
p+ [Prim(A™), Prim(A™)] — p+ L.

Par suite :

Y = haw.
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1.3.3 Les cas cocommutatifs ou commutatifs

Théoréeme 28 Soit A une algébre de Hopf cocommutative, graduée et conneze. Alors ¢ et 4
sont des bijections. De plus, Prim(A) N M3 = Prim(A) N I = [Prim(A), Prim(A)].

Preuve : d’aprés le théoreme de Milnor-Moore, A est isomorphe a U(g), ou g = Prim(A).
Montrons d’abord que g N M% =gN 14 = [g, g].

Supposons d’abord A commutative. Alors gNI4 = [g, g] = (0). De plus, A est isomorphe & une
algebre S(V'), avec V' un espace vectoriel gradué, muni du coproduit donné par A(v) =v® 1+
1®wv,Yv e V. Or Prim(S(V)) =V, et Mg(\/) = S%(V)@.... Donc Prim(S(V)) ﬁMg(V) = (0),
dott g N M2 = (0).

Cas général : soit Fy : U(g) — U(gqp) induit par la surjection canonique g — gqp. Comme
U(gqp) est commutative, on a un morphisme d’algebres de Hopf induit :

Fi:U(@)a — Ulgaw)
p+Iyg — p+lsg, Vpeg.

On a un morphisme d’algebres de Lie g — Prim(U(g)qp), induit par la surjection canonique
de U(g) sur U(g)qp. Comme Prim(U(g)qy) est abélienne, on a un morphisme d’algebres de Lie
induit de gqp dans Prim(U(g)qp), et donc un morphisme d’algebres de Hopf :

Fy:U(ga) — UPrim(U(g)a))
ptlgal — p+lyg VPEQ

L’injection canonique de Prim(U(g)q.») dans U(g).p induit un morphisme d’algebres de Hopf :

F3 :U(Prim(u(g)ab)) - u(g)ab
p+Iyg — p+Iug, pEg.

On déduit alors facilement que Fj o Fy est I'inverse de F'i, et donc F; est une bijection. Par
suite, le noyau de Fy est ). De plus, Fy4 est la surjection canonique de g sur gqp, donc
Ker(Fig) = Iyg N ¢ = [g,9]. De plus, Fl(Mzi(g) Ng) C Mlgl(g)ab N Prim(U(g)q) = (0) d’apres
le premier cas. Donc Mé( PYAR: C Iy N g. L'inclusion réciproque est évidente.

L’isomorphisme F{l :U(gap) — U(g)ap restreint aux éléments primitifs induit ¢4 et donc
¢4 est un isomorphisme.
De plus, P(A) = % car A est cocommutative. Comme Prim(A) + M3 = Ma, ¥4 est
A
surjective. De plus, Ker(ma|prim(a)) = Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)], donc ¢4 est
injective. O

Corollaire 29 Soit A une algebre de Hopf commutative, graduée en dimension finie et conneze.
Alors ¢4 et1pa sont des isomorphismes. De plus, Prim(A)NM3 = Prim(A)NIa = [Prim(A), Prim(A)] =
(0).

Prewve : on a [Prim(A), Prim(A)] = (0), et Iy = (0) car A est commutative. Donc ¢4 :
Prim(A) — Prim(A) est l'identité. Posons B = A" alors B est une algebre de Hopf co-
commutative graduée connexe. D’apres le résultat précédent, ¢p est une bijection. Par suite,

7 =14 est une bijection. Donc Ker(ma)NPrim(A) = M3NPrim(A) = [Prim(A), Prim(A)].
On a alors :

(0) = Prim(A) N 14 C Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)] = (0),

et donc Prim(A) N M3 = (0). O

19



Corollaire 30 Soit A une algébre de Hopf graduée en dimension finie et connexe. Alors :
[Prim(A), Prim(A)] C Prim(A) N M35 = Prim(A) N 14.

Preuve : on a immédiatement [Prim(A), Prim(A)] C Prim(A) N 14 C Prim(A) N M3. Soit
x € Prim(A)NM3. Alors x+1, € Pm’m(Aab)ﬂMf‘ab. D’apres le corollaire précédent, z+14 = 0
dans Agp, et donc z € Prim(A)N14. O

On construira 'inverse de 14 lorsque A est commutative ou cocommutative dans la section
1.4.

1.3.4 Cas général

Proposition 31 Soit A algébre de Hopf graduée conneze. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. ¢4 est injectif.

Pa est injectif.

G axg est surjectif.

W axg est surjectif.

Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)].

S(A) N M3 = M3

S G e

(A)

Preuve :

1 & 5 : ¢4 est injectif si, et seulement si, Ker(wa) N Prim(A) = [Prim(A), Prim(A)].
Or Ker(wa) = 14, donc Ker(wa) N Prim(A) = I4 N Prim(A) = M3 N Prim(A) d’apres le
corollaire 30.

5= 6 : S(A) étant une algebre enveloppante, on a Mgy = Prim(A) + ME(A). De plus,
ME(A) C M3, donc S(A) N M3 = Prim(A) N M3 + Mg(A) = [Prim(A), Prim(A)] + ME(A) -
Mg( A)° L’inclusion réciproque est évidente.

6 = 5 : on a alors Prim(A) N M35 C Prim(A) N M2
théoreme 28. L’inclusion réciproque est évidente.

1 2: Ker(ma|prim(a)) = Prim(A) N M3 et Ker(wa|prim(a)) = Prim(A) N 14. D’apres le
corollaire 30, Ker(ma|prim(a)) = Ker(wa|prim(a))- On a donc :

) = [Prim(A), Prim(A)] d’apres le

¢a est injectif < Ker(wa|prima)) = [Prim(A), Prim(A)]
& K@T(WA|pMm(A)) = [Prim(A), Prim(A)]
< 14 est injectif.

3 < 4 : posons B = A*. Le diagramme suivant est commutatif :

wB

B —— B

B J/ J/WBab

Mp ~ M?ab
B MB

ab

On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

Prim(B) —2— Prim(Ba)

| Jo
~ M
P (%) P Bab
M3, <M§3ab
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On en déduit par passage au quotient la commutativité du diagramme suivant :

Prim(B ) .
[Prim(B),lgrz’)m(B)] "= Prim(Ba)

wBl leab
Mp ~ M,
P () P (M%a)
Comme B, est commutative, ¥ , est bijectif. Donc ¢ p est surjectif si, et seulement si, ¢p 'est.
2& 4 car Par =Y. O

1.4 Convolution

1.4.1 Rappels
Soit C' une cogebre, A une algebre. £L(C, A) est muni d’une structure d’algebre donnée par :
frgle) = mao(f®g)oAc(c)
= f()g(d).

L’élément neutre est donné par ¢ — £¢(c)14. On rappelle que si A est une algebre de Hopf,
Sa est Uinverse de Id dans L(A).

Rapellons le résultat suivant (voir [20]) :

Proposition 32 1. Supposons que C' soit une algébre de Hopf et soit f : C — A un mor-
phisme d’algébres. Alors f est inversible dans L(C, A), d’inverse f o Sc.

2. Supposons que A soit une algébre de Hopf et soit f : C — A un morphisme de cogébres.
Alors f est inversible dans L(C, A), d’inverse Sy o f.

3. Supposons que C et A soient des algebres de Hopf et soit f : C — A un morphisme de
bigébres. Alors f est un morphisme d’algébres de Hopf, c¢’est-a-dire : f o Soc = Sao f.

Preuve :
1. Soit z € C. On pose A¢(z) =2/ @ 2”.

fr(foSo)x) = f

On montre de méme que (f o S¢)* f = 1z 4)-

2. Avec les mémes notations :

(Sacf)xflz) = Salf

Il
N
N

I
)
b

= ¢Eclx

On montre de méme que f % (Sao f) =1z a)-

3. D’apres 1, f est inversible, d’inverse f o S¢. D’apres 2, f est inversible, d’inverse S4 o f.
On conclut avec 'unicité de I'inverse dans une algebre associative. O
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1.4.2 Cas d’une bigebre graduée

Soit A une bigebre graduée. On définit val(a) = max{n/x € A, @ ...}, pour tout a € A.
Alors A est muni d’une distance donnée par :

d(a, b) _ Q—val(a—b).

Pour cette distance, une base de voisinages de 0 est donnée par (A, @ ...)pen-
On munit £(A) de la topologie de la convergence simple, c’est-a-dire :
fo—f & fula) — a, Va € A.

& VYae€ A, VN €N, Ing =ng(a, N) € N,
n > ng — val(fn(a) — f(a)) > N.

Lemme 33 Supposons A graduée, connexe. Soit f : A — A, telle que f(1) = 0. Alors pour
toute suite (an)nen d’éléments de A, la série Y anf™ converge dans (L(A),*).

Preuve : soit a € A. Il s’agit de montrer que la série Y a, f"(a) converge dans A. Soit pa la
projection sur M4 parallelement & (1). Comme f(1) =0, fops = f.

fMa) = m o o AT )
= W [ (55 0 AT )
Comme A est graduée, connexe, si n > degy(a), alors p4" o A" (a) = 0 et donc f*(a) = 0. Par
suite, la série > a, f™(a) n’a qu'un nombre fini de termes non nuls, donc converge. O
Proposition 34 Soit A une bigébre graduée connexe, alors A posséde un antipode donnée par :

—+00

Sa=> (-1)fph € £(A).
k=0

Preuve : comme p4(1) = 0, la série suivante converge dans L£(A) :

1 =
=) (=1)Fph.
1+ pa g( )PA

De plus, Ids = 174) + pa, donc la limite de cette série est I'inverse de Id4 dans (L£(A),*). O

Ay : A — A® A est injective (il existe un inverse a gauche : €4 ® Idy). Par suite, si
f € L(A), on peut définir Ar(f) € L(Im(A4),A® A) par :

AL(f)(Aa(a)) = Aa(f(a))-

Ezxemples : f est un morphisme de cogebres si, et seulement si, Ap(f) = f® f;
f € ZLH(A, 01, 02) (voir section 2.4.2) si, et seulement si, Ap(f) = 01 @ f + f Q0.

On munit £(Im(A4),A® A) d'un produit * défini par :
(/1 ® f2) % (91 © g2)] (Aa(a)) = Y fr(ar)gi(as) ® fa(ag)ga(as),
ot Y. a1 ®as ® ag ® ag = A3(x).

Proposition 35 1. (L(Im(Aa), ARA), *) est une algebre associative, d’élément neutre (1,(4)®
1£(A))|Im(AA)- De plus, si A est cocommutative,

(f1® f2) * (91 ® g2) = (f1 % g1) ® (f2*x g2).
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2. Ap: (L(A),x) — (L(Im(AA), A® A),x) est un morphisme d’algebres.

Preuve : 1. On pose A%(a) =Y a1 ®...® ag. En utilisant la coassociativité de A, on montre :

[(f1® f2) * (91 ® g2)] % (h1 @ ha)(Aa(a)) = Y filar)gi(as)hi(as) ® fa(az)gz(as)ha(ag)
= (f1®f2) *[(91 ® g2) * (h1 @ h2)](Aa(a)).

De plus,

(Leay @ Legay) * (1 @ f2)(A(@) = > elar) filas) @ e(az) fa(as)

= ) e(an) file(az)as) ® fa(as)
= (e®f1® fr)o(ld®e® I[d® Id)(A%(a))
(s®f1®f2)0(ld®e®ld®ld) o (Id® Ap ® Id)(A%(a))
(® f1 ® f2) o (A%(a))
(fi® f2)o(e®@Id)o (A ®Id)(Aa(a))

= (f1® f2)(Aa)).
On montre de méme (f1 ® f2) * (1z(4) ® 1a)) = f1 ® fo

Supposons A cocommutative. Alors pour tout @ € A, en notant 7 : AQ A — AR A la
volte :

a1 ®az®a; ®ay (Id@ T ®Id)o (Id® Ay @ Id) o Ag(a)
= (Id® AT ®Id) o Ay(a)
(Id ® Ay @ Id) o Ag(a)
(Aa® Aa)(Ala))
= Za1®a2®a3®a4

par la coassociativité. Le résultat annoncé est alors immédiat.

2. On pose AL(f)=>.f1® fo et Ar(g) =>_ g1 ® g2 (ces somme peuvent étre infinies).

AL(fxg)(Aaa)) = Aa(f*g(a))
= Aa(f(a)g(a"))
= Au(f

(a")Aa(g(a"))
— Z(fl(al) ® fa(a2))(g1(a3) ® g2(as))

— Zfl a1)gi(az) ® fa(az)ga(as)
= (AL(f)*AL(9))(Aa(a)). O

A ® A étant graduée, on peut également munir A ® A d’une topologie. Munissons alors
L(Im(A4),A® A) de la topologie de la convergence simple. Supposons que f, — f dans
L(A). Comme A4 est homogene, il est continu et donc pour tout a € A, Ar(fn)(Aa)) =
Aa(fn(a)) — Aa(f(a)) = AL(f)(Aa(a)) dans A ® A. Par suite, Ay, est continu.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante de maniere différente de [34] :

Proposition 36 Suposons A graduée, conneze et cocommutative. Soit T € L(A) défini par :

1
T — Z TL+1
Pour tout a € A, T(a) est primitif. De plus, a + M3 = T(a) + M3 pour tout a € M.
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Prewve : T est bien défini, car pa(l) = 0. On a T = In(1 + p) = In(/d). Comme Ap est
continu, Az(T) = In(Ar(Id)) = In(Id ® Id). D’aprés la proposition précédente, comme A est
cocommutative,

Id® Id = (Id®1.04)) * (1£4) @ Id) = (124) ® Id) * (Id @ 1£4)).
Par suite,
In(Id® Id) = In(lga) ®Id)+In(Id® 1z4))
= 1 ®In(ld) +In(Id) @ 1.4
AL(T) = 1 @T+T @14

Soit a € A. Remarquons que T'(1) = 0, donc T'(a) = T'(a — €(a)1) : on peut se ramener au cas
ol a € My. Posons alors As(a) =1®a+a®1+> d®ad’, d,a”" € My. On a:

Ap(T(a) = AT)(1®a+al+) d@ad)
= (e ®T+T®1a)(1®at+a®1+ Y d@d)
= 1®T(a)+T(a)®1,
car 1,4y s’annule sur M4. Donc T'(a) est primitif.

De plus, en posant A" 1(a) =S a1 ®.. ®an,lesaZ€MA,alorspA a)=>aj...an € M3
sin > 1. Donc T(a) + M? = pa(a) + M?> =a+ M2 O

Remarque : on peut donc définir :
T M R Prim(A)
" M3 [Prim(A), Prim(A)]
a+M? — T(a)+ [Prim(A), Prim(A)].

Alors T est I'inverse de 4.

Démontrons maintenant la forme duale de la proposition précédente :

Corollaire 37 Supposons A algébre de Hopf graduée, conneze et commutative. Soit T € L(A)
défini par :
T - z:

Pour tout a € A, tel que a+ M3 € P(A), (a) est primitif. De plus, pour tout a € A, a+ M3 =
T(a) + M5.
Preuve : on pose B = A*; B est cocommutative. De plus, ng = pp et donc T™Y est ’application
Tp décrite dans la proposition précédente. On veut montrer que T'( ' (P(A))) C Prim(A). Il
est équivalent de montrer que Prim(A)* = 1@ M3 C [T(n;'(P(A)))]*. De plus :
[T(x, (P = Ty (P(A)]Y)

= Ty'(r{ (P(A)Y))

= Tg ([Prim(B), Prim(B)]),
car 7 est l'injection canonique de Prim(B) dans B et P(A)* = Ker(da)t = Im([,]p). Or
Tg(1) = 0 et d’apres la proposition précédente, Tg(M3) C MEZNPrim(B) = [Prim(B), Prim(B)]
d’apres le corollaire 29. On a donc bien 1 & M2 C Tz ([Prim(B), Prim(B)]). O

Remarque : on peut donc définir :
T:P(A) — Prim(A)
a+ M2 T(a).

Alors T est I'inverse de 4.
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Chapitre 2

Modules et comodules d’une algebre
de Hopf graduée

Introduction

Nous considérons dans cette section une cogebre graduée C et son dual gradué A. Dans le
premier paragraphe, nous analysons les liens entre les C-comodules et les A-modules. Si C est
un C-comodule, alors C* est un A-module. Cependant, & la différence du cas ol C et A sont de
dimension finie, le dual d’un A-module n’est pas toujours muni d’une structure de C-comodule.
Néanmoins, on peut définir un foncteur contravariant (*9) :4 M —C M, tel que (C*)*9 soit
isomorphe a C pour tout C-comodule de dimension finie. Nous utilisons ces résultats ainsi que
le théoreme d’Engel pour démontrer que tout comodule de dimension finie sur une algebre de
Hopf graduée, connexe et commutative admet un drapeau complet de sous-comodules (théoreme
46). Nous démontrons également ce résultat pour une cogebre graduée et connexe quelconque de
maniere différente, en utilisant certains comodules injectifs, et nous I’étendons au cas des bico-
modules (deuxiéme paragraphe). Ce dernier résultat sera utilisé dans le chapitre 4, paragraphe 3.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons quelques résultats sur les comodules de dimension
finie d’une cogebre graduée et connexe C. En particulier, nous définissons le type d’un comodule,
et nous munissons I’ensemble des C-comodules de dimension n+ 1 de deux topologies. Toutes ces
notions seront utilisées dans le chapitre 5. Enfin, le dernier paragraphe est consacré au rappel
de la définition de la cohomologie de Hochschild d’une cogebre C a valeur dans un bicomodule
B (voir [9]).

2.1 Dualité modules-comodules

Dans toute cette section, C désigne une cogebre graduée en dimension finie. On note A son
dual gradué, muni de la structure d’algebre induite par la structure de cogebre de C.

2.1.1 Dual d’un C-comodule

Proposition 38 Soit C un C-comodule ; alors C* est muni d’une structure de A-module donnée
par :
Vie C*, Vae A, VeeC, al(c) = (a®1)(Ac(c)).

Preuve : immédiat. O

La proposition suivante est une adaptation d’une proposition classique lorsque C est de
dimension finie (voir [1, 20, 32]) :
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Proposition 39 Soient C; C Cy deux C-comodules.

*
1. L’injection canonique <C’2> — C5 est un morphisme injectif de A-modules.
1

*

2. Cf ={f € C3/ f(C1) = (0)} est un sous-module de C3, et les A-modules C; et gi sont

1

isomorphes.

Preuve :

. . Co s S .
1. On note 7 la surjection canonique de Co sur o On considere alors I'injection canonique :
1

Soient a € A, l € <gj>*, x € Cs.
a.i(l)(z) = (a®@lom)(Ac,(x))
= (a®@l)o(Id®m)oAg,(z)
= (a® l)(A%(W(fC)))
= a.l(m(x))
= i(a.l)(z).

(On a utilisé le fait que 7 soit un morphisme de comodules pour la troisieme égalité).
Donc ¢ est un morphisme de A-modules.

2. On considere 'application suivante :

0:C5 — Cf

Montrons que 6 est un morphisme de A-modules : soient [ € C5, a € A, x € (.

O(al)(z) = a.l(z)
= (a®)(Acy(2))
= (a®)(Ac (v))
= (a®0(1)(Ac, (x))
= a.0(l)(x).

Donc 6 est un morphisme de A-modules. Il est surjectif, et son noyau est ClL, d’ou le résultat.
O

a®l
a®l

2.1.2 Dual d’un A-module
Soit M un A-module. On définit :
M ={feM*/3Inge N, n>ny— f(A,.M)=(0)}.

Proposition 40 Soit M un A-module. Alors M™*9 est muni d’une structure de C-comodule
donnée par :
Vfe M Yaec A Ym € M, Ay (f)(a®@m) = f(a.m).

De plus, M*9 est le plus grand sous-espace de M* vérifiant cette propriété.
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Preuve : notons mys : A® M — M le produit de M. On a alors m},; : M* — (A® M)*. On
considere 'application suivante :

j:CoOM* — (A® M)*
{A@M — K

cof a®m — cla)f(m).

Il s’agit de montrer que mj,;(M*9) C j(C ® M*9). Montrons d’abord :
jCoaMI)={Fe(AM)"/IngeN,n>ny—= F(AQ A, M)=F(A, @ M) =(0)}.

C :soit c € C, f € M*. Soit ng € N, tel que ng > poids(c), et tel que si n > ng, alors
f(A,.M) = (0). Soit n > ng. On a alors :

Gle@ (A AM) = c(A)f(A..M) = (0),
(@ ) (An@ M) = c(An)f(M) = (0).

D : soit F' dans le second membre. Pour tout a € A, définissons F, € M* par F,(m) =
Fla®m). Sia € Ay, n > ng, alors Fo(M) C F(A, ® M) = (0), donc Fy est nulle. De plus,
F,(A, M) C F(A® A,.M) = (0) si n > ng, donc F, € M*9 pour tout a.

Soit (a;)ier une base de Ay @ ... dH Ay, et soit (¢;)ier la base duale de Co @ ... & Cy,,. Alors
X=) ci®F, €C®MY, et j(X)=F.

1
Montrons que m},;(M*9) C j(C ® M*9). Soit f € M*9. Soit n > ng.

Wi (F)(A® Ay M) = f(AA,.M)
(

myr (A, @ M)

I
=
PN
3

5

= (0).
Donc M™*9 est un C-comodule dont le coproduit est donné par :
Aprea = j~1 o (miy) aeo-

Soit V' un sous-espace de M*, tel que mj,;(V) C j(C® V). Soit f € V. Il existe ng € N, tel que
mi(f) € 5((Co® ... B Cpy) @ V). Soit n > ny.

(A M) S miy (f)(An ® M)

C j(Ch®...8Ch) @ V)(A,® M)
C (Co®...8Chy, An)(V, M)
C (0).

Donc f € M*, et donc V C M*9. O

Lemme 41 Soient My, My deuxr A-modules, et ¢ : My — Ms un morphisme de A-modules.
Alors ¢*(M?) C MY, et ¢* : My? — M7 est un morphisme de C-comodules.

Preuve : soit f € My?. 1l existe ng € N, tel que si n > ng, f(A,.Ma) = (0). Soit n > ng.
¢*(f)(An-M;) f(o(An.My))

f(-An-M2)

(0),

N 1N



donc ¢*(f) € M;”.
Soient a € A, m € M;.

Ao (6" (P)a@m) = ¢"(f)(am)
F(é(am))

— f(a.d(m))

= Aye(a® é(m))

— (Id®¢") 0 Ay (f)(a@m),

donc ¢* est un morphisme de C-comodules. O

Remarque : on peut donc définir un foncteur contravariant (*9) de la catégorie des .A-modules
dans la catégorie des C-comodules.

Les résultats classiques de dualité lorsque C est de dimension finie se généralisent de la
maniére suivante :

Proposition 42 Soient My C My deuxr A-modules.

My\™
1. L’ingection canonique (A;) — M3 est un morphisme injectif de C-comodules.
1

*g

M
2. Mi- = {f € M)?/ f(My) = (0)} est un sous-comodule de M’ et le C-comodule MQJ-

1

.. *
s’injecte dans M.

Preuve :

Mo
1. On note 7 la surjection canonique de My sur U C’est un morphisme de C-comodules.
1
On considere alors I'injection canonique :

. [ Ma\" N
7 (]\4,1> e M2

| — i(l):{M2 — kK

x — Il(m(x)).

My
My

2. On considere 'application suivante :

*g
D’apres le lemme, ¢ (( ) ) C M;?, ce qui démontre le premier point.
0:M; — M

l — l\M1

On a immédiatement [(M;Y) C M;?. Montrons que 6 est un morphisme de C-comodules : soient
le My9, ac A,z e M.
({d@0)oAypa(l)(a@z) = Appo(l)(a® )
= I(a.x)
= I, (a.)
= AMl*g(Q(l))(a@):n).

Donc 6 est un morphisme de C-comodules. Son noyau est MlL, d’ou le résultat. O
5 , . . . M;g *g . .
Remarque : 6 n’est pas nécessairement surjectif, et 2 et M ne sont pas toujours iso-
1

morphes.
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2.1.3 Bidualité

Le résultat suivant est classique lorsque C est de dimension finie :

Proposition 43 Soit C' un C-comodule; on note i : C — C** linjection canonique. Alors
i(C) C (C*)*9, et i est un morphisme de comodules. Si C' est de dimension finie, alors i est un
isomorphisme.

Preuve : soit « € C, montrons que i(z) € (C*)*9, c’est-a-dire qu'il existe ng, tel que si n > ny,
i(x)(A,.C*) = (0). Soit ng tel que Ag(z) € (Co®...DCpy) @C. Sin>ng:
i(x)(An.C") A,.C*(x)
(An ® C*)Ac(x)
(A, Co® ... Cpy)(C™,C)
(0)-
Montrons que i est un morphisme de comodules : soit z € C, a € A, f € C*. Posons A¢(z) =
e

N 1N

Ay (i(2) (@@ f) = i(x)(a.f)

I
S
g
~—
8
N~—

—~
~

(Id®1i) o Ac(z)(a® f) )
= (¢, a)f(2")
= (a® f)(Ac(x)). O

Remarque : ceci prouve que le foncteur (*9)o(*) : €' — (C*)*9 de la catégorie des C-comodule
de dimension finie dans elle-méme est naturellement équivalent au foncteur identité. Cependant,

le foncteur (*) o (*9) : M — (M™*9)* de la catégorie des A-modules de dimension finie dans
elle-méme ne vérifie pas la méme propriété, comme I’indique la proposition suivante :

Proposition 44 Soit M un A-module ; on considére ’application suivante :
i:M — (MY)*

MY — K
v I — ).

Alors i est un morphisme de modules de noyau ﬂ Asp M, ot A>p = Ap @ Apy1 @ ... 1l est

neN
surjectif si M est de dimension finie.

Preuve :soient x € M, f € M*9, a € A. Posons Ay« (f) = f' @ f".
a.i(z)(f) = (a®i(x))(Am=s(f))
)

- ( ) (1’ )
i(a.x)(f) = flax)
= fla)f"(2).

Donc ¢ est un morphisme de modules.

Ker(i) € (Asp.M : soit x € Ker(i). Pour tout f € M*9, i(z)(l) = l(xz) = 0 : donc x est
dans l'intersection des noyaux des éléments de M*9, qui est () A>,.M par définition de M*9.

N A>n.M C Ker(i) : soit € () As,.M. Par définition de M*Y, f(z) = i(z)(f) = 0 pour
tout f € M*. Donc i(z) =0. O

Corollaire 45 Si M est un A-module de dimension finie, alors (M*9)* et —————— sont iso-
N Asn.M

morphes.
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2.1.4 Un exemple d’application

Théoréme 46 Soit 'H une algébre de Hopf graduée, connexe et commutative. Soit C' un H-
comodule de dimension finie n. Alors C admet un drapeau complet de sous-comodules, c’est-a-
dire :

0)cCciC...cC,=0C,

C; étant de dimension 1.

Preuve : il suffit de trouver un sous-comodule de dimension n — 1. Comme H*J est graduée,
connexe et cocommutative, il s’agit de ’algebre enveloppante de 1'algebre de Lie de ses éléments
primitifs, qu'on note £ (théoréme 17). On considere le H*9-module C*. Il s’agit d’un £-module.
Montrons la propriété suivante :

dng € N, n > ny — (H"),,.C* = (0). (2.1)

Comme C' est de dimension finie, il existe ng € N, tel que Ac(C) C (Ho @ ... ® Hy,) ® C. Soit
n > ng. Soient z € C, f € C*, a € H;’.

a.f(x) = (a® f)(Ac(z))

C K Ho®...® Hno)(C*’ C)
< (0),
d’ou (2.1).
Par suite, en notant L, = L,41®. .., 0n a Ls,,.C* = (0). Donc C* est un Lf -module. De
70
plus, pour tout élément [ € £, ["T € H,, 11 @ ..., donc tout élément de z f agit de maniere
70

L

nilpotente sur C*. Comme est une algebre de Lie nilpotente de dimension finie, C* admet

>n

un sous-module C’ de dimension 1 par le théoréme d’Engel (voir [15]).

Par la propriété (2.1), C" = (%)*g = (%)* et donc C” est un H-comodule de dimension
n — 1. D’apres la proposition 42-1, C” s’injecte dans (C*)*9, lui-méme isomorphe & C' (proposi-
tion 43). Donc C' possede un sous-comodule de dimension n — 1. O

Remarque : on montrera dans la section suivante que ce théoreéme reste vrai si H est seulement
une cogebre graduée connexe (voir le corollaire 53).

2.2 Théoreme de structure des comodules

Dans cette section, C désigne une cogebre graduée en dimension finie, non nécessairement
connexe. Les C-comodules a gauche seront simplement appelés comodules ou C-comodules. Le
dual gradué de C muni de sa structure d’algebre induite par la structure de cogebre de C sera
noté A.

2.2.1 Comodules injectifs

Nous voulons trouver des C-comodules jouant un réle semblable a celui des modules libres
@ic1 A dans la catégorie 4 M. On remarque que si I est un ensemble infini et que C n’est pas
de dimension finie, alors [[;.; C n’est pas un C-comodule et @, ;C n’est pas nécessairement
injectif. On considere alors, pour tout I un ensemble non vide :

HC = {(xi)z‘el € HC / 3ng €N, Vi € I, poids(z;) < no} )

el il
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Proposition 47 Pour tout ensemble non vide I, [],c;C est muni d’une structure de comodule
telle que pour tout j € I, les applications suivantes soient des morphismes de comodules :

aj:C — [l C et fBjilliesC — €

r — (xéi,j)ieb (ZE,L')Z'G[ — I‘j.

Preuve : on note C<,, = {x € C / poids(xz) < n}, de sorte que :

[Te- U (Ies)

el neN \iel

Soit n € N. On considere ’application suivante :

O, : an & (H C§n> —_— H(an (%9 an)

i€l i€l

.’L'(l) R ($§2))i61 N (.%'(1) ® $§2))i61-

©,, est évidemment injective; montrons qu’elle est surjective. Soit (er)r<ny une base de C<y,.
Tout élément y de [[(C<y, ® C<y,) peut s’écrire :

Yy = Z )\Ek’l)ek R e , )\Z(-k’l) € K.
kl<N icl
On a alors :

y=0n > e ()] A e

k<N I<N icl

Soit alors (x;)ier € [[C. Choisissons n, tel que (z;)icr € [[C<n. Pour tout i € I, A(x;) €
C<n ® C<p. On pose alors :

A((zi)ier) = 6, (A(z:))ier) €C® <HC) :
el
La commutativité du diagramme suivant montre que A((x;);cr) ne dépend pas du choix de n :

C<n ® ([Tier C<n) S ie1(C<n ® C<n)

l !

an_'_m 2 (Hiel C§n+m) @n+m

- HieI(C§n+m ® CSn—f—m)
(les fleches verticales sont les injections canoniques).

Il est alors clair que A vérifie toutes les conditions voulues. O

*g
Remarque : on a immédiatement HC = <@ A) )
I I

Théoréme 48 1. Pour tout I non vide, [],.;C est un comodule injectif.

2. Soit B un C-comodule quelconque. Alors il existe un ensemble non vide I, tel que B soit
isomorphe a un sous-comodule de [];.;C.
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Preuve : montrons d’abord que le comodule C est injectif. Soient By C Bs deux comodules, et
¢ : By — C un morphisme de comodules. Montrons qu’il existe un morphisme de comodules
Y By — C, tel que ¢\, = ¢.

En transposant, on a alors un morphisme de A-modules surjectif 7 : B — B} et un
morphisme de modules ¢* : A C C* — Bj. Comme A est un module libre, il est projectif, et
donc il existe un morphisme de modules ¢ : A — B3, tel que ¢* = 1o ¢.

On a alors ¢* : (B3)* — A*. De plus, By s’injecte canoniquement dans (Bj)*? (proposi-
tion 43), et C = A™. On peut alors prendre ¢ = 90|*Bg'

Montrons que HZEIC est injectif. Soient B; C By deux comodules et ¢ : B| — ]_[ie[C un
morphisme de comodules. Comme C est injectif, pour tout ¢ € I, Il existe D . By — C, tel
que @Z)I(gl = (i 0 ¢. Soit b € By, et soit n € N tel que Ap,(z) € C<y, ® By. Pour tout i € I, on a :

AWDb) = (Id@v?)o A, D)
€ Id®ypD)(Cen @ By)

En appliquant /d®e aux deux membres, on obtient (%) (b) € C<,,, Vi € I. L’application suivante
est donc bien définie :

V:By — ]_[c

el
b — (w(i) (b))icr-

Cqmme les () sont des morphismes de comodules, 1 est un morphisme de comodules. Comme
¢\(ng = fBio¢,onap = ¢, et donc [[;c;C est injectif.

Soit B un comodule quelconque. On sait qu’il existe un ensemble non vide I, tel qu’on ait
une surjection 7 : @, ; A — B*. En dualisant, on a donc une injection 7* : B C (B*)*Y —

(@ie] A)*g = Hie[c' O

Remarque : dans la catégorie M des C-comodules & gauche sur C, toute famille (C;);er
admet un produit ; I’espace vectoriel sous-jacent de ce produit n’est pas en général le produit
des espaces vectoriels C;. En particulier, le produit de la famille (C);cr est le comodule [, C.
On a donc montré que C est un cogénérateur injectif de la catégorie M.

2.2.2 Structure des comodules

La composante homogene Cy de poids zéro de C est une sous-cogebre de C. Par suite, tout
Co-comodule est aussi un C-comodule. Plus précisément, un C-comodule B est un Cy-comodule
si, et seulement si, Ag(B) C Cy ® B.

Proposition 49 Soit B un C-comodule quelconque. Alors il existe B C By C ... C B, C ...
des sous-comodules de B tels que :

1. B=U,enBn;
2. By est un Cy-comodule ;

3. Vn € N, Bgzl est un Co-comodule.

Preuve : supposons d’abord B de la forme [[;.;C. On pose alors :

By =[] C<n-

i€l
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Comme A(C<y) € C<p ® C<y, ce sont des sous-comodules. On a immédiatement le premier et le

deuxieéme point. De plus, comme A(C<p+1) € Co @ C<pt1 +C @ Cxp, Cé"“ est un Cy-comodule,

Bn+1
By

et donc est un Cy-comodule.
Cas général : soit B’ de la forme précédente, tel que B s’identifie & un sous-comodule de
B’. On pose B,, = BN Bj,. Le premier point est alors vérifié. By est un sous-comodule de By,

Bpy1 _ BhpiNB
B, ~ B.0B

. .. B!
donc c’est un Cy comodule. De méme, s'injecte dans —5+, et donc c’est un
n

Co-comodule. O

Corollaire 50 Soit B un C-comodule quelconque.

1. On pose B = {b e B / Ap(b) € Cy ® B}. Alors B est un sous-comodule de B, non
nul st B est non nul.

2. On définit BY par récurrence de la maniére suivante :
((1) B(z) C B(i-i—l) :

(i+1) (0)
(b) BBu) :(%> ‘

Alors B = U B™,
neN

Preuve : montrons d’abord que B(?) est un sous—comodule de B. Soit b € B(). Posons Ag(b) =
Yok T @, les x) € Co, linéairement indépendants, les 27, € B. On a alors :

ka@)AB ZA )@} € CH®Co® B.

Les ) étant linéairement indépendants, pour tout k, Ag(z}) € Co ® B, donc z} € BO) .
Ap(B©) C ¢ ® BO). Par suite, (B™),cy est une suite croissante de sous-comodules.

Soit (Bp)nen une seconde suite croissante de sous-comodules, obtenue par la proposition
précédente. Si B est non nul, quitte a supprimer les premiers termes, on peut supposer que
By # (0). Montrons par récurrence sur n que B, C B™  ce qui prouvera que B # (0)
si B # (0), et que |JB™ = B. Si n = 0, comme By est un Co-comodule, By € B® par
définition de B, Supposons B,_1 C B(™=1)_ On a alors un morphisme canonique de como-

dules : BB"I — Comme BB"l est un Cp-comodule, son image est également un Cp-
n— n—

B
B(nfl) .
comodule, donc est incluse dans %. On en déduit immédiatement que B, C B, O

Remarque : on a un résultat analogue pour les C-comodules a droite.

Lemme 51 Soient By et By deux C-comodules, et soit ¢ : By — Ba un morphisme de como-
dules. Alors pour tout i € N, qﬁ( ) - C’QZ).

Preuve : récurrence sur ¢. Pour 1 =0 : soit b € B%O), alors Ap, (b) € Cy ® By, donc :
Ap,(¢(b)) = (Id® ¢)(Ap, (b)) € Co ® B,

donc ¢(b) € Béo). Supposons le résultat vrai au rang i. Alors ¢ passe au quotient : on a un
morphisme de comodules ¢ : % — %. On a alors :
1 2

_(BE\ (B \" B\ B
o\ —wm | =¢ @ S\=o) = Qo
Bl Bl B2 BQ

d'oit ¢( (i+1) ) c Bg’ﬂ)' 0
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Remarque : pour tout i € N, on a donc un foncteur () de la catégorie des C-comodules dans
elle-méme.

Supposons maintenant C connexe, c’est-a-dire que Cj est de dimension 1. Alors C contient
un unique élément de type groupe noté 1. Il est homogene de degré 0. Les Cy-comodules sont
alors les comodules triviaux, c’est-a-dire vérifiant A¢(z) = 1 ® z, Vo € C. Le résultat précédent
prend alors la forme suivante :

Proposition 52 Soit B un C-comodule quelconque.

1. On pose BO = {bec B/ Ap(b) =1®b}. Alors BO) est un sous-comodule de B, non nul
st B est non nul.

2. On déﬁm’t B par récurrence de la maniére suivante :
(a) B® C B+ ;

() P = (BBw)(O)'

(
Alors B = U B™),
neN

Remarque : par suite, le seul C-comodule simple est le comodule trivial de dimension 1. Alors
BO) est le socle de B, c’est-a-dire le plus grand sous-comodule semi-simple de B et BU+1) egt

I'image réciproque dans B du socle de B(2>'

Corollaire 53 Soit B un C-comodule de dimension finie. Alors B admet un drapeau complet
de sous-comodules, c’est-a-dire : il existe des sous-comodules By C By C ... C B, = B, tels que
B; soit de dimension 1.

Preuve : on complete la suite de sous-comodules BO c...CB (k) = B en un drapeau de sous-

espaces By C ... C B, = B. Montrons que B; est un sous-comodule. Il existe j € {0,...,k}, tel
que BU=D C B; € BY, avec la convention B(~1) = (0). 1l suffit de montrer que % est un
sous-comodule de %. Ce dernier étant trivial, tous ses sous-espaces sont des sous-comodules.

a

2.2.3 Structure des bicomodules

Soit (B, Ag,Ap) un C-bicomodule, c’est-a-dire :
1. Bg = (B,Aq) est un C-comodule & gauche;
2. Bp = (B, Ap) est un C-comodule & droite;

3. (Ag®Id)oAp =(Id® Ap) o Ag.

Proposition 54 Soit B un C-bicomodule. Pour tout i € N, Bg) est un sous-bicomodule de B.
Pour tout j € N, Bg) est un sous-bicomodule de B. De plus, pour tous i,j € N :

B = B =By nBY.
Preuve : montrons par récurrence sur ¢ que Bg) est un sous-bicomodule de B. On sait déja
qu’il s’agit d’un sous-comodule & gauche. Soit = € Bg)). On pose Ag(z) = >, ac’ak ® x/é:,k’ les
zy, € Co et Ap(x) =), 2, @', les 2}, , € C, linéairement indépendants.

(Ag®Id)oAp(z) = Z Ac(zp;) @ 2,

l
= (Id® Ap) o Ag(z)

= Zl‘/97k & AD(SU/éJg) eCheB&C.
k
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Les 27, ; étant linéairement indépendants, on a Ag(z, ;) € Co® B et donc AD(B(O)) - B(O) ®C.

(0)
Supposons que Bg) soit un sous-bicomodule. Alors ﬁ est un bicomodule et donc <BLZ)> =
G G

G
(1+1)

(1 est un sous-bicomodule, d’apres ce qui précede. Donc B,

)

B. La preuve est analogue pour les Bg .
(Bg))g) - Bg) N Bg) : récurrence sur j. La définition de BI(:())) implique directement le

résultat pour 7 = 0. Supposons 'inclusion vraie au rang j — 1. On a un morphisme canonique
(L))(J)
B

(B 7-))(] 1) B(J'*U'

(i+1) est un sous-bicomodule de

de bicomodules :

Le bicomodule de départ étant un Cyp-comodule a droite,

) . .
son image ’est également et donc est inclus dans BB . On en déduit que (B( ))(J ) C Bg), d’ou
D
le résultat.

Bg) N Bg) C (Bg))g) : récurrence sur j. Remarquons que Bg) N Bg)) ={be Bg) / Ap(b) €

B ®Cy} = {b € B(i) / Ap(b) € B(i) ® Cp}, car Bg) est un sous-bicomodule. Donc B(i) N

([())) (B(Z))(O) Supposons l'inclusion vraie au rang j — 1. On a une inclusion de bicomodules

B(')OB(J) B(]) B(l) B(J)
Py — Ao W est un Cp- comodule a droite. Par suite, I'image du
e o o AP B (1)y(2)
B;/NBY ; B
o —— oo est incluse dans (Be; )p
BSnBY BHY

)

d’ou

morphisme canonique de comodules (B(g)ﬁ’
G /D
I'inclusion recherchée.

On démontre de maniere analogue que (Bg))g) = Bg) N Bg). O

Proposition 55 Soit B un C-bicomodule quelconque. Alors il existe B C B1 C...C B, C...
des sous-bicomodules de B tels que :

_Z. B == U?’LEN BTL ;
2. By est un Cy-bicomodule ;

3. Vn € N, anl est un Cy-bicomodule.

Preuve : on prend B,, = Z (Bg))g). D’apres la proposition 54, (B(l))(j) = Bg) N Bg) est un
(2 =n
sous-bicomodule. On en (;_é]duit immédiatement que (Bj)nen est une suite croissante de sous-
bicomodules. Soit b € B; il existe ¢ € N, tel que b € Bg) et donc il existe 5 € N, tel que
x € (B BY ))%), ce qui prouve le premier point.
Montrons que By est un Cy-bicomodule : By = Bg) ) ﬂBg)) - Bg) ), donc c¢’est un Cp-comodule
a gauche. On montre de méme que c¢’est un comodule a droite.
Montrons que BB est un Cp-comodule a gauche : comme B, (i-1) ﬂB(Dj) CB,sii+j=n+1,
1>1,0n aun morphlsme surjectif de comodules :
ntl ONO;
BEE 0 @ by — Tt
i=1 D /G

Les bicomodules apparaissant a gauche étant des Cy-comodules a gauche, Bgf est un Co-
comodule a gauche. On montre de méme que c’est un Cp-comodule a droite. O

Corollaire 56 Soit B un C-bicomodule quelconque.

1. On pose B = {be B / Ag(b) € Co ® B, Ap(b) € B®Cy}. Alors BO) est un sous-
bicomodule de B, non nul si B est non nul.

2. On définit BY par récurrence de la maniére suivante :

(a) B C Bli+1) ;
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i (0)
) B = (25)"
Alors B = U B

neN

Preuve : analogue au cas des comodules. O

Supposons maintenant C connexe. Le résultat précédent prend la forme suivante :

Proposition 57 Soit B un C-bicomodule quelconque.

1. Onpose BO ={bec B /Ag(b) = 1®b, Ap(b) = b21}. Alors B est un sous-bicomodule
de B, non nul si B est non nul.

2. On déﬁm’t BY par récurrence de la maniére suivante :
(a) BO C Bi+D) .

(b) % _ ( BZ>>(0)'

(
Alors B = U B™),
neN

Corollaire 58 Soit B un C-bicomodule de dimension finie. Alors B admet un drapeau complet
de sous-bicomodules, c’est-a-dire : il existe des sous-bicomodules By C B C ... C B, = B, tels
que B; soit de dimension 1.

Preuve : analogue au cas des comodules. O

2.3 Comodules de dimension finie

2.3.1 Préliminaires

Soit C une cogebre quelconque. Soit C' un espace de dimension n + 1, muni d’une base
(€0, ..., en) fixée. Pour toute matrice Q@ = (Qj j)o<ij<n & coefficients dans C, on définit Ag :

C—C®C par:
67,) = ZQi,j ®€j-
=0

On note Q,,11(C) I'ensemble des matrices @ telles que (C, Ag) soit un C-comodule.

Lemme 59 Soit Q € M;41(C). Alors Q € Q,11(C) si, et seulement si, les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

1. Vi, j€{0,...,n}, e(Qij) =46 ’,j ;

2. i, j €{0,...,n}, AQi,) ZQm®Qm

k=0

Preuve : axiome de la counité :

3

(E & Id) @) AQ(ei) = E(Qm)ej
=0

Donc 'axiome de la counité est vérifié si, et seulement si, la condition 1 est vérifiée.
Coassociativité :

(Id® Ag) o Ag(e;) = Z QRij ® Qjk ® ey,
J

(A@Id)oAg(e) = > AQix)® ek
k
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Donc (C, Ag) vérifie 'axiome de coassociativité si, et seulement si, la condition 2 est vérifiée. O

GL11(K) agit sur M, 41(C) de la maniere suivante : pour g € GL,11(K), Q € M, 11(C),

9-Q =9Qg .
Lemme 60 1. GLy41(K) laisse Qn11(C) stable.

2. Soient Q, Q" € Qn41(C). Alors (C,Aq) et (C,Ag) sont isomorphes si, et seulement si, il
existe g € GLp+1(C) tel que Q = ¢.Q'.

Preuve :
1. Soit Q € Qy4+1(C), et soit g € GLy41(K). Posons g = (a; ), g~ = (bij), @ = ¢.Q. On a
alors :

e@ij) = | airQuiby
k.l
= Zai,k5k,lbl,j
Kl

= Z ai,kbr, j
k
= 0ij-
Donc la condition 1 du lemme 59 est vérifiée par Q.
A(Q;,j) = Zai,sz(Qk,l)bk,j
k,l

= Z @ik Qrm @ Qumibr,j

k,l,m
= Y airQrpbpg ® agmQumibr;

k,l,m,p,q

= Z Q’Ii,q ® Q:LJ"
q

(On a utilisé Z bp.qtqm = Opm Pour la troisieme égalité.)
q
Donc @’ vérifie la condition 2 du lemme 59.

2. Soit g = (as,j) € GLp+1(K). Soit ¢ : C — C défini par ¢(e;) = Zai,jej. Alors ¢ est une

J
bijection.

Ag(g(ei)) = Zaz‘,jAQ'(ej)
J
= Z ai,jQ;,k & e,
ik
(Id® ¢) o Ag(e;) = Z Qi ® ¢(ej)
J
= > Qijajr®er.
ik

Donc ¢ : (C,Aq) — (C, Ag) est un isomorphisme de comodules si, et seulement si, Qg = gQ'.
Le point 2 est alors immédiat. O
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Par suite, 'ensemble C),11(C) des (classes d’isomorphismes des) C-comodules de dimension
n + 1 est en bijection avec 'ensemble des orbites de Q,+1(C) sous I'action de GLy41(K).
Supposons maintenant que C soit une cogebre graduée connexe. On pose :

10 - 0

Q,110)=4Q € 2,11(C), Q= .
Qn-10 -+ - 0
Quo -+ o+ 1

Soit V' un comodule de dimension n + 1. D’apres la proposition 52, V admet un drapeau com-
plet de sous-comodules, le quotient de deux sous-comodules successifs étant trivial. En prenant
(ei)o<i<n une base adaptée au drapeau et en posant Ay (e;) = Zj Qi; ®ej, la matrice () obtenue
a la forme précédente. On a donc le résultat suivant :

Proposition 61 Si C est une cogébre graduée connexe, pour tout C-comodule V' de dimension
n+1, il exviste Q € @, 1(C), tel que V soit isomorphe a (C,Aq).

2.3.2 Géométrie des variétés de comodules
On suppose que K = C.

Définition 62 Soit V un K-espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie). Soit O
une partie de V. On dira que O est un Z-ouvert si pour tout sous-espace de dimension finie
W de V, ONW est un ouvert de W pour la topologie de Zariski de W. On définit ainsi une
topologie sur V', induisant la topologie de Zariski sur tout sous-espace de dimension finie de V.

Soit O une partie de V. On dira que O est un U-ouvert si pour tout sous-espace de dimension
finie W de V., ON'W est un ouvert de W pour la topologie usuelle de W. On définit ainsi une
topologie sur V', induisant la topologie usuelle sur tout sous-espace de dimension finie de V.
Cette topologie est plus fine que la Z-topologie.

On munit ainsi M,,+1(C) de la Z-topologie et de la U-topologie. Le sous-ensemble Q,,11(C)
est un fermé pour ces deux topologies (car il est défini par des équations polynomiales, lemme
59). L’ensemble C),+1(C) des C-comodules de dimension n + 1 est alors muni des topologies
quotients, encore appelées Z-toplogie et U-topologie.

Dans le cas o1 C est graduée et connexe, Q, . ;(C) est également un fermé de M,,1(C) pour
les deux topologies. L’ensemble des C-comodules de dimension n+1 est alors muni des topologies
quotients, notées Z’-topologie et U’-topologie.

Proposition 63 Si C est une cogébre graduée connexe, la Z-topologie et la Z'-topologie sur
Cr11(C) sont égales, de méme que la U-topologie et la U'-topologie.

Preuve : le diagramme suivant commute :

Q,,1(C) —— 0,11(C)

ml lm

Cni1(€) == Cuta (C)
(¢ désigne 'injection canonique de Q, ,(C) dans Q,4+1(C)).

Montrons que Id : Cy41(C) — Ch41(C) est un homéomorphisme de la Z’-toplogie dans la
Z-topologie. Soit O un Z-ouvert de Cy,+1(C). Alors 7, 1 (O) est un Z-ouvert de Q,,11(C), et donc
7 H(0) N Q,,41(C) est un Z-ouvert de Q, ,(C); par suite, O' = T (7 H(O) N Q,11(C)) est un
Z'-ouvert. Montrons que O’ = O.

O’ C O : immédiat.
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O C O :soit x € O. Alors il existe Q € Q. ;(C), tel que m(Q) = z (lemme 61). De plus,
Qe mH(0)N Q,,41(C) ; par commutativité du diagramme précédent, 71(Q) = x et donc x € O'.

Par suite, Id : Cp+1(C) — Cp41(C) est continue. Montrons que c’est une application fermée.
Soit F' un Z'-fermé de C,41(C). Alors 7, *(F) est un Z-fermé de Q,.+1(C); comme Q (C) est
également un Z-fermé de Q"+1(C), 7 1(F) est un Z-fermé de Q,,(C). Par suite, mo(m1(F)) = F
est un Z-fermé de Cp41(C).

La preuve est analogue pour la U-topologie et la U’-topologie. O

Proposition 64 Supposons C cogébre graduée conneze; la matrice identité I, 1 appartient a
Qn+1(C) ; son orbite sous laction de GLy41(K) est réduite a {In4+1} et correspond au comodule
trivial de dimension n + 1. De plus, pour tout Q € Q,+1(C), In+1 appartient a l'adhérence de
lorbite de Q pour la U-topologie et la Z-topologie.

Preuve : il est immédiat que I4+1 € Q,41(C) et est seule dans son orbite. Soit Q € Q,11(C).
On peut se ramener & Q € Q;,;(C) (proposition 61). Soit g, = diag(p, ..., ") € GLny1(K)
(1 #0). On a alors :

(9u-@)ij = 0sij>i,
= 1sij=i,
= uiijQiJ‘ sii > 7.
Par suite, g,.QQ appartient a l'orbite de @) pour tout u # 0 et limo 9u-Q = I, 41 pour la U-
n—

topologie. Donc I,,+1 appartient a I’adhérence de l'orbite de @ pour la U-topologie. La Z-
topologie étant moins fine, c’est encore vrai pour la Z-topologie. O

Corollaire 65 Si C est graduée connexe, la seule orbite fermée de Q,11(C) sous l'action de
GLn+1 (K) est {In+1}.

Proposition 66 L’adhérence d’une orbite dans Qn11(C) sous laction de GLyp11(K) est une
réunion d’orbites pour la Z-topologie et la U-topologie.

Preuve : GLp4+1(K) agit de maniere polynémiale sur Q,,+1(C), donc par homéomorphisme pour
les deux topologies. Soit O une orbite, et soit € O. Soit g € GLy+1(K); alors g.z € g.0 =
g.O = O; donc l'orbite de x est incluse dans O. O

2.3.3 Type d’un comodule

On suppose que C est une cogebre graduée connexe.

Définition 67 On utilise les notations de la proposition 52. Soit C' un C-comodule de dimension
n + 1. On considere la suite de sous-comodules :

0)ccO¢g...ctbco®=c

On pose ¢g = dim(C©), ¢ = dim(@), 0 <i<k—1. Letype de C est (co,...,cr). On notera

Cl
Cleo,....cr) (C) T'ensemble des C-comodules de type (co, .-, ¢ck); Cie,....c0) (C) S Cept...ter, (C)-

Oy

Soit C' un C-comodule de dimension n + 1. Soient (e;), (f;) deux bases de C. On pose :
Acle) =Y Qi;® f.
J
La matrice (Q; ;) & coefficients dans C sera notée Q(C, (e;), (fi))-
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Proposition 68 Supposons Q(C,(e;), (fi)) de la forme suivante :

Qoo | 0 0
Qio | - 0

)

Ok |~ | Q-1 | Dk

)

ot les blocs diagonauz sont dans M, (K),..., M., (K) et les lignes des blocs sous-diagonauz
Qii—1, 1 <i <k, sont linéairement indépendantes ; alors C est de type (co,...,cx).

Preuve : comme Qg o € M, (K), on a immédiatement vect(eo, ..., ec—1) C c.

Soit = zpeg + ... + xpe, € CO. Alors Ag(z) = 1 ® z. Projetons ceci sur Ker(e) ®
vect(fegt.tcp g1+ > feotten_1—1)- L'indépendance linéaire des lignes du bloc Q x—1 implique
alors Zey+. 4¢,_, = ... = & = 0. De proche en proche, on obtient z € (ep,...,eq—1), et donc
cO) = vect(eg, ..., €co—1)-

On a de plus A(vect(ep, . .. eq—1)) C CRvect(fo, ..., feo—1)- En appliquant e ® Id, on obtient
immédiatement vect(ep, ..., eco—1) = vect(fo, ..., feg—1)-

On montre alors par une récurrence simple que c = vect(eg, - .., €cot..4c;—1) €t donc C
est de type (cg,...,cx). O

Proposition 69 Soient (e;), (fi) deux bases adaptées au drapeau :
0 cc®c.. . .ckbccoh=c
Alors la matrice Q(C, (&), (fi)) a la forme donnée dans la proposition 68.

Prewve : on a wvect(eq,...,ecpt. ci—1) = vect(fo,. ., feot.cim1) = C gous-comodule, d’out
la forme triangulaire par blocs de Q(C,(e;), (fi)). Comme % est trivial, les blocs diago-
naux sont nécessairement scalaires. Supposons les lignes L1, ..., L,, du bloc Q;;_1 liées : soient
Z1,...,Tm € K, non tous nuls, tels que x1L1+. ..+ 2m Ly = 0. Posons z = x1eco+.. 4e;, +-- -+

Tmeeot. t+ei—1- Alors z € C x ¢ Cl=1) et Ac(z) =1 Rr+C®C2 doncx € (09_2)(0) ; par

suite, r € C(=1 . contradiction. Donc les lignes du bloc Q; ;1 sont linéairement indépendantes.
Od

Proposition 70 Pour tout type (co,...,ck), Cie,...cr)(C) est une partie localement fermée de
Ceot...tep(C) Pour la Z-topologie et la U-topologie. En particulier, C(,41)(C) est fermée, et
C,..1)(C) est ouverte.

Preuve : on note Q¢ .. ,)(C) 'ensemble des matrices décrites dans la proposition 68. Il s’agit
d’un ouvert du sous-espace des matrices triangulaires par blocs de forme (cg, ..., ), donc une
partie localement fermée de Q,41(C). D’aprés la proposition 69, son image est exactement
Cleo,....cr)(C) qui est donc localement fermée. De plus, Q. 1)(C) est un ouvert de Q, . ,(C);
par la proposition 63, son image est un ouvert de Cy,+1(C). Enfin, Q(;,,4.1)(C) contient un unique
élément (la matrice I,41), donc est une partie fermée de Q,,+1(C) . O

Proposition 71 Soit C' un C-comodule de dimension n + 1.
1. C est de type (n+ 1) < C est trivial.

2. C estdetype (1,...,1) < Vie{l,...,n+ 1}, C posséde un unique
sous-comodule de dimension 1.
En particulier, si C est de type (1,...,1), C admet un unique drapeau complet de sous-comodules.
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Preuve : le premier point est immédiat.

2. < : on note C; 'unique sous-comodule de C de dimension i + 1. Soit z € C©), non nul.
Alors I'espace engendré par x est un sous-comodule de dimension 1 de C : par suite, z € Cy,
et donc C© C Cpy. Comme C© est non nul, on a égalité. Supposons que CU—1) = C;_;. Soit
ze C® — =1 Comme % est trivial, (z) + CU~Y = (z) + Cj_; est un sous-comodule de
dimension i de C. Par suite, il est égal & C;, et donc C) C C;. Comme C'®) contient strictement
CUY | dim(CW) > i—1 et donc C) = C;. On a donc dim(C¥) = i pour tout i, et donc C' est
de type (1,...,1).

= : soit ¢’ un sous-comodule de dimension 1 de C. Il est donc trivial, par suite ¢’/ C
C©). Comme C© est de dimension 1, on a égalité, et il n’y a qu’un seul sous-comodule de
C' de dimension 1. Supposons que C posseéde un unique sous-comodule de dimension ¢. C’est
nécessairement C~1). Soit C” un sous-comodule de C' de dimension i + 1. Il contient un sous-
comodule de dimension 4, donc C'=1) C C”. Leur quotient est trivial, car de dimension 1, donc
C"” C C. En comparant les dimensions, C” = C9). O

2.4 Cohomologie de Hochschild

2.4.1 Rappels dans le cas d’une algebre

Soit A une K-algebre, et soit M un bimodule sur A. On pose C,, = L(A®", M). Soit
by : Cp, — Cpyq définie par :

bn(f)((ll ®...Q an+1) = al.f(ag ®X...xQ an+1) + Z(—l)if(al ®...0a0;4+1 Q... & an+1)
=1

(@ © - an)ansn.
On obtient ainsi un complexe :

by
Co2u oy 2oy 2 i by

Les groupes de cohomologie du complexe ainsi obtenu sont notés H" (A, M).

2.4.2 Cas d’une cogebre
Soit C une cogebre, et soit (B, Ag,Ap) un C-bicomodule. On pose D,, = L(B,C®"). Soit

by, : Dy, — Dy définie par :
ba(L)(b) = (Id®L)(Aq(b) + Y (—1)'Au (L))
i=1
+(=1)"" (L @ Id)(Ap (b)),

ot Ay : C¥" — C®(+1) est défini par Ape1®...0cp) =c1®...0Alc) ®... ® cp.
On obtient alors un complexe :

b b b bn—
Do 2 Dy 2L py 2 2ip, by

Les groupes de cohomologie du complexe ainsi obtenu sont notés HJ'(C, B).

Soient o1, 09 deux endomorphismes de cogebres de C. On considére le bicomodule suivant :
comme espace vectoriel, B = C, et pour tout b € B :

Ag(b) = (o1 ®Id)o A(b),
Ap(b) = (Id®as)o Ab).
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On notera H}(C,o01,02) plutdt que H'(C, B). L’espace des n-cocycles sera noté Z'(C,o01,02).
En particulier,

ZNC,01,00) ={L:C—C/AoL=(01®L+L®acy)oA}.

Supposons maintenant que C est une algebre de Hopf. On peut alors prendre o1 = Id,
oy =noe. On notera Z)(C) plutdt que Z}(C,Id,noe). On a :

Zi(C)={L:C—C/AoL(c)=(Id® L)(A(c)) + L(c) ® 1, Ve € C}.
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Chapitre 3

Algebre H? p ¢ construction et
auto-dualité

Introduction

Dans [9, 22, 23, 24, 25], A. Connes et D. Kreimer introduisent des algebre de Hopf d’arbres
enracinés éventuellement décorés Hg, utilisées pour la renormalisation des diagrammes de Feyn-
man. Ces algebres de Hopf sont graduées, commutatives et non cocommutatives. Concernant
'algebre de Hopf Hp des arbres enracinés non décorés, Connes et Kreimer ont montré dans [9]
que le dual gradué de Hg est I'algebre enveloppante de ’algebre de Lie £ des arbres enracinés.
De plus, Hp est muni d'un opérateur BT qui est en fait un 1-cocycle de Hpg pour la cohomolo-
gie définie dans le chapitre précédent. Connes et Kreimer ont démontré que le couple (Hg, BT)
vérifie une propriété universelle dans la catégorie des algebres de Hopf commutative munies d’un
1-cocycle.

Dans ce chapitre, nous introduisons une nouvelle algebre de Hopf sur les arbres enracinés
plans éventuellement décorés Hg r- Nous détaillons la construction de ces algebres de Hopf dans
le premier paragraphe; nous montrons que Hpp possede également un l-cocycle BT et que
le couple (Hpr, B") vérifie une propriété universelle dans la catégorie des algébres de Hopf
(non nécessairement commutatives) munies d'un 1-cocycle (théoréme 76), ce qui généralise la
propriété universelle de (Hg, B'). Dans le deuxiéme paragraphe, nous étudions le dual gradué
de Hg r- Nous construisons un isomorphisme entre H? R et (Hg )9 a laide de la propriété
universelle ; on en déduit 'existence d’un couplage de Hopf (, ) symétrique et non dégénéré entre
Hg r et elle-méme. Nous montrons que la base duale des foréts est particulierement bien adaptée
au calcul du coproduit dans Hgy ; en particulier, elle permet de trouver une base (e;) de I’espace
des éléments primitifs de Hg’ r indexée par les arbres enracinés plans décorés. Dans le cas de
‘Hp,r, nous donnons une formule close pour les éléments de cette base correspondant aux arbres
sans ramifications, également appelés échelles (proposition 83). Dans le troisieme paragraphe,
nous montrons que la base duale des foréts est une Z-base de la sous Z-algebre de Hopf de Hg R
engendrée par les arbres enracinés plans décorés; nous utilisons pour cela une relation d’ordre
sur I’ensemble des foréts en ces arbres. Dans le paragraphe suivant, nous munissons 1’ensemble
des sommets d’une forét de deux relations d’ordre partielles; elles permettent de donner une
expression combinatoire du couplage (,) ainsi qu'une expression de I’antipode de HE’ R

Le dernier paragraphe explicite le lien entre Hg’ R (Hg Rr)ab €t Hg. Nous montrons que
HE est un quotient commutatif de HE (et donc un quotient de (HB )ap) et qu’il existe un

relevement d’algebre de Hopf de HE dans (HQR)ab (propositions 103 et 104). Par dualité,
I’algebre de Lie £; des arbres enracinés décorés se plonge dans 'algebre de Lie des éléments
primitifs de Hg r : nous explicitons cette injection (proposition 108). De plus, nous montrons
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que la surjection canonique de Hg R sur Hg permet de trouver tous les éléments primitifs de
Hg a partir des éléments primitifs de Hg p- Enfin, nous déterminons tous les éléments primitifs
de la sous-algebre Hjzqgers de Hg a l’aide des résultats du chapitre 2.

3.1 Construction et propriété universelle

K désigne un corps de caractéristique nulle.

3.1.1 Construction

Définition 72 Un arbre enraciné t est graphe fini orienté connexe et sans boucles ; on suppose
que 'un des sommets de ce graphe n’est 'arrivée d’aucune aréte ; ce sommet est appelé racine
de t. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas. Le poids de t est le nombre
de ses sommets. L’ensemble des arbres enracinés est noté 7r . Un arbre plan enraciné t est la
donnée d’'un arbre enraciné muni d’un plongement dans le plan. Le poids de t est le nombre de
ses sommets. L’ensemble des arbres plans enracinés est noté 7p g.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre enraciné décoré par D est un arbre enraciné ¢ muni
d’une application d; de ’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette
application est appelée décoration de s. L’ensemble des arbres enracinés décorés par D sera noté
7, RD . On définit de la méme maniere ’ensemble 7, 1%? r des arbres enracinés plans décorés par D.

Pour tout d € D, on notera o4 1’élément de TP? p formé d’un seul sommet décoré par d.

Ezxemples :

1. Arbres enracinés de poids inférieur ou égal a 5 :

vir by he v b vy b

2. Arbres plan enracinés de poids inférieur ou égal a 5 :

aviv b vhe v b v du vyl

Soit D un ensemble non vide, et soit ’Hg r l'algebre libre engendrée sur K par les éléments de
7, P? - Les monomes en les arbres plans enracinés de cette algebre sont appelés foréts planes enra-
cinées décorées; il sera souvent utile de considérer 1 comme la forét vide. L’ensemble des foréts
planes enracinées décorées est noté f]?,R' Le poids d’une forét F' = t;...t, est par définition
poids(ti) + ...+ poids(ty).

On va munir Hg p d'une structure d’algebre de Hopf. Soit ¢ € TIZ? r- Une coupe élémentaire
de t est une coupe sur une seule aréte de t. Une coupe admissible de t est une coupe non vide
telle que tout trajet d’un sommet de t vers un autre ne rencontre au plus qu’une seule coupe
élémentaire. L’ensemble des coupes admissibles de ¢ est noté Ad,(t). Une coupe admissible ¢
envoie ¢ vers un couple (P€(t), R°(t)) € fg R X T]Z,,)R, tel que R°(t) est la composante connexe
de la racine de t apres la coupe, et P¢(t) est la forét plane formée par les autres composantes
connexes, placées dans le méme ordre.

D’autre part, si ¢, est la coupe vide de ¢, on pose P®(t) = 1 et R (t) = t. On définit la
coupe totale de t comme une coupe ¢; telle P%(t) = t et R°(t) = 1. L’ensemble formé des
coupes admissibles de ¢, de la coupe vide et de la coupe totale de ¢ est noté Ad(t).

Soit maintenant F' € ]:JQ,R’ F # 1. 1l existe ty,...,t, € TER, tels que F' = t;...%t,. Une
coupe admissible de F' est un n-uplet (c1,...,c,) tel que ¢; € Ad(t;) pour tout i. Si toutes les ¢;
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sont vides (respectivement totales), ¢ est appelée la coupe vide de F' (respectivement la coupe
totale de F'). L’ensemble des coupes admissibles non vides et non totales de F' est noté Ad, (F).
L’ensemble de toutes les coupes admissibles de F' est noté Ad(F). Pour ¢ = (cy,...,¢n) € Ad(F),
on pose P¢(F) = P (t1)... P (t,) et R°(F) = R (t1)... R (ty).

On définit A : ’H?R — 'H}.?’R ®H2R par :

A(l) = 1®1,
A(F) = Y PY(F)®RY(F)
cEAd(F)
= 1@F+F@l+ » PU(F)®RY(F), powr FeFRp F#1. (3.1
c€Ad«(F)
c d c d c d c d
coupes admissibles : ><I€ Yg ><f§ \‘{Z
c d c d d c b & d c d
A(}{ )=\I{ ®1+ ?@}b + ?@{b +¢do ]+ '\/b'®.a+1®}{
a a
a a a

Fic. 3.1 — calcul d’un coproduit dans H?R, avec D = {a, b, c,d}.

Soit F'=1t1...t, € fg g+ On déduit immédiatement de la définition des coupes admissibles
de F que A(F) = A(t1)...A(ty), et donc A est un morphisme d’algebres.

HE,R — K
Soit € : 1 — 1
F — 0siFeFEy F#1.
Il est immédiat que € est une counité pbur A.

Pour montrer que (’Hg R M, 1, A, €) est une bigebre, il reste & montrer que A est coassociatif.
Pour cela, on introduit les opérateurs suivants : pour d € D, on pose B;r : .7-"12 r— 7, 1%? R tel
que Bd+(t1 ...ty) est arbre plan enraciné décoré obtenu en reliant les racines de t1, ..., t, (dans
cet ordre) a une racine commune décorée par d. En particulier, B;‘(l) = ¢4. On prolonge Bc'l|r en
un opérateur de Hg R

On définit également B~ : T]? R .7-'5 R» qui envoie un arbre enraciné plan décoré ¢ sur la
forét obtenue en otant la racine de t. On a B~ o B] (F) = F,VF € FF,, Vd € D.

Proposition 73 Vz € Hpp, A (Bj(z)) = Bj () ® 1+ (Id ® B}) o A(z).

Preuve : il suffit de le montrer pour F =t¢1...t, € ng.

Dans ce cas, on a une bijection a : Ad(F) — Ad(Bj (F)) — {coupe totale de B} (F)},
qui envoie la coupe ¢ de F sur la coupe a(c) de B (F) telle que P (B} (F)) = P*(F) et
R¥(BS(F)) = B} (P°(F)). Le résultat découle alors immédiatement de (3.1). O

Montrons que A est coassociatif.

11 suffit de montrer que (A ® Id) o A(F) = (Id® A) o A(F), VF € ng. Procédons par
récurrence sur poids(F'). Si poids(F) = 0, alors F' = 1, et le résultat est évident. Supposons la
propriété vraie pour toute forét de poids inférieur ou égal a n — 1, et soit F' une forét de poids
n. Deux cas se présentent :
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1. F ¢ TIER : alors il existe deux foréts non vides Fi et Fy telles que FF = F1F5. On a
poids(F1) < n et poids(F») < n, donc la propriété est vraie pour Fj et F, et comme A
est un morphisme d’algebres, elle est vraie pour F'.

2. Fe TP?R : alors il existe un unique d € D et une unique F; € ]:IQ,R’ = B;(Fl). De plus
poids(Fy) = poids(F') — 1, donc la propriété est vraie pour Fi. On a :
A(F) = A(BI(F))=F®1+ (Id® BJ)oA(F).
D’ou :
(Id®A)oA(F) = F1o1l+ (Id®(AoB]))oA(F)
= Felel+ (Id®]d®B+) (Id ® A) o A(Fy)
+((Id® Bf) o A(F)) ®
= Felel+ (Id®[d®B+) (A® Id) o A(Fy)
+((Id® Bf) o A(F)) ®
= Folol+ (A®B)) OA(Fl)
+((Id® Bf) o A(F)) ®1
= (A®Id)(F®1+ (Id® BJ)oA(F))
= (A®Id)oA(F).
(On a utilisé 'hypotheése de récurrence pour la troisieme égalité et la proposition 73 pour la
premiere, la deuxieéme, la cinquieme et la sixieme égalité.)

De plus, Hg’ r Possede un antipode d’apres la proposition 34.
Théoréme 74 (HER,m, n,A,e,S) est une algébre de Hopf.

On donnera dans le théoreme 91 une expression directe de I’antipode.

Remarques :

1. la propriété 73 montre que B:{ A (HIDD,R).

2. Si D et D’ ont le méme cardinal, il est évident que Hg R et HE:R sont isomorphes comme
algebres de Hopf.

3. On peut également effectuer cette construction a partir de 7p g, I’ensemble des arbres
enracinés plans (non décorés); l'algebre de Hopf obtenue est notée Hppr. Le calcul du
coproduit des foréts de poids inférieur a 4 dans cette algebre de Hopf est effectué dans la
section 7.1. Quand le cardinal de D est égal a 1, on a un isomorphisme d’algebres de Hopf
entre Hg r €t Hpr qui envoie 'arbre décoré (t,d;) sur t.

4. On a une présentation alternative des éléments de fg r sous forme de mots parenthésés
dont les lettres sont des éléments de D (voir par exemple [18]). Une bijection w entre .7-'2 R
et I'ensemble WP de ces mots est donnée par :

w(l) = 0,

w(eg) = (d)
w(By (F)) = (w(F)d),
Wit tn) = (w(t).. . w(tn)).

Par exemple, si D est réduit a un seul élément noté x :

w(.) = (z), w(..) = ((z)(x))
((@)z),  w(...) = ((z
1) = ((®)2)(z), wl) = ((=
V) = (@), wld) =
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Pour toute forét F' € ~7:113), R» On a une bijection entre I'ensemble som(F') de ses sommets et
Pensemble let(w(F)) des lettres de w(F') définie par récurrence sur le poids de la maniére
suivante :

Op+(r) - som(B (F)) — let((w(F)d))
racine de B} (F) — d (dernitre lettre de (w(F)d)),
(

s € som(F) — 0Op(s) € let(w(F));

Oy .1, 2 som(ty ... tn) — let((w(ty) ... w(ty)))
s € som(t;) — 0,(s) € let(w(t;)).

Exemple : pour t = U , ses sommets étant indexés de la maniere suivante :

1 3
L
5
Alors w(t) = ((((x)z)((z)x))z) ; la bijection 6; envoie le sommet i de ¢ sur la i-éme lettre
de w(t), les lettres de w(t) étant indexées de la gauche vers la droite.

3.1.2 Graduation

Il est clair que le poids définit une graduation de l'algebre de Hopf Hg r- De plus, si D
est fini, de cardinal D, les composantes homogeénes sont de dimension finie. On se propose de
calculer ces dimensions. On note H,, la composante homogene de poids n, et r, sa dimension.
Soit R(X) = > r, X" la série génératrice des ry,.

Soit 7 le nombre d’arbres plans enracinés de poids k. Le nombre d’arbres plans enracinés
décorés par D de poids k est DF7. On note T'(X) = 3. 7, X* la série génératrice des Ty.

Une base de H,, est (t1... tm)tl,...,tmeTg’R, poids(t1)+-..+poids(tm)=n" D’ou :

n

rn = Z Z Dovtetamp g,
m=1 aj+...tam=n
les a; tous non nuls
(b1 4+ ...+ b)) 4 b,
= D" Z BN T T
b1+2bs+...4+nby=n
(b; est le nombre de a; égal a i.)
On a donc :
+oo
b1+ ...+ by)!
e = 3% e en e D
n=0 by+2bst.4nbp=n L M
+oo /400 n
=y (Z Tk(DX)’f> :
n=0 \k=0
D’ou :
R(X) = —— (3.2)
- 1-T(DX) ‘

De plus, TER = Ugen B;‘(}"IQR) (union disjointe). On en déduit : D¥7, = Dry_1, et donc :

R(X) = ﬁT(DX). (3.3)
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Puis en combinant ces deux résultats, et en prenant la valeur particuliere D =1 :
T(X)?-T(X)+X =0. (3.4)
On en déduit immédiatement le théoreme suivant :

Théoréme 75 1.

T(X)= 5 ;
_ (2k—2)!
PRIk — 1)
2.
R(X) = 1—\/21D;(4DX ;
_ (@
™=+ 1)l

Voir la section 7.3 pour les valeurs de 73, k < 24.

Remarque : 1 est donc égal au k-ieme nombre de Catalan; on a donc la relation :

k—1

T = Y TiTh—; Yk >2. (3.5)
=1

On peut donner une preuve directe de ce résultat en considérant la bijection :

D D D
Tpr — TprxTpr

Bt (ty...ty) — (BY(t1...ta_1),tn).

3.1.3 Propriété universelle

Théoréeme 76 1. Soit A une bigebre, D un ensemble non vide, et Ly € Z}(A) pour tout
d € D. Alors il existe un unique morphisme de bigébres ¢ de Hng dans A vérifiant :

poBf =Lgoy,VdeD.

Si de plus A est une algébre de Hopf, alors ¢ est un morphisme d’algébres de Hopf.

2. Cette propriété caractérise ngR, c’est-a-dire : st H est une algebre de Hopf, b:{ € ZM(H)
vérifiant 1, alors il existe un isomorphisme d’algebres de Hopf W de HgR dans 'H tel que
YoBS =bloV,VdeD.

Preuve :
1. Unicité : on doit avoir ¢(1) = 1; de plus, pour tout ¢t € 7, P?R, dont la racine est décorée
par d :

p(t) =@ (B; o B~ (1)) = Lao (B~ (¢)). (3.6)

Comme poids(B~(t)) = poids(t) — 1, et comme Tg » engendre H]g R» une récurrence montre qu’il
existe au plus un morphisme d’algebres vérifiant (3.6).

Existence : TP?R engendre librement ’Hg Ry donc il existe un unique morphisme d’algebres
de Hg r dans A vérifiant (3.6). Il s’agit de montrer que c’est aussi un morphisme de cogebres.
Montrons que A4 (¢(t)) = ¢ ® ¢ (A(t)),Vt € TER.
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Procédons par récurrence sur poids(t) : si poids(t) = 1, alors il existe d € D, tel que t = o.

Alors Ay (¢(eq)) = Ax(Lgoe(l))
= Ax(La(1))
= Ly1) @141 Lg(1)
= @ p(A(eq)).

Supposons I’hypotheése vraie pour tout ¢’ de poids < n et soit ¢ de poids n. Soit d la décoration
de la racine de ¢ et soit F = B~ (t); alors t = B} (F). On a :

Aa(pt) = Aa(bgop(F))
= La(p(F)) @1+ (Id® Lg) o Aa(p(F))
= () @1+ (Id® Lg) o (¢ ® p) o A(F)
= (p¢) (t®1+(Id® By) o A(F))
= o®p(At)).

i N ¢walité,
(On a utilisé le fait que Lg soit un 1-cocycle pour la deuxiéme égalité, ’hypothese de récurrence
pour la troisieme égalité, 'équation (3.6) pour la troisieme et la quatrieme égalité, et le fait que
Bj soit un 1-cocycle pour la derniere égalité.)

Montrons que 4 o p(t) = e(t) =0, Vt € TEPL. 11 suffit de montrer que €4 0 Ly = 0, Vd € D.
Soit x € A. On pose Ag(z) => 2’ ®2". On a:

(ea ® Id) o Au(Lg(z)) = (ea® Id) (Ld(m)®1+ld®Ld(Zx’®m”)>
= ea(La(@)1+Id® Ly() ea(a’) @ 2”)

Donc eqo Ly =0.

Supposons que A a un antipode S 4. D’apres la proposition 32, ¢ est un morphisme d’algebres
de Hopf.

2. Soit ¥ : HD — H l'unique morphisme d’algebres de Hopf tel que W o Bc'l|r = bJr oW, et

soit ¥/ : H — ’H p.r 'unique morphisme d’algebres de Hopf vérifiant ¥’ o b+ B+ o \Il/ On a
alors :

V'oWoBl = WobioW
= BloWol.

Donc ¥’ o ¥ est I'unique morphisme d’algebres de Hopf de H]DD’ p dans Hg p commutant avec B:{
pour tout d : c’est donc l'identité de HD r- De méme, ¥o U’ est I'identité de H et donc ¥ et ¥’
sont des isomorphismes réciproques l’un de l'autre. O

3.2 Dual gradué de HgR

3.2.1 Construction de la forme bilinéaire ()

Dans toute cette section, on suppose D fini de cardinal D. Comme nous ’avons remarqué a
la fin de la partie 3.1.1 (remarque 2), on peut supposer que D = {1,..., D}.
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Lemme 77 Soitp = Z apF un élément primitif non nul de H]gR. Alors il existe F' € fER,
FeFE R
de la forme ti...t,_1eq, d € D, telle que ap soit non nul.
Preuve :soit FF=1t1...t, € ng telle que :
a) ar # 0,
b) si G =1t)...t, € ]:ER est telle que que ag # 0, alors m < n, et si n = m, poids(t],) >
poids(ty).

On note d la décoration de la racine de t,. Soit G = t|...t, € ]:JIDD,R‘ On suppose que
Ad(G) contient une coupe ¢ = (c1,...,cn) telle que RE(G) = t1...t,_104 et P(G) = B~ (ty).
Remarquons que nécessairement, m > n. Trois cas se présentent :

1. soit m > n : dans ce cas ag = 0;

2. soit m = n et 'une des ¢;, i < n, n’est pas vide : alors poids(t)) < poids(t,), et donc

ag =0;

3. soit m = n et toutes les ¢;, i < n, sont vides : alors G = F, et alors ¢ est unique.

On en déduit que dans la base (I} ® F2)p. F2h de Hg r® Hg > le coefficient dans I’écriture de
A(p) de B~ (t,) @t1...tp_104 est ap. Comme p est primitif, nécessairement B~ (t,) = 1, d’ou
F=t...ty_1e4.0

Soit d € D. On définit v, : HgR — HE , par :
Vd(l) = 0,

0 sit °,,
vd(tl...tn) = { n?‘é d

ti...th—1 sl t, = e4.
Proposition 78 1. 74 est sujective, homogene de degré —1.

2. Y,y € Hpp, Ya(zy) = va(z)e(y) +2va(y) ;

3. Vp € Prim(Hpg), p#0, 3d € D,y4(p) #0.
Preuve :

1. Découle immédiatement de (3.7).

2. On remarque que v4(t1...tn) =t1...th—174(ty). Le résultat en découle aussitot.
3. Découle immédiatement du lemme 77. O

Soit M I'idéal d’augmentation de (H? »)*9. D’apres la proposition 6, orthogonal de (1)@ M?
est Pm’m(Hg r)- La dualité entre H? R et (Hg 7)Y induit donc une dualité entre Pm‘m('Hg r)
et (HpR)™/ ((1) & M?).

On poseyg = Vd|Prim(HB ) Alors 74 est homogene de degré —1 ; par suite, g *9 : (HQR)*Q —
(HER)™/ ((1) ® M?) est homogene de degré 1.

D
Soit 7 : { Prim(HRy) — (HPp)
P — (1(p)s - ¥p(p)-
D

Par la proposition 78-3, 7 est injective, donc 7 *9 : ((HgR)*g) — (HgR)*g/ ((1) ® M?) est
surjective.

D
Or (i, ...,lp) € ((H};R)*g) ,Vp € Prim(HBp) :

WE

3 (.. lp)(p) = la ((7a(p))

%
Il
—

Il
M
2

“(la)(p)-

i
I

50



D

Donc 7y *(l1,...,lp) = Z% *(ly), dou :
d=1

D
Im(y *) = Y Im(¥q ™)
(3.8)

Soit ¢ I'injection canonique de Prz’m(Hg ) dans Hg g et soit 7 la surjection canonique de
(HP p)*9 sur (HB )9/ ((1) ® M?). On a i*Y = m; comme 73 = g0, on a 3 ™ = 7o7,7;
(3.8) implique donc :

M

Im(v;) + (@ M?) = (Hpgp)™. (3.9)
d=1

Soient f € (HE,R)*97 x,y € Hg,R‘

AP @ey) = v ()(xy)
= foya(zy)
= [fzva(y)) + f(va(x))e(y)
= ((Ide ") o A(f) +77(f)@1) (z@y).

(On a utilisé la proposition 78-2 pour la troisieme égalité).

Donc ;7 est un 1-cocycle de (’Hg ). D’apres le théoreme 76, il existe un morphisme
d’algebres de Hopf © : HER — (HgR)*g vérifiant © o B;lr = 729 0 O.

Montrons que © est homogene de poids 0 : soit F' € .7:]? r de poids n, il faut montrer que
O(F) € H}. Procédons par récurrence sur n : si n = 0, alors F' = 1, ©(1) = 1. Supposons
la propriété vraie pour toute forét de poids strictement inférieur a n; comme © est un mor-
phisme d’algebres, on peut supposer F' € T}?R. Alors F' = B;(G), avec poids(G) =n — 1; donc
O(F) = ©0BJ(G) =} 0cO(G) ; d’apres I'hypothese de récurrence, O(G) € Hj,_; ; comme 7,
est homogene de poids 1, ©(F) € H.

Montrons que © est surjectif : soit f € H), montrons que f € Im(0). Procédons par
récurrence sur n. Si n = 0, alors f = A1, et donc f = ©(A1l). Supposons la propriété vraie pour
tout m < n. Si f € M?, on peut alors se ramener & f = f1fa, (f;) = 0, poids(f;) < n. D’apres
I’hypothese de récurrence, il existe z; € Hg’R, O(xz;) = fi; alors O(z122) = O(x1)O(22) = f1fa2.
Sinon, d’apres (3.9), on peut se ramener & f =v;/(h), h € (HQR)*g. Comme 7,7 est homogene
de poids 1, on peut supposer poids(h) = n — 1. D’apreés 'hypotheése de récurrence, il existe
x € HE,R’ h = ©(z). Alors ©(B] (z)) =v,;? 0 O(z) =~/ (h) = f.

Comme O est surjectif, homogene de poids zéro et que les composantes homogenes de HTIZ’ R
et (’Hg )9 ont la méme dimension finie, © est également injectif.

Théoreme 79 O est un isomorphisme d’algébres de Hopf graduées entre H}Z’R et (HgR)*g.

Théoréme 80 Il existe une unique forme bilinéaire ( ,) sur H}ZR vérifiant :
1. Vz € HgR, (1,z) = e(z);
2. vx17$2ay S H?J—p (l‘ll‘g, y) = (ZL‘l ® o, A(y)) 5

51



3. Vx,y € Hp g, Vd € D, (B (z),y) = (x,7a(y))-

De plus, () vérifie :

Six,y € HER, homogénes avec des poids différents, (x,y) =0;
(,) est symétrique et non dégénérée ;

Va,y € Hp g, (S(x),y) = (,5(y)) ;

Soit (eF)FEJ-'ER la base de HE,R définie par (ep,G) = dp. Alors :

NS S

a) er est homogene de poids égal au poids de I ;
b) (et)teTI;DR est une base de Pm’m(Hg’R) ;

n

C) th .. tn € F]?,R’ A(etl...tn) = Z €t1...ti (9 eti+1-~-tn'
=0

Preuve :

Unicité : soient I, G € .7-'12 - Montrons par récurrence sur poids(F') que (F, G) est entierement
déterminé. Si F' = 1, alors le point 1 permet de conclure. Supposons que (F’,G) est déterminé
si poids(F') < poids(F). Si F € TER, posons F = BJ (F'); alors (F,G) = (F',~4(G)). Sinon,
écrivons F' = F1 Fy, poids(F;) < poids(F') pour i = 1,2. Alors (F,G) = (F1 ® F», A(G)).

Existence : on pose (z,y) = O(x)(y). Montrons que ( ,) vérifie 1-7.
L O(1) = Lpp )0 =&
2. O(z122)(y) = (O(21)O(x2)) (y) = (O(x1) ® O(22)) (A(y)) par définition du produit de

(HER)™.
On a de plus :
O(x)(y1y2) = A(O(2))(y1 ® y2) par définition du coproduit de (Hg’R)*g,
= O®0O(A(x))(y1 ®yz2) car © est un morphisme de cogebres,
et donc :

(z,1192) = (A(2), 11 @ ¥2), VT, 91,92 € Hp&. (3.10)
3. O(B7 (2))(y) = 7, 0 ©(x)(y) = O(x) (va(y))-

4. Découle du fait que © est homogene.

5. Soient F,G € .7-"33; il s’agit de montrer que (F,G) = (G, F). Si F et G ont des poids
différents, alors (F,G) = (G, F) = 0 d’apres 4. Supposons donc que F' et G ont méme poids n
et procédons par récurrence sur n. Si n = 0, alors F' = G = 1, le résultat est trivial. Sin = 1,
alors F' = o4, G = ey, et (F,G) = (G, F) = 64,4. Supposons n > 2 et le résultat acquis pour
tout ¢ < n. Trois cas se présentent :

a) F.G €T, P? r ¢ alors si d € D est la décoration de la racine de F,
(F,G) = (B (F),7a(G)) = (B™(F),0) = 0.

De méme, (G, F) = 0.
b) F € ng — TIZ?R : on peut alors écrire F' = F1 Fy, F; € }—123),}27 poids(F;) < n.

(Fi1F,G) = (F® F),AG))
= (A(G),F,® Fy)
= (G, A\ F).

(On a utilisé 2 pour la premiere égalité, ’hypothese de récurrence pour la deuxiéme et
(3.10) pour la troisieme.)
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c) Ge }'ER - TJQR : méme calcul.
De plus, (Hg,R)J— = Ker(0) = (0), et donc ( ,) est non dégénérée.

6. 9(S(z))(y) =S (¥(x)) (y) = ¥(z)(S(y)) par définition de 'antipode de ('Hg’R) g.

7. Soit (ZF)FGFER la base de (H}%R)*g définie par Zp(G) = drq, VG € ‘7:113,12 (lemme 1). I
s'agit d’une base formée d’éléments homogeénes. On a immédiatement er = ¥~1(Z). Comme
U est homogene de poids zéro, ! I'est aussi, et donc ep est homogene de poids égal au poids
de F.

Dans (H?R)*g, on a:

vect(Zy/t € TpR) = [vect(F/F € Fpp—TEp)*
= (Ve M?)*
= Prim((HgR)*g).
Comme ¥~ (vect(Z,/t € TIZ?R)) = vect(e [t € ’TIZ?R) et que U1 est un isomorphisme d’algebres
de Hopf, ceci démontre le point b).
(Alety.t,), F@G) = (.1, FG)
6t1...tn,FG

n
- (Z €tq..4 X eti_._l...tna F & G)
=0

Comme ( ,) est non dégénérée, on obtient le point c). O

Proposition 81 Soit F' € ]-'ER.

Bi(er) = ere; ;
viler) = ep—(r) St ' € TFZ,?R et st la racine de F' est décorée par d,
= 0 sinon.

Preuve : soit G € .7:173R.

(Bi(er),G) = (er,7a(@))
= Jr g si G est de la forme Heg,

= 0 sinon.

(eF.dJ G) = 6F0d,G
= Jr g si G est de la forme Heg,

= 0 sinon.
D’ou le premier résultat.
(raler),G) = (er,B;(G))
= 5F,B;(G)'
Par suite, si F' n’est pas un arbre dont la racine est décorée par d, (ya(er), G) = 0 pour tout
G e ng, et donc y4(er) = 0. Sinon, (v4(er), G) = dp-(p) g et donc va(er) = ep-(r). O
3.2.2 L’algébre de Lie Prim(Hpp)

Soient t,t1,t9 € TP?R. On note n(t1,t2;t) le nombre de coupes élémentaires ¢ de ¢ telles que
Pe(t) = t1 et R°(t) = t2. Pour t1,t2 fixés, seul un nombre fini d’éléments ¢ de 7???12 vérifient
n(tl, tz; t) ?é 0.
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Proposition 82 Soient t1,ts € T]?R. Ona:

[et17€t2} = Z (n(tlth;t) _n(t2at1§t))et‘

t€Thp

Preuve : soit F' € ng, F # 1. D’apres le point 2 du théoreme 80,
(etletza F) = Z 5t1,PC(F)5t2,RC(F)‘
c€Ad(F)

Supposons F =t} ... ¢, m > 3. Alors aucune coupe admissible de F ne vérifie P°(F) € 7, P%,)R’
Re(F) € TP?R‘ Donc (e, et,, F') = 0.

Supposons F = t}t,. Les coupes admissibles de F' vérifiant P¢(F) € T}? n RE(F) € TIZ’) R sont
(co(t)), ce(th)) et (ce(t)), cu(th)), ol ¢y(t;) désigne la coupe vide de t}, et ¢(t;) désigne la coupe
totale de ¢;. Donc :

(etletz’F) = (et1 ) tll)(etm t/2) + (6t1 ) t/Q)(etzv tll)
Otyto, bty T Otyta, it
= 5t1t2,F + 5t2t1,F'

Supposons F € TP?R. Les seules coupes admissibles de F' telles que P¢(F) € TID?R’ Re(F) €

7, 1? r sont les coupes ¢élémentaires, donc :

(etletZ?F) = n(tlth;F)'

Et donc :
€16ty = Ctito + Ctatq + Z n(tth;t)et-
teTPp

Le résultat annoncé en découle immédiatement. O
Remarque : on donnera une autre expression de [e;,, e;,] dans le corollaire 185.

3.2.3 Une formule close pour les ¢;, [ échelle dans Hpp
Pour tout n € N*, on pose l,, = (B1)"(1) € Hpg. Par exemple, [y = ., lo = 1,13 = I, Iy = },

Is=1.0na:

INUSED N =3
k=0

Proposition 83 Pour tout n € N*, on a :

n

e, =" Y (D"l - lay,-

m=1 aj+...+am=n,
a; >0

Preuve : soit A D'algebre librement engendrée par X,, n € N*. On munit A d’une structure
d’algebre de Hopf en posant A(X,) = X,, ® 1 +1® X,,. On gradue A en mettant X,, homogene
de degré n. On considere la famille Y; d’éléments de A définie par récurrence de la maniére
suivante :

Yo = 1,

1 n—1

k=1
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Alors A est librement engendrée par les Y,,, n > 1, et Y, est homogene de degré n pour tout
n € N. Montrons tout d’abord :

anf: Y ()" Ya, ... Ya,. (3.11)

m=1 ai+...+am=n,

a; >0
“+00
Pour cela, on se place dans le complété A de A (voir section 6.2.4). On considere X = Z Xn,
=1
o0 "
et Y = ZYn € A. On a alors :
n=1
Z nYn_X+ZZXkYn r =X + XY.
n=1k=1

Par suite :

+oo

EE:-—HY% +oo +oo +oo k

_ n=0 _ _1\k
n=1 k=0 m=1
En prenant la composante homogene de degré n :
n—j
20T PSCTD DTS
k=0 b1+...+ap=n—j,
b; >0

En posant m =k +1, a1 = j, ag = by, ..., a,, = by, on obtient le résultat annoncé.

Montrons par récurrence sur n la formule suivante :

AY,) =) Y@ Yoy
k=0

C’est immédiat si n = 0. Supposons cette formule vraie pour tout m < n.

A(=nYn) = > A(XpYnog)
k=1

n—=k
= Y (Xel+10X) [ YV ® Ve,

n n—k n n—k
S 5 SERTUEIED o) S TS RO
k=1 j=0 k=1 j=0
n—1 —J n—1 n—j
= EE:)(kY% k— ]) g)Y'*‘ZE:}G(g (2{:)(kyh—k—j>
7=0 \k=1 7=0 k=1
n—1
= (n—5)Yn-j @Yj - Z §)Y; @ Ynoj
7=0
n—1
= Z Y @Yo j— 3 (n—5)Y;® Yo ;
j=1 =0
= —n Yj@Yn J
7=0
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Par suite, on a un morphisme d’algebres de Hopf :

A — Hpr

Y, — I,

L’'image de X, par ce morphisme est notée p, ; il s’agit d’un élément primitif de Hp . D’apres

(3.11), on a :
=Y Y (—D™arle .- la,-

m=1 ai+...4+am=n,
a; >0
Montrons que e;, = (—1)"py, par récurrence sur n. C’est évident si n = 1. Supposons la propriété
vraie au rang n—1. Comme ¢;, et p, sont deux éléments primitifs de Hp r et que ¥ prim(rp z) €t
injective (proposition 78), il suffit de montrer que y(e;,) = (—1)"y(pn). D’apres la proposition
81, y(ey,) = e, , = (—1)""1p,_1, d’apres Phypothese de récurrence.

Y(pn) = Z Z (=1)™ay la, .. v(lay,)

m=1 aj+...4+am=n,
a; >0

— Z Z (—1)ma1 lal . lam_l

m=1 al+...fam=n,
a; >0, am=1

n—1
= > D § Ly T P

m=1 by+...4+bm=n—1,
b;>0

= —DPn-1,

donc v((—=1)"py) = (—1)""p,_1 = y(ey,). O

3.3 Relation d’ordre sur ]:IQ,R

On considere le sous-anneau de ’Hg r engendré par Tlg’) r- On le note AE R+ Une Z-base de ce
Z-module libre est formée des éléments de ]:113), r- D’apres (3.1), A envoie Ag R sur ./41137 R® Ag R-
Il s’agit donc d’une Z- algebre de Hopf. Le but de cette section est de montrer que (er) est une
autre Z-base de AL ..

3.3.1 Définition

On suppose ici que D est fini, totalement ordonné. Soient F = ty...t,, G =t} ...t} deux

éléments distincts de ng. On pose t, = B} (F'), t,, = BL(G).
F>G si  poids(F) > poids(G) ;

ousi poids(F) = poids(G), n=1, m>2;
ousi poids(F) =poids(G), n=m=1, d>d; On
ousi poids(F) =poids(G), n=m=1, d=d, F'>G;
ousi poids(F) = poids(G), mnoum>1, i, tn="1,,...,tait1 =1, 1,
to—i > t/m—i'

définit ainsi par récurrence sur le poids une relation d’ordre totale sur .7:]? R Vérifiant :

VF,G € FRp, F>G — BJ(F)>BJ(G) ;
VF,G,H € Fpp, F>G — FH>GH,
HF > HG.
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FEzemples : relation d’ordre sur Fpp :

l<iciclconn<licad<cVaelai<tli<cd.< Vo<l <1<

II<.V<.§<\V<{/<\}<Y<%<...

Relation d’ordre sur F5 5 avec D = {1,2} :
1 2 1 2
1<.1<.2<.1.1<.2.1<.1.2<.2.2<11<Il<12<12<...

3.3.2 Application a la forme bilinéaire ( ,)

Lemme 84 VF,G € Fpp, (F,G) € N,

Preuve : récurrence sur poids(F). Si F' = 1, alors (F,G) = ¢(G) = 0 ou 1. Supposons la
propriété vraie pour toute forét de poids < m. Soit F' € ]:ng de poids n. Si F' = B;(F’),
alors (F,G) = (F',74(G)); comme v4(G) est nul ou dans ]-"gR, (F,G) € N. Si F = F\Fy,
(F,G) = > ceadq) F1, PU(G))(F2, R°(G)) € N. O

Pour F € ‘7:1?,1%7 on pose Mp = {G € ]:ER/(F, G) # 0}. Comme ( ,) est non dégénérée, Mp
est non vide. Par la propriété 4 du théoreme 80, Mp est fini, et ses éléments sont homogenes
de méme poids que F'. On pose m(F) = max (Mp); m(F) est un élément de flgR de méme
poids que F.

Proposition 85 1. m(e;) = ey, et (84, m(ey)) =1, Vd € D.
2. Si F = BJ(F'), alors m(F) = m(F')ey, et (F,m(F)) = ( F))
3. Si F = Fley, alors m(F) = B (m(F")), et (F,m(F)) = ( F)

4. Si F = Fit, t = B} (t1), avec t; € “7:113),1% — {1}, alors m(F) = m(t1)B; (m(Fy)) et
(F,m(F)) = (F1, m(F1))(t1, m(tr))-

m F' m(
m F' m(

Preuve :
1. En effet, (o4, 04) = (1,v4(0q)) = 6d,d’(17 1) = 5d,d’~

2. (F,m(F)eg) = (F',va(m(F)ey)) = (F',m(F")) # 0, donc m(F) > m(F')e,. Soit
G € FBL, (F,G) # 0. Alors (F,G) = (F',74(G)) donc v4(G) # 0 : posons G = G'ey. Sup-
posons G > m(F"), alors (F,G) = (F',G") = 0 par définition de m(F"). Donc G’ < m(F’), d’on
G'eg < m(F')ey, et donc m(F) < m(F")e,.

3. (F'eq, Bf (m(F"))) = (va(F'ea), m(F')) = (F',m(F’)) # 0. Donc m(F) > B (m(F")) :
étant donnée la définition de >, m(F) € ’T]%?R : posons m(F) = B} (G). Comme vz (Feg) = 0
si d' # d, nécessairement d’ = d. Supposons G > m(F"), alors (F, B} (G)) = (F',G) = 0 par
définition de m(F’) et donc G < m(F”’). Comme B est croissante, m(F) < B} (m(F")).

4. Soit G € ]:113),1%7 d € D; (Fit,B}(G)) = (ya(Fit),G). Comme ¢ # ey, ceci est nul. Par
suite, m(F') ¢ ’TER. Posons m(F) = GS, G # 1, § = B},(S).

Posons A(F1) = Fi@1l+1®F +» F @F, F{,F foréts non vides,
Alt) = t@1+10t+ Zt' @ t”, t forét non vide et t” € TP?R'
Alors A(F) = Fol+FRot+y At et +toR+10F+Y ¢ @Rt

+Y FteF/+> FeF't+) Y Ft et
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Comme ¢ # ey, on a (t,5) = (F{'t,S) = 0. De plus, Si t" # ey, alors (t’,5) = (Fit",S) =
(F't",8) =0.Sit" = ey, alors t” = eg et t' = B~(t) = t;. On a donc :

(F,GS)

(A(F),G® S)
(Fit1, G)(oa, 8) + (£, G)(F1, S) + (t1, G)(Freq, S) + > _(F{t,G)(FY, )

+> (Fit1,G)(F{'eq, 5).

Pour G = m(t1) et S = B} (m(F1)) : alors poids(G) = poids(ti) = poids(t) — 1. A I'aide de la
propriété 4 du théoreme 80, on a :

(Fit1,G) = (t,G) = (F{t,G) = (F{t1,G) = 0.

Alors (F, GS) = (t1,m(t1))(Fieq, By (m(Fy)) = (t1,m(t1))(F1,m(Fy)) # 0. Donc GS > m(T1) B, (m(FY)).
Etant donnée la définition de >, si on avait poids(S) < poids(Bj} (m(F1)), on aurait GS <

m(t1)BS (m(F1)). Donc poids(S) > poids(BJ (m(F1)) = 1+ poids(F1) : par suite, (e4,5) =

(F1,5) = (FY,5) = (F{'®q,.5) = 0. Donc (F,GS) = (t1,G)(Fiea,5) = (t1, G)(yar (F1e4), 51) #

0. Par suite, d = d’. De plus, S1 < m(Fy) et G < m(T1), dott GS < m(tl)B (m(Fy)). O

Proposition 86 1. (F,m(F)) =1, VF € FBp.
2. m(m(F)) = F,VF € Ffp.

Preuve :
1. Récurrence facile sur le poids de F.
2. Récurrence sur le poids de F'. Si poids(F') = 0 ou 1, ¢’est immédiat. Supposons m(m(F’)) = F’,
VI € FIQR, poids(F') < n. Soit F de poids n.
Si F = B} (F'), alors m(F) = m(F")eq, et donc m(m(F)) = BJ (m(m(F"))) = B (F') = F.
Si F = F'eg4, alors m(F) = B} (m(F")), et donc m(m(F)) = m(m(F’))e; = F'eqg=F.
Si F = Fit,t = BJ (t1),avec t; € flgR—{l}, alors m(F) =
m(m(Fl))Bj(m(m(tl))) = FlB;l’—(tl) =Fit=F.O

Par suite, m : {F € ng/poids(F) =n} — {Fe fER/poids(F) = n} est une bijection.
Soit By, = (F})i<r, la base de H,, formée des foréts de poids n, indexées de sorte que m(Fi) <
. <m(F,,). Soit A, la matrice de la forme bilinéaire ( ,) restreinte & H,, x H,, dans cette base.
Les coefficients de A,, sont entiers (lemme 84).
Soit My, = (6F,m(r ))1<w<rn la matrice de permutation associée a MY {FEFR p /poids(F)=n}-

Soit B, = A, M,,.

(Bn)ij = Z(An)i,kCSFk,m(Fj)
k

= Z(F¢7Fk)5Fk,m(Fj)
K

Comme (F;, m(F};)) = 0 si m(F;) > m(F;), c’est-a-dire si j > i, et que (Fj, m(F;)) =1 :

10 0

By, = !
0
1
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Par suite, det(B,) = 1. Comme M,, est une matrice de permutation, det(M,) = £1, et donc
det(A,) = £1. D'ou A, € GL,, (Z).
Soit Py = Pass((F)i<r,, (er,)i<r, ), Cest-d-dire ep, = Y (Pn)i ;i Fi.

i

(AnPo)ij = > (Fi F)(Po)ky
k

= (Fl Z(Pn)k,ij)

k
(F‘ia eFj)
d;;, par définition de la base (€F)FGFER‘

Donc P, = A, et donc P, € GL,, (Z). Dot :

Théoréme 87 (eF)Fejglz;’R est une Z-base de Ag’R.

3.3.3 Cas ou ’ensemble des décorations D est infini

Dans ce cas, les composantes homogenes de ’Hg r de poids non nul ne sont pas de dimension
finie. On ne peut alors plus munir (Hg’ )9 d'un coproduit. Cependant, ’H? r est 'union des
HgR, ou D' parcourt I'ensemble des parties finies de D. On note (,)p la forme bilinéaire
décrite par le théoreme 80 sur HE:R. Par 'unicité dans ce théoreme, (,)pr et (,)pr coincident
sur HEED” si D'ND" # (. Pour x,y € Hg R» on peut donc définir :

(z,y) = (z,y)p ot D’ est choisi tel que x,y € Hg:R.

Cette forme bilinéaire vérifie les 7 propriétés du théoreme 80; on a donc une injection de Hg R
dans son dual de Hopf. De la méme maniere, le théoreme 87 reste vrai.

3.4 Relations d’ordre sur les sommets d’une forét

Dans cette section, D est un ensemble non vide quelconque, non nécessairement fini.

3.4.1 Définitions

Soit F' € ng, F # 1. On note som(F) 'ensemble des sommets de F'. Soient z,y € som(F).
On dira que = >pqu ¥ S’il existe un trajet d’origine y et d’arrivée x; >pq4¢ €St une relation
d’ordre (non nécessairement totale) sur som(F).

S3
S2 S4 I S6
S S5

1

Fi1G. 3.2 — un exemple de forét plane enracinée.
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Ezemple : on note x £ F et ¥ quand x et y ne sont pas comparables pour >y, Pour la
forét de la figure 3.2, on a :

56 > haut S5 5 86 %}huut S4 5
56 EFhaut 53 5 56 LPhaut 52 ;
86 EFhaut S1; S5 LFhaut S4 ;
85 LFhaut 53 5 S5 LPhaut 52 ;
85 LFhaut S1 5 S4 LPhaut S3 ;
84 LFhaut 525 S4  Zhaut Sl ;
53 Zhaut 52 5 53  Zhaut 51 ;
82 Zhaut S1-

On définit une deuxieme relation d’ordre >gqyche sur som(F') par récurrence sur poids(F).
Si F=ey, som(F') est réduit a un seul élément.
Si poids(F) > 2, soient z,y deux sommets différents de F'. On pose F = ty...t,; on suppose
que x est un sommet de ¢; et y un sommet de ¢; :

si1 < j,alors  >gquche Y3 811> 7, alors ¥y > gquche T ;

si ¢ =7, x ou y est la racine de ; : alors = et y ne sont pas comparables pour > gqyche ;

si i =j, x et y ne sont pas égaux a la racine de ¢; : on les compare dans (B~ (%), > gauche)-
> gauche €t une relation d’ordre (non nécessairement totale) sur som(F).

Ezemple : on note x £# jquche ¥ quand x et y ne sont pas comparables pour >gqyche. Pour
la forét de la figure 3.2, on a :

S5 {}gauche S6 5 S4 Zgauche 56 ;

S3 Zgauche S6 5 82 Zgauche 56
$1  Zgauche S6 ; S4 Zgauche S5 5
S3 Zgauche S5 5 S2 Zgauche 55

S1 Zgauche 85 7 83 Zgauche 84
$2  Zgauche S4 ; S1 %}gauche S4 5
52 ffgauche $3 5 S1 {?Agauche 83 3
s1 £F gauche  S2-

3.4.2 Expression combinatoire de (F,G)

Théoreme 88 Soit F,G € ng. Soit Z(F,G) l'ensemble des bijections f de som(F') wvers
som(G) vérifiant :

1. Va,y € som(F), ® Zhaut ¥ = f(T) >gauche f(Y),

2. Yo,y € som(F),f(7) Zhaut F(Y) = T >gauche Ys

3. Yz € som(F), x et f(xz) ont la méme décoration.
Alors (F,G) = card(Z(F,Q)).

Preuve : ¢’est vrai si poids(F) # poids(G), car alors (F,G) = 0, et il n’y a aucune bijection de
som(F') vers som(G). Supposons donc poids(F) = poids(G) = n, et procédons par récurrence
sur n. Sin = 1, alors (eg,8y) = dqa = card(Z(ey,e4)) par la condition 3. Supposons la pro-
priété vérifiée pour tout k < n, et soient F,G € ng de poids n. Posons F' =t1...t,,.

Sim =1: posons F =t = BJ (F'). Alors (F,G) = (F',74(G)).

Si G n’est pas de la forme G'ey : alors (F,G) = 0. Supposons Z(F,G) non vide et soit f €
Z(F, Q). Remarquons que V& € som(F), & >pqut racine de t1. Par la condition 1, 3z’ € som(G),
Y > gauche ', Yy’ € som(G) (« est 'image par f de la racine de ¢1). Donc G = G'ey, et f(racine
de t1) = sommet de oy. Par la condition 3, d = d : on aboutit & une contradiction. Dans ce
cas, on a bien (F,G) = card(Z(F,G)) = 0.
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Si G = G'ey : alors pour toute f € Z(F,G), f(racine de t1) = sommet de 4. Donc
on a une bijection : Z(F,G) — Z(F',G’), envoyant f sur sa restriction & som(F”’). Comme
(F,G) = (F',G"), le résultat est acquis.

Sim >1:posons F/ =t...ty,_1. Alors :

(F.G) = Y (F,PY(G))(tm, R(Q))
ceEAd(G)

= Y (F,PG))(tm, R°(G)). (3.12)

c€Ad«(G)

Soit f € Z(F,G); considérons f(som(t,,)). Soit r un sommet de G, tel qu’il existe x € som(t,,),
f(z) >haut 7. Supposons r ¢ f(som(ty,)). Alors r € f(som(F’)). Soit y € som(F’'), tel que
f(y) = r. Comme f(x) >pqu f(y), d’apres la condition 2, © >gauche y- Or = € som(t,,),
y € som(F"), donc y >gquche T, €t donc z = y : contradiction, car x € som(ty,), y € som(F").
Donc r € f(som(t,,)). Par suite, il existe une coupe admissible ¢y de G, telle que R (G) =
f(som(ty,)). Etant donnée la définition d’une coupe admissible, cf est entierement déterminée
par R/ (G), et donc ¢y est unique.

De plus, f : som(ty) — som(R(G)) € Z(tm, R4 (G)), et f : som(F') — som(P(G))
€ Z(F', P/ (@)). On a donc une application :

B:I(F,G) — U I(F', P(G)) X Z(tm, RE(Q))
ceAd«(G)

f— (f|som(F’)vf|som(tm)) € I(F/7P6f (G)) x Z(tm’RCf (G))

[ est évidemment injective. Montrons qu’elle est surjective. Soient ¢ € Ad.(G), (f1,f2) €
I(F', PY(G)) X Z(tm, R°(G)). Soit f : som(F) — som(G), définie par fisomry = f1 et
fisom(tm) = f2. Alors f est une bijection; de plus, comme f; et fa vérifient 3, f vérifie 3.

Soient x,y € som(F'). Supposons que & >pqyt Y. Les sommets de ¢, et les sommets de F’ ne
sont pas comparables pour >4, €t donc soit x,y € som(F”"), soit x,y € som(t;,). Comme f;
et fo vérifient 1, on a f(x) >gauche f(y)-

Supposons f(z) >paeut f(y). Trois cas se présentent :

1. Siz,y € som(F’) ou z,y € som(ty,) : alors comme f; et fa vérifient 2, > gquche Y-

2. Siz € som(F') et y € som(ty,) : alors & > gauche Y-

3. Six € som(ty,) ety € som(F’) :alors f(x) € RY(G) et f(y) € P°(G). Par suite, soit f(z) et
f(y) ne sont pas comparables pour >pqu¢, S0it f(y) >paut f(z). Comme f(x) >paut f(y),

on a f(x) = f(y) et donc x = y : on aboutit a une contradiction et donc ce cas est
impossible.

Par suite, f € Z(F,G), et B(f) = (f1, f2); B étant une bijection, on a alors :

card(Z(F,G)) = Z card(Z(F', P(@))) x card(Z(tm,, R°(G)))
c€EAdL(G)
= Z (F', P°(Q))(tm, R°(Q)) d’apres 'hypothese de récurrence,
CEAd*(

G)
= (F.G) d’apres (3.12). O

3.4.3 Relations d’ordre totales sur les sommets de F

Lemme 89 Soit F € Fpp.
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1. Soient a et b deux sommets différents de F. Alors :

a,b comparables pour >pqut < a,b non comparables pour = gquche -
2. Soient a,ad’ b,/ € som(F), b# V. Alors :
a >haut b, a = haut bla b Zgauche V =a Zgauche a.

Preuve :

1. = : supposons a >pqu b; quitte a effectuer une coupe élémentaire on peut supposer que
Fe T]?R et que b est la racine de F. Comme a # b, par définition de >g4yche, @ €t b ne sont pas
compafables POUr > gquche-
< : supposons a et b non comparables pour > g4yche. Quitte a effectuer une coupe élémentaire,
on peut supposer que F' € T},?R, et a ou b est la racine de F. Alors par définition de >pqus,
a Zpaut b 00 b >paut a.

2. Soit ¢ (respectivement ¢’) la coupe portant sur 'aréte arrivant & b (respectivement b') si b
(respectivement b') n’est pas une racine, ou la coupe totale de 'arbre de racine b (respectivement
v') sinon. Soit ¢’ = cU¢’. Comme b > gqyche V', ¢ est admissible et PC”(F ) = tt’, b étant la racine
de t, b la racine de t'. Comme a >pqut b, a € som(t) ; de méme, a’ € som(t’). Donc a >gquche @'
O

Proposition 90 soient F € FBp, z,y € som(F).

1. On notera © 2pq Y 81 T Zhaut Y OU Y >gauche T- Alors >p, 4 définit une relation d’ordre
totale sur som(F).

2. On notera © >pq Y S1 Y Zhaut T 0U Y >gauche T- Alors >y 4 définit une relation d’ordre
totale sur som(F).

Ezemple : pour la forét de la figure 6, on a s >4.q S5 >hd S4 >nd 53 Zhd S2 Zhd S1, et
85 Zb.d S6 Zb,d S1 Zb,d S4 Zb,d 52 Zb,d 53-

Preuve : montrons que >, ¢ est une relation d’ordre totale.
Réflexivité : évident.
Transitivité : supposons = > 4y et y >p, 4 z. On se ramene au cas  # y, y # z.
1. Six >paut Y €6 Y Zhaut 2, alors & >pau 2, et donc & >p, g 2.
2. Siy Zgauche T €t 2 >gauche Y, alors 2 >gauche T, €t donc x >, 4 2.

3. Six >paut ¥ et 2 >gquche ¥ : d’apres le lemme 89-2 avec a = z, ad=x,b=z0=y,ona
2 Zgauche T, et donc x >, g 2.

4. Siy >gauche T €6 Y Zhaut 2 0 S T Zpeut 2, alors © >j 4 2. Supposons que 'on n’ait pas
T Zpaut 2. S0it ¢ la coupe portant sur les (éventuelles) arétes arrivant & = et z. Supposons
¢ non admissible; alors z >peut T, et alors y >paue © par transitivité de >pq4¢. Par le
lemme 89-1, nécessairement x = y, cas que nous avons exclus. Donc ¢ est admissible. Alors
P¢(F) = tt', avec z, z racines de t,t'. Comme y >gquche T, Nécessairement y € som(t);
comme Y >paut Z, 2 st la racine de ¢, et donc x est la racine de t'. Par suite z > gauche T,
et donc x >, 4 2.

Antisymétrie : supposons x > 4y et y >p 4 T.

- S1 @ Zpaut Y €6 Y Zhaut T, alors z = y.

. Siy Zgauche xetx Zgauche y, alors z = y.

. S1Z Zhaut Y €6 T >gauche Y : Par le lemme 89-1, x = y.

~ W N

. Si Y Zgquche T €t Y Zpaut © 1 méme raisonnement.
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Enfin, > 4 est totale : si x,y € som(F), alors d’apres le lemme 89-1, ils sont comparables
POUT 2>p4ut OU 2 gauche, donc ils le sont pour >y, 4.

La preuve est analogue pour > 4. O

Remarque : on utilise les notations de la remarque 4 a la fin de la section 3.1.1. Soit F' € Fg R
s,s’ € som(F). Alors s >, q ' si, et seulement si, 65 (s) est plus & droite que 0 (s") dans I'écriture
de w(F).

3.4.4 Application au calcul de antipode et de son inverse

NB : dans cette section, la coupe totale définie dans la partie 3.1.1 n’est pas considérée
comme une coupe.

Soit F' forét, ¢ une coupe de F'. On note t1,...,t,, les différentes composantes connexes de
F apres I'action de c¢; on note x; la racine de ¢;. On suppose qu’avant 'action de ¢, on avait
21 <hd --- <hd Tm- On pose alors Wi ,(F) =tp,...11.

Exemple : ' =1 ...ty. On fait agir la coupe vide ¢,. Les composantes connexes sont les t;,
et T1 >gauche - -+ Zgauche Tm, d'00 X1 <p g ... <p g Tymp. Donc Wﬁ:’d(tl coitm) =t ..t

On note n. le nombre de coupes élémentaires constituant c.

Théoréme 91 Soit F € J’:]?R, F=t.. .t,.

S(F) = (=)™ Y (=1 Wi (F). (3.13)

c coupe de F

Preuve : on note lg(ty...ty) = m, Vt1...t, € ]:IER. Soit S’ 'opérateur de HIQR défini par le
second membre de (3.13). Soit ¢ une coupe de F' = t;...%,,; on note ¢; la restriction de ¢ a ¢;.
Alors par définition de >, 4, on a W ,(F) = W ,(ty) ... Wf 4(t1). De plus, ne = ne, +. .. +ne,,,
et donc :

1
S'(F) = (0 T TT 0wy t)

(Cla---707rL) =m

= S'(tm)...5'(t1).

Donc S’, tout comme S, est un antimorphisme d’algebres. 11 suffit donc de montrer (3.13) pour
te TP?R. Si poids(t) = 1, alors ¢ est primitif, et S’(t) = S(t) = —t. Supposons (3.13) vraie pour
toute forét de poids inférieur ou égal a n, et soit t € TI? Ry de poids n + 1.

mo(S@Id)oAlt) = St)+t+ »  SPt)R(L)
cEAd(t)
e(t)1
= 0. (3.14)

Soit ¢ une coupe non vide de ¢; on note Wy’ 4(t) =t1...ty. La composante connexe de la racine
de t apres I'action de c est t,,,, car tout sommet de ¢ est supérieur (pour >}, 4) & la racine de ¢. Or
il existe une unique coupe admissible ¢’ € Ad,(t) telle que t,, = R (t); ¢ s’écrit alors ¢ = ¢/ U¢”,
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avec ¢’ = ¢\ pe’(1y- On & ne = ng + ner, et ng = lg(P¢ (t)). Alors :

S = —t— Y S (=1)9P O 1y e (P (1) RE (1)
d € Ad.(t) \¢ coupe de R (t)
- —t— Y SPTOR )
d € Ad.(t)
= —t— > S(PY)R()
d € Ad.(t)
= S().

(Le terme —t provient de la coupe vide. On a utilisé 'hypotheése de récurrence pour la troisieme
égalité et (3.14) pour la derniere). O

c d c d c d c d c d c d c d c d
Y YR Y N Y K K
coupes - a a a a a a a a

c d c d c d
d1¢ d a d
s<\ﬁ>:-}{+-{b+ f}zﬁ\/b- K
a a a a

dcba
+ o o o o

0
*—e
S o
1
* Q.
*—e
o
s
0

da
b.

I

Fi1G. 3.3 — un calcul d’antipode dans HER, avec D = {a,b,c,d}. Si on note s; le sommet décoré
par l dans Uarbre choisi, on a sq <pd Sb <h.d Sec <h,d Sd-

Voir la section 7.2 pour des calculs d’antipode dans Hp g.

Soit F' forét, ¢ une coupe de F. On note si,..., sy, les différentes composantes connexes de
F apres laction de c¢; on note y; la racine de s;. On suppose qu’avant ’action de ¢, on avait
Y1 <b.d -+ <b.d Ym- On pose alors W ,(F) = sy, ... 51.

Théoréme 92 Soit F € FRp, F =t1.. .ty

STHE) = (1™ Y (=D Wig(F).

c coupe de F

Preuve : soit 7 : Hg R — Hg g envoyant une forét F' sur la forét image de F' par une symétrie

d’axe vertical (par exemple, 7( Rf 1) =1 \}, 7( LV) = \I} ). Alors 7 est un antimorphisme
d’algebres, vérifiant 7o BT = B; o7, Vd € D. Par la propriété universelle, il s’agit donc d’un
morphisme d’algebres de Hopf de H?R dans (H};R)Op. L’antipode de (H?R)Op est S';on a
donc 708 = S~ o 7. Comme 7 est involutive, S™! =70 So7.

De plus, 7 induit une bijection entre les sommets de F' et les sommets de 7(F') vérifiant :

T Zhaut Y & T(-T) = haut T(y)a
x Zgauche Yy < T(y) Zgauche T(J:)

Par suite, 7 induit une bijection entre les coupes de F' et les coupes de 7(F) vérifiant :
Wi ((F)) = 7(t1) ... 7(ty),
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ou les t; sont les composantes connexes de F' apres action de ¢, ordonnées de sorte que si x; est
la racine de t;, T; >pqut Tit1 OU T >gquche Tit1, € est-a-dire : 11 <pq 22 <pg ... <pq . Par

suite, T(W;L—’(dc) (T(F))) =tg...t1 = Wy 4(F). On a donc :

SR = rlym S o W)
c coupe de F

= (=)™ Y ()" Wiy(F). O

c coupe de F'

3.5 Algebres de Hopf d’arbres enracinés associées a un espace
vectoriel

3.5.1 Construction

Lemme 93 Soit A une bigébre, L un I1-cocycle de A, et C' un coidéal de A.
1. L’idéal engendré par C est un biidéal de A.
2. C+ L(C) est un coidéal de A.

Preuve :
1. On note I 'idéal engendré par C; on a I = AC A. Par suite,

Aa(I) S Aa(A)A4(C)AA(A)
C (ARA)(CRA+A®C) (AR A)
C IoA+A®I

Donc I est un biidéal de A.

2. Pour tout a € A, on a Ay(L(a)) = L(a) ® 1 + (Id ® L)(A4(a)). Donc :

AA(L(C)) LICO)®1+(Ido L)(C®A+Ax(C)

LIO)®1+C® A+ A® L(O).

N 1N

Donc C' + L(C) est un coidéal de A. O

Lemme 94 Soit A une algébre de Hopf, C un coidéal de A, (Lj)jcy une famille de 1-cocycles
de A. Alors le plus petit idéal I de A contenant C' et stable par L; pour tout j € J est un biidéal.

Preuve : on pose Iy 'idéal engendré par C, et on définit par récurrence I,, comme étant 1'idéal
engendré par I, 1 + Z L;j(I,—1). Montrons par récurrence sur n que I, est un biidéal. Pour
n = 0, le premier point du lemme précédent permet de conclure. Supposons que I,,_1 soit un
coidéal ; d’apres le deuxieme point du lemme précédent, I,—1 + L;(I,—1) est un coidéal pour
tout j, et donc leur somme est encore un coidéal. Par suite, d’apres le premier point du lemme
précédent, I,, est un biidéal. Enfin, on a immédiatement I = > I,,, et donc I est un biidéal. O

Définition 95 Soit V un K-espace vectoriel. Soit Iy le plus petit idéal de HKR stable par B,
Vv € V et contenant B (z) + AB(x) — B}, . (2), Vz € HK,R? Vo, € V, VYA € K. Iy est un
idéal de Hopf gradué. On pose alors :

v
Hpr

Hpr(V) = I

Hpr(V) est munie d’une structure d’algébre de Hopf graduée.
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Preuve : comme les By sont des 1-cocycles, Im(B; + AB, — BLM,) est un coidéal. D’apres
le lemme précédent, Iy est un biidéal. De plus, les B, étant homogenes de degré 1, Iy est un
biidéal gradué; par suite, le quotient Hp r(V') est un bigebre graduée, et donc une algebre de

Hopf. O

Soit v € V. Comme Iy est stable par B;", on peut définir 'application linéaire encore notée
Bt -

v

r+Iy — Bf(z)+Iy.

Par passage au quotient, B, est un 1-cocycle de Hp r(V'), homogene de degré 1. De plus, par
définition de Iy, 'application suivante est une application linéaire :

BY:V — Zl(Hpgr(V))

v—>B:.

Proposition 96 Soit A une algébre de Hopf, soit V un espace vectoriel, et soit L : V. — ZL(A)
une application linéaire. Alors il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf ¢ : Hpr(V) —
A tel que po Bf = L,0¢, Vv e V.

Preuve : existence : d’apres le théoreme 76, il existe un morphisme d’algebres de Hopf ¢ :
HKR — A tel que ¢ o Bff = L, 0¢, Vv € V. 1l suffit de montrer que Iy C Ker(¢). Pour tous
v,v' €V, € K, x € Hpp, L étant linéaire :

O(Bf (z) + AB) (z) — B \,(2)) = (Ly+ ALy — Lyprw) 0 ¢(2)
= 0.

De plus, comme ¢ o B = L, o0 ¢, Ker(¢) est stable par B;. Donc Iy C Ker(¢), par définition
de Iv.

Unicité : soit ¢/ : Hpr(V) — A un autre morphisme d’algébres de Hopf tel que ¢’ o BjF =
L,o ¢, Vv € V. On définit ¢’ : H%,R — A par ¢/(z) = ¢'(z + Iy). ¢ est un morphisme
d’algebres de Hopf, tel que ¢/ o B = L, 0 ¢/, Vv € V. D’apres le théoréme 76 (unicité), ¢ = ¢’
et donc ¢ = ¢'. O

Corollaire 97 Soit V' un espace vectoriel, (vq)qep une base de V. On a un isomorphisme
d’algébres de Hopf graduées ¢ : HgR — Hpr(V), qui envoie 'arbre enraciné plan t, dont
les sommets s1,. .., s, sont décorés par di,...,d, € D, sur l’élément t' + I/, ou t’' est l'arbre t,
dont les sommets s1,...,s, sont décorés par vq,,...,vq, €V.

Preuve : ¢ est un morphisme d’algebres tel que ¢ o Bj = Bjd, Vd € D; c’est donc bien un
morphisme d’algebres de Hopf d’apres le théoreme 76. Soit L : V — Zi((Hg’ r)) défini par
L,, = Bd+, Vd € D. Soit ¢ : Hpr(V) — HE,R’ tel que 1 o B = L, o). Il est immédiat que 1)
et ¢ sont des morphismes inverses I'un de 'autre. O

Remarques :

1. On peut donc voir Hpr(V) comme l'algebre librement engendrée par les arbres plans
enracinés décorés par des éléments de V', les arbres étant linéaires en chacune de leurs
décorations.

2. On peut identifier V' et la composante homogene de degré 1 de Hpr(V) en associant a
v €V Délément o, € Hpr(V).
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3.5.2 Fonctorialité

Proposition 98 Soient V, V' deux espaces vectoriels, et soitu : V. — V'. Soit p,, : Hpr(V) —
Hpr(V') le morphisme d’algébres qui envoie Uarbre plan t, dont les sommets si,...,S, sont
décorés par vi,...,v, € V, sur Uélément t' de Hpr(V'), ot t' est Uarbre t, dont les sommets
S1,- -, 8n sSont décorés par u(vy),...,u(v,) € V'. Alors u, est un morphisme d’algebres de Hopf
graduées.

Preuve : soit L : V — ZX(Hppr(V')), défini par L, = B:{(v) ; alors i, est 'unique morphisme
d’algebres de Hopf tel que pu, 0 B = Ly o puy,, Vv € V' (proposition 96). O

Proposition 99 1. Soient V,V', V" espaces vectoriels, et soient V. —— V' =5 V", Alors

P © flu = plavou- De plus, pra, = Idy, pv)-
2. Soit u:V — V' alors p, est injective (respectivement surjective, bijective) si, et seule-
ment si, u est injective (respectivement surjective, bijective).

Preuve :
+

L (0 ) © B = s © Bl 0 piu = By,
96, Ly © ty = Huou-

Hidy = Ide,R(V) : évident.

)© (ty © tty,). Par 'unicité dans la proposition

2. Injectivité :
< : supposons u injective, alors il existe v’ : V! — V| telle que v’ o u = Idy. D’apres le
premier point, pu,s o p, = Idy Pr(V) donc p,, est injective.
= : supposons j, injective. Soit v € V, tel que u(v) = 0. Alors p,(e,) = &, = 0, donc
o, =0,douv=0.
Surjectivité, bijectivité : preuves analogues. O

Remarques :

1. On a donc un foncteur Hp g de la catégorie des espaces vectoriels dans la catégorie des
algebres de Hopf graduées, tel que Hp r(u) = p,, pour toute application linéaire u : V' —
V.

2. On peut de méme définir un foncteur Hp de la catégorie des espaces vectoriels dans la
catégorie des algebres de Hopf graduées commutatives, en utilisant les algebres d’arbres
enracinés décorés Hg.

3.5.3 Dualité

Soient V, V' deux espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une forme bilinéaire <, >:
V x V! — K. Pour tout v € V, on pose :

D, : 'HRR(V/) — HRR(V/)
t1...t, — 0sit, n'est pas de la forme o/,

<v, v >ttty sit, = e,.
Pour tout v" € V', on pose :

Gy :Hpr(V) — Hpr(V)
t1...t, — 0sit, n’est pas de la forme e,

<v, 0 >ttty Sit, = e,

Théoréme 100 I existe une unique application bilinéaire (,) : Hpr(V) x Hpr(V') — K
vérifiant :
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1. Vo' e Hpr(V"), (1,2') = e(2') ;
2. Va,y € Hpr(V), Va' € Hpr(V'), (zy,2') = (x @y, A2')) ;
3. Yz e Hpr(V), V' e Hpr(V'), Yo € V, (Bf (z),2") = (v, Dy(2")).

De plus, (,) vérifie les propriétés suivantes :

4 Vo € Hpr(V), (5,1) = e(a);

5. Ve € Hpr(V), Yo',y € Hpr(V'), (z,2'y) = (A(x), 2" @ y') ;

6. Vo € Hpr(V), Vo' € Hpr(V'), W' € V', (z, B}i(2')) = (Gy(z),2') ;

7. Vx € HP’R(V) V' e HPR(V/), (S(x),2") = (z,S(2")) ;

8. Siz e Hpr(V), 2/ € Hpr(V') sont homogénes de poids différents, alors (z,2') =0;
9. Yo eV, YW eV’ (op,0,) =<v,0 >.

Preuve : unicité : preuve analogue a la preuve de 'unicité pour le théoreme 80.
Existence : pour tout v € V, D, est homogene de degré —1. de plus, si ',y € Hpr(V'), on

Dy(z'y') = 2’ Dy(y') + Dy(a")e(y).

On a donc une application linéaire :

V. — L(Hpr(V'))

v — D}9.

Pour tout v € V, D;? est un 1-cocycle homogene de degré 1. Par la proposition 96, on a donc
un morphisme d’algebres de Hopf 6 : Hpr(V) — Hpr(V')* tel que o B = D906, Vv € V.
On pose alors (z,2') = 0(x)(2’). Comme dans la preuve du théoréme 80, on déduit du fait que
6 soit un morphisme d’algébres de Hopf les points 1,2,4,5 et 7. La condition § o Bff = D;? 0 6
entraine le point 3. De plus, comme les D;? sont homogenes de degré 1, § est homogene de degré
0 : on en déduit le point 8.

Soient v € V, v € V. On a :

(o0, 00) = (BJ(1),0v)
= (1 (‘v’))
= <u,0 > (1
= <uv >.

1)

Il reste & montrer le point 6. On peut se ramener au cas ou x = t1...t,, forét de poids k,
et ' =t} ...t forét de poids k — 1, d’aprés le point 8. Procédons par récurrence sur k. Si
k =0, alors 2’ = 0, le résultat est trivial. Si k = 1, alors & = e,, et 2’ = 1; le résultat découle
immédiatement du point 9. Supposons k > 2, et le résultat vrai pour tout I < k. Supposond
d’abord n = 1, alors Gy (x) = Gy (t1) = 0, donc (G (x),2") = 0. De plus, il existe y € Hpr(V),
v €V, tels que z = By (y). Alors (z, B (2')) = (y, Dy(B},(2'))) = 0 car B;(z') est un arbre de
poids k > 2. Supposons maintenant n > 1. Posons A(z/) = 1@ 2’ + 2/ @ 1+ > 2] ® b, les
homogenes de poids plus grand que 1. On a alors :

(z, B (z)) = (tl...tn,1®tn,B§(:L")®1+1®B;C(:L")+:z:’®ov/+23:'1®B;r,(:n'2)).

Sit, = e,, le point 8 entraine (t,, B, (z5)) = 0. Sinon, le méme raisonnement que dans le cas ot
n = 1 entraine ce résultat. De plus, (t1...th—1,1) =e(t1...tp—1) =0 carn > 1, et ({,,1) = 0.
On a donc :
(,Bh(z) = (L1 th1 @tn, 2’ @ ey)
= (t1...tp_1,2")(tn, ®y).
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Si t,, n’est pas de la forme e, alors t,, est de degré supérieur ou égal a 2 et d’apres le point 8, ceci
est nul. De plus, Gy (z) = 0, d’out le résultat. Si t,, = e, alors ((z, B} (2')) = (t1...ty—1,2') <
v, v >= (< v,V >t1.. . tho1,2') = (Gy(x),2’). O

Théoréme 101 1. <, > est non dégénérée < (,) est non dégénérée.

2. Supposons V. =V'. Alors :
<, > est symétrique < (,) est symétrique;
<,> est antisymétrique < Vx,x’ € Hpr(V), homogénes de poids n,
(z,2') = (-1)"(2', ).

preuve :

1. Supposons <, > dégénérée. On peut supposer qu’il existe v € V, non nul, tel que < v,v’ >=
0, Vo' € V’. Alors les points 8 et 9 impliquent que e, vérifie (o,,2") = 0 Vz' € Hpr(V’), et donc
(,) est dégénérée.

Supposons <, > non dégénérée. Soit (v4)4ep une base de V et soit (v/)gep la base duale de V7,
c’est-a-dire : < vy, v&, >= 04,4 . On considere alors les isomorphismes d’algebres de Hopf suivants
(corollaire 97) : pg : Hpr(V) — HEB pr tel que pgo B = Bl opq, et op : Hpr(V') — HZI%R
tel que pp o B;’ = Bc‘l|r o Yp.

d

Montrons que ¢pp o Dy, = yg0¢p : si tn n’est pas de la forme e/, alors opo Dy, (t1...1,) =
Yaoep(ty...tn,) =0.Si tn = e/, posons v/ = Zaz v; ; alors a; =< vz,v’ > pour tout ¢ € D, par
définition de la base (v/;). On a alors :

Yp o Dvd(tl .. .tn) = adch(tl .. .tnfl)
vaoep(ti..ty) = op(ti.. ta-1)Va (Z am)

== adch(tl .. .tnfl)

On définit une nouvelle forme bilinéaire {, } : Hpr(V) X Hpr(V') — K par :

{z,2"} = (pa(x), ¢p(2))p

ou(,)p: Hg} R X Hgy r — K désigne le couplage défini par le théoreme 80. On a alors :

{12y = (SOG() (w’))D
(

I
L)
~—~~ —~ =

AS)

)

A

N

~—

¢p(z))p
@G() p(z')p
® ¢c(y), Aopp(a'))p
® ¢c(y), (¢ ® pp) 0 A(z'))p
x @y, Ax")},

{zy, 2’} =

I
e o T n T
©
Q
8
— — —

(B (z),2'} = (By cpa(z),ep(a))p
= (pc(x),7a0¢p(2)
= (pc(x),op o Dy, (z
= {x, Dy, ()}

Par suite, d’apreés I'unicité de (,), on a (,) = {, }, et donc (z,2’') = (pg(z), op(2’))p. Comme
(,)p est non dégénérée, et que pg et wp sont bijectives, (,) est non dégénérée.

)D

))p
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2. Les deux implications <= découlent immédiatement du point 9.
Symétrie, = : supposons <, > symétrique. On a alors G, = D,,, Vv € V. On pose (z,2')op =
(2',z). Les points 4,5,6 ainsi que 'observation précédente impliquent que (, )op vérifie les points
1,2 et 3. Par unicité, (,)op = (,).
Antisymétrie, — : méme raisonnement, en observant que G, = —D,, Yv € V. O.

Remarque : sous les hypotheses du théoreme 101-2, supposons que V possede une base
orthonormale (v;)iep. Alors I'isomorphisme ¢ : Hpr(V) — Hg p défini dans le corollaire 97
est une isométrie, c’est-a-dire :

(90(‘7:)7 (,O(y))D = (IL’,y), vxvy € HP,R(V)'

3.6 Applications des résultats aux algébres de Hopf H%

3.6.1 Rappels

(Voir [9, 22, 24, 25]) Hg est l'algebre des polynoémes en les éléments de 7, 1%) . L’ensemble
des monomes de ’Hg est noté J”-'}%). On définit le coproduit de Hg I’aide de la notion de coupe
admissible de maniere similaire au coproduit de HE’ R bar :

Al) = 1®1,
A(F) = > PYF)®R(F)
cEAA(F)
= 1@F+F®l+ Y PYF)®R(F), pour F € FR, F # 1.

c€EAdL(F)

On note B:{ l'opérateur de HE qui envoie un élément ¢ ...t, € ]-'E a ’arbre obtenu en greffant
les racines de t1,...,t, & une racine commune décorée par d. D’apres [9], Bj € ZH(HPE). On a
de plus le théoreme suivant :

Théoréme 102 1. Soit A une bigebre commutative, D un ensemble non vide, et Ly € Z}(A)
pour tout d € D. Alors il existe un unique morphisme de bigebres ¢ de Hg dans A vérifiant :

woBl =Lgop, VdeD.

Si de plus A est une algébre de Hopf, alors ¢ est un morphisme d’algébres de Hopf.

2. Cette propriété caractérise 'HE, c’est-a-dire : st 'H est une algébre de Hopf commutative,
b:{ € ZL(H) vérifiant 1, alors il existe un isomorphisme d’algebres de Hopf ¥ de Hg dans
H tel que\IloB:[:b:{o\Il, Vd € D.

Remarque : Hg n’est pas égale a l'abélianisée de ’Hg r- En effet, (’Hg r)ab st L'algebre des

polynomes en les éléments de 7, P? R ; autrement dit, on a par exemple :

I F Ll et {/ #* \} dans Hpr,
#* \} dans (Hp,R)abs
Ao =1, et {/ = \} dans Hpg.

3.6.2 Liens avec Hpp

On a une surjection ( : TER — 7, RD qui & un arbre enraciné plan décoré associe le méme
graphe, muni des mémes décorations, en oubliant la donnée du plongement dans le plan. On
prolonge ¢ de ]:IQR vers .7:5 en posant ((t1...t,) = ((t1) ... (tn).

70



Proposition 103 On considére ’application suivante :
. { HB, — HE
FerF }?R — ().
Alors ® est un morphisme surjectif d’algébres de Hopf graduées.

Preuve : on note B:{ Iopérateur de HE qui envoie un élément ¢y ...t, € ]-'E a l’arbre obtenu en
greffant les racines de t1,...,t, & une racine commune décorée par d. D’apres [9], il s’agit d’un
1-cocycle de Hg.

Par la propriété universelle de H?R, il existe un unique morphisme d’algebres de Hopf
o HTIZ’R — Hg tel que @' o B; = Bj o ®'. Montrons par récurrence sur n = poids(F) que
®'(F) = ((F). C’est vrai si n = 0. Suppposons ce résultat vrai pour toute forét de poids inférieur
ou égal a n, et soit ' de poids n + 1. Si F ¢ TER, il existe FY, Iy € ng, non vides, telles que
F = F|F5. Alors (I)/(F) = ‘I)/(Fl)q)/(Fg) = C(F1)C(F2) = C(F) Sinon, il existe d € D, F} € ng,
tels que F' = B (F1); alors ®'(F) = B (((F1)) = ((F); par suite, ® = ®' est un morphisme
d’algebres de Hopf. Enfin, il est immédiat que ® est homogene de degré 0. O

Proposition 104 Pour tout t € T, on note n; le nombre de plongements de t dans le plan.
On considére le morphisme d’algébres suivant :

v Hg —_— (Hng)ab
1
teTP — = t.
7 — >

t’" plongement
de t dans le plan

Alors W est un morphisme injectif d’algebres de Hopf. De plus, si ® : (HE,R)ab — 'Hg est

obtenu par passage au quotient de ®, alors ® o ¥ = IdHD.

Preuve : pour tout d € D, on considere I’ apphcatlon Lq:HB PR (Hg, r)ab définie par :
Zd(tl cotg) = g Z B:lr(to(l) .. ~ta(k))-
’ og€ESy,

De maniére évidente, Ly passe au quotient en une application Ly : (Hg R)ab — (’H}D; R)ab
Soient t1,...,t € TI?R.

1
dotoytopy | = 2l Y Biltuow) - tuot)
o€Sy o,WESk
= > B} (k)
TESK

. D .
par suite, on a dans Hprg:

AoLg [ Y toy-tomy | = | D toqt)---torr)
o€Sy, ocESk
(Id(X)B+ oA Z ta(l)-”ta(k)
€Sy,
. Z lo1) -+ Lok)
c€Sk

—|—([d ® Zd) oA ( ta(l) R ta(k)

71



Comme (Y g, to(1) - "to(k))t17.--,tk€T£R génere linéairement (HgR)ab, on en déduit que Ly €

(('H pr)ab)- Par le théoreme 102, on en déduit qu'il existe un morphisme d’algebres de Hopf

: HD (HER)ab tel que W o BY = Ly o V¥ pour tout d € D. Montrons par récurrence sur
poz'ds(t) que U(t) = W/(t) pour tout t € T,P. C'est évident si ¢ est de poids 1. Sinon, posons
t= Bj(tl ...1r), et supposons 'hypothese vraie pour t1, ..., .

/ o + ’
v(t) = k'nt Z > By oy - top)
oESk t! plongement

de t dans le plan

1
= o Z v

t' plongement
de t dans le plan

= W)

Par suite, ¥ = W', et donc ¥ est un morphisme d’algebres de Hopf. On a immédiatement
doV = Ing, et donc ¥ est injectif. O

3.6.3 Primitifs de H%

On utilise les notations de la section 1.3. Soit T le sous-espace de ’H% p engendré par TF? R

Alors M = M?&7T. On peut donc identifier 24 a7z €t 7. Pour tout ¢ € ’TPD r» d’apres la proposition
25, 0on a :

5(t) = > Pe(t) ® R°(t) — RE(t) ® P°(t).

¢ coupe simple de t

On note P(7) = {x € T/6(x) = 0}.

Pour toute forét F =t;...t, € ]:I?R, le type de F est le n-uplet (poids(t1),...,poids(ty)).
On a ainsi une graduation de Hg r sur I'ensemble des suites finies d’entiers non nuls. Les types
sont ordonnés de la maniere suivante :

(a1y...,ap) > (b1y...,by) st n>m;
ousi n=m,

ar =by,...,a;—1 = bi_1, a; > b;.

Lemme 105 Soit x € S(HER) N M?, non nul. Alors la composante T(q non nulle de x

de plus petit type possible est dans P(T)™.

T = Z Z(by,....bm)>

17..4,(171)

Preuve : on pose :

(b17~~~7bm)€I
avec T(y, . ,,) Hon nul, homogene de type (b1, ... ,bn). Comme z € M?, pour tout (by,...,by) €
I, m > 2. On pose :
T = Z L(by,....bx)>
(b1,...bp) €I

de sorte que z = xp + ...+ N, 2 € 7%, non nul, 2 <n < N.

Enfin, on pose :
J
-
j=1

les t,(j ) e 7T, homogeénes, J étant supposé minimal.
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Soit 7y, la projection sur 7% parallelement & b, 2k Tt

(M @ m1)(A(2) — AP(z)) = Y ¢ @ty .. 1D @ (1))

= 0,

avec 5(t2(-j)) = (tl(-j))' ® (tgj))”. L’algebre H?R étant librement engendrée par 7, on en déduit :

Yo .o e. o o) =0
i,J

En ne conservant que les termes de la forme ¢; ®...®t,41, avec poids(t1) 4+ poids(t,+1) minimal,
on obtient :

Z T(by,....bn) € P(T)Tn_l.

En ne conservant que les termes de la forme t; ® ... ® t,,41, avec poids(t1) = a1, et poids(ta) +
poids(ty+1) minimal, on obtient par minimalité de J :

Z T(by,....bn) € P(T)2Tn_2.

De proche en proche, on aboutit au résultat. O
Théoréme 106 ¢H7§,R et ng,R sont bijectifs.

Preuve : montrons par récurrence sur n que :

S(HJQ,R) N Mégﬁ N (Hllz,R)n = M§ N (HE,R)H'

(HE r)
On a immédiatement S(HE’R) N M%ER N (H?R)n 2 ME(HIIBR) N (H?R)n.

Sin = 0,1, les deux sont nuls. Supposons le résultat vrai pour tout m < n, et soit x €
S(HE,R) N M%ER N (HgR)n, non nul. Sa composante homogene x4, . 4,) non nulle de = de plus

petit type possfble est dans P(7)". Posons :

x(ah_,’an) = Z tgj) e t%j),
J

tgj ) ¢ P(T), homogenes de poids a; < n. D’aprés ’hypothese de récurrence, la proposition 31
(6 = 4), et le fait que HQR ~ (HgR)*g, wH?R restreinte a (HE,R)O ®...0P ('HgR)n_l est

Z(J) Z(J)) _ tZ(J)
Alors =z — ngj) P e S(Hg r), et toutes ses composantes homogenes non nulles sont
de type strictement plus grand que (aq,...,a,). De proche en proche, on montre qu'il existe
Yy € M«g(HE,R) N (H}D), Rr)n» tel que les composantes homogenes non nulles de = — y soient toutes de

type strictement plus grand que (1,...,1). Comme x — y est homogene de poids n, et que toute
forét de poids n est de type inférieur a (1,...,1), z = y.

surjective. Donc il existe x .

€ S(HgR), homogenes de poids a;, tels que m4(x

On a ainsi montré la propriété 6 de la proposition 31. On en déduit 1 et 2 : ¢H},’R et 7’ng3

sont injectifs. De plus, comme H}.?’ R et (Hg, )9 sont isomorphes, 3 et 4 donnent la surjectivité

Corollaire 107 & : Prz’m(Hg’R) — Prim(HE) est surjectif.

Preuve : d’apres le théoreme précédent, il suffit de montrer que @ : Prz'm((Hg’ Rr)ab) —
Prim(HE) est surjectif. C’est immédiat, car il existe un relevement ¥ : HE — (HE5)w
du morphisme d’algebres de Hopf ® (proposition 104). O
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3.6.4 Dual gradué de H%

On va chercher (Ker(®))* dans la dualité entre Hg r et elle-méme de la section 3.2.1.

Proposition 108 1. (Ker(®))* est une sous-algebre de Hopf cocommutative de HP R Stable
par vq, Vd € D (yq est définie dans la section 3.2.1, équation (3.7)).

2. Pour F € FF, on pose :
fr= 2. ew

C(F)=F
Alors (ff)fe]_—p est une base de (Ker(®))*.

3. Pour F1,Fq,F € fR, soit n(Fy, Fa; F) le nombre de coupes admissibles de F telles que
P¢(F) =F; et R°(F) = Fy. Alors :

7, /7, = Z n(F1,Fa; F) f5.
FeFk
Preuve :

1. Comme ® est un morphisme d’algebres de Hopf, Ker(®) est un idéal bilatére, un coidéal,
et est stable par S. De plus, ® o B:{ = B:[ o ®, donc Ker(®) est stable par B;r.

€ (Ker(®))* car Ker(®) C Ker(e).

Soient x,y € (Ker(®))*, z € Ker(®); (zy,2) = (x ® y, A(2)) ; or A(z) € Ker(®) ® HPR +
ng,R ® Ker(®); donc (zy,2) =0 : a2y € (Ker(®))*.

Soit z € (Ker(®))t, y2z € H R®K6T(@)+K6T(@)®H3R. Alors (A(z),y®z) = (x,yz) =0
car Ker(®) est un idéal bilatere; par suite, A(z) € (H}D),R ® Ker(®) + Ker(®) ® 7'[];D;7R)L =
(Ker(®)*: @ (Ker(®))*.

Comme Ker(®) est stable par S, (Ker(@))L est stable par §*9 = S.

Comme Ker(®) est stable par BT, (Ker(®))* est stable par (B} )* = 4.

Enfin, soient z € (Ker(®))*, v,z € HIDD,R-

(A(z) = A%(z),y®@2) = (Alx),y®z—-2QyY)
= (zyz— )

Comme HE est commutative, yz — 2y € Ker(®), et donc (z,yz — zy) est nul; par suite,

A(z) = A%(x).

2. La famille (G — G') g qre FD o C(@)=C(G") génere linéairement Ker(®). On montre facilement

que (f7, G —G') =0si ((G) = ((G"). Donc f5 € (Ker(®))*. 1l est immédiat qu’il s’agit d'une

famille libre; en comparant les dimensions des composantes homogenes de (Ker(®))* et de

I'espace engendré par les f, on montre qu'il s’agit d’une base de (K er(®))*.

3. La dualité entre HB p i et elle méme engendre une dualité entre (Ker(® Nt et HE pr/Ker(®) ~
Hg. On a alors, pour F,G € ]:IQR :

(fer): €(GQ)) = Z fr, G )
C( C(F)

= 5<<F>, ¢«(G)
Alors pour Fy,Fo, F € ]—'}g :

(f7, 7, F) = (fF, © f7,, A(F))
= n(Fl,FQ;F).

D’ou le résultat annoncé. O
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Corollaire 109 Soit LP l’algébre de Lie de base (f;)geTI?, avec :
i fra) = 32 (01, 57) — n(f,71:) fr
eTp
Alors le dual gradué de Hg est isomorphe a U(LP) comme algébre de Hopf graduée.

Prewve : (HP)* ~ (Ker(®))*. Comme (Ker(®))! est cocommutative, d’apres le théoréme 17,
(Ker(®))* ~ U(Prim(Ker(®))*). De plus, une base de Prim((Ker(®)*) est (f;);eT}? d’apres
le théoreme 80-7. La formule pour [f; ; f;,] se déduit de la proposition 108-3. O l

Remarque : on a retrouvé ainsi le résultat de [9, 29].

3.6.5 La sous-algebre Hgdders

Hgdders est la sous-algebre de Hg engendrée par les arbres tels que la fertilité de chacun
de leurs sommets est inférieure ou égale a 1. Ces arbres sont appelés échelles. Si D contient D
éléments, il y a exactement D™ échelles de poids n, qui sont :

I(dy,...,dn) = By o...0Bj (1), (di,...,dy) € D"

Hgdder  est une sous-algebre de Hopf. On note L, le sous-espace de Hgdders engendré par les
échelles de poids n, et L = @ L,,. La cogebre de Lie de H}deers s’identifie naturellement a L,
avec :

n—1
5(U(d, ... dn)) = +> Udit1,....dn) @U(dy, ... d;)
=1

n—1
= Udy, .. di) @ Udigas - dn).
=1

Le groupe cyclique (0,) d’ordre n agit sur L,, par :
O'n.l(dl, e ,dn) = l(dg, e ,dn, dl)
On utilise les notations des sections 1.3 et 1.4.

Proposition 110 Soit l € L, posons | =11 + ...+ 1, l; € L;. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

D .
1 le P(Hladders) ’
2. Yi, l; € P(HE 10.00) i
3. Vi, l; est invariant sous [’action de o;.
Preuve : on a immédiatement 1 < 2.
2 & 3 : soit 7; la projection sur la composante homogene de poids j. On note 7 ; : L; ®

Lj — L;;; la bijection qui envoie I(dy,...,d;) ® l(dit1,...,dir;) sur I(dy,...,di+j). On a
immédiatement que :

Tiijo (mj@mi_g) o 8(I(dy,...,di)) = —I(dy,...,d;) +oll(dy,...,d).
Donc :
li € POHE jgers) <= Vi€{l,...i—1}, 0ll=1

s ogpldl=10. O
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Pour aq, ..., a, entiers non nuls, (dy,...,d,) € D", avec n = a1 + ...+ a,, on pose :
9y )

lag,an(di, .o ydn) =1Ud1, ... day) .. UWday 4. 4ar 1415 -+ dn)-

(opn) agit sur D" par o,.(dy,...,d,) = (do,...,dy,d1). Soit I, un systeme de représentants des
orbites de cette action.

Corollaire 111 Une base de l’espace de primitifs homogénes de poids n de Hgdders est :

~ (—1H
ZT > Zzal” I (dy,. .. dy))

r=1 aj+...4ar=n j=0
a:>0 (d1,eeesdn) Eln

Preuve : (E U%.l(dl, ol forme une base de P(Hladders) N L,, d’apres la propo-

dn))(dl,...,dn)eln
sition précédente. Son image par l'isomorphisme T : P(HE ., ) — Prim(HPE . .) introduit
dans la remarque 2 suivant le corollaire 37 est donc une base des primitifs de poids n. On vérifie
facilement que :

_ 2L (=1)r !
T(U(dy,-.ydn)) =D ~——2— > lay,a(di,. .. dy). O

r
r=1 aj+...far=n
a; >0

Corollaire 112 Posons p, = dim(Prim(HE j50rs) VHE sgers)n)- Soit D = card(D).On a alors :
1 n d
o)
din
ot ¢ désigne l’indicatrice d’Euler, c’est-a-dire :
o(k) = card({m € {1,...,k} / pged(m, k) = 1}).

Preuve : premiere étape : soit a, la suite d’entiers définie par :

> ag=D", ¥neN".
dn

Montrons qu’on a alors p,, = % Z da%.
din
On note x,, le caractere de la représentation L, de (0,). D’apres ce qui précede, p, est la
dimension de la composante isotypique triviale de L,. Si x¢ est le caractere trivial de (o), on
a alors (voir par exemple [15], page 17) :

(Xn»X0) Z Xn( U]

Dans la base des échelles, ol est representé par une matrlce de permutation, donc Xn(a,%) =
T r(an) est le nombre d’échelles invariantes sous 1’action de o7,. Donc :

> card({(dy, ..., dn) € D"/7(dy, ... dn) = (di,...,dn)})

TE€(on)

- = Z card(Stab((di, ..., dy)).

n
(dlv--'adn)epn

S|

Pn =

—_
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On pose A, = {(d1,...,dn) € D", card(Stab((d1,...,dn)) = k}, et a, = card(Ayy). Par
suite :

D" = Z Qn,d,

dln

1
Pn = Ezdan,d-
din

Soit (di,...,d,) € Api. On pose (di,...,dn) = (a1,...,ax), avec a; € DF. L'unique sous-
groupe d’ordre k de (o) est engendré par (oy,)%, donc Stab((dy, . .., dy,)) = ((Un)%> ; par suite :

(0n)5.(d,. .. dy) = (ag, ... a5 a1) = (a1, ..., az).
Donc a; = ... = ar = a. Il existe un unique k" divisant %, tel que a € An ;. En posant a =
(b, ... vbﬁ% on a, comme précédemment, by = ... = bn, =b. Alors (dy,...,dy) = (b,...,b) (b

apparait kk’ fois) est invariant sous I'action de (0,)#¥ , et donc k&’ | k : k' = 1. On a donc une
bijection :

An,k - A%,l

(a,...,a) — a.

Donc ay, ;= any =an.

=I3

Deuxieéme étape : on se place dans I'algebre CY', muni du produit de convolution :

(an) * (by) = Zadb%

din

On a montré que dans cette algebre, en désignant par (1) la suite constante égale a 1 :

On désigne par p la fonction de Mdbius (voir par exemple [19], pages 19-20). On a alors, par la
formule d’inversion :

(an) = (u(n))*(D"),
(npn) = (n) *[(n(n)) * (D")]
= [(n) * (u(n)] + (D).
Montrons que (n) * (u(n)) = (¢(n)) : il est équivalent de montrer que (n) = (¢(n)) * (1),

c’est-a-dire :

VneN, n=">_¢(d),

din

ce qui est vrai. On a alors (np,) = (¢(n)) * (D™), ce qui est le résultat annoncé. O
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Chapitre 4

’1. s D
Etude algébrique de ‘H PR

Introduction

Nous effectuons dans ce chapitre I’étude de quelques propriétés algébriques de Hg R et de
Hg. Dans le premier paragraphe, nous donnons une caractérisation des cogebres tensorielles
(théoreme 115), et nous 'utilisons pour montrer que Hg R (Hg R)ab €t Hg sont des cogebres ten-
sorielles. Nous pouvons ainsi construire et classifier les endomorphismes de cogebres et d’algebres
de Hopf de Hg R et Hg dans le deuxieme paragraphe. Nous montrons que les groupes de coho-
mologie de Hochschild de HID;, R et Hg sont nuls des que n > 2 dans le troisieme paragraphe.

Les groupes des caracteres des algebres de Hopf des arbres enracinés ont une grande impor-
tance en Renormalisation (voir [10, 11]) : nous les décrivons dans le quatrieme paragraphe sous
forme de séries indexées par des arbres. Enfin le dernier paragraphe donne quelques résultats
complémentaires sur les cogebres tensorielles; en particulier, nous montrons que tout produit
munissant T'(V') d’une structure d’algebre de Hopf commutative la rend isomorphe & une algebre
de battage (théoreme 138). Nous en déduisons que les algebres de Lie Prim(HB ) et £P sont
des algebres de Lie libres. 7

4.1 Cogebre tensorielle d’un espace vectoriel

Dans toute cette section, V' désigne un espace vectoriel quelconque sur un corps commutatif
K.

4.1.1 Construction et caractérisation

Soit T(V) = @2, V™. Pour tous v1,...,v, € V, on note leur produit tensoriel dans V®"
vi T ... To, plutét que v1 ® ... ® v, ou vy ... v,. On munit cet espace d’une structure de cogebre
en posant :

n

AT .. Tog) => (1T Top) @ (e T ... Ton). (4.1)
k=0

D’apres [2], chapitre III, §11, (T'(V'), A) est bien une cogebre appelée cogebre tensorielle de V,
et sa counité est donnée par :

e(l)=1, e(n1 T...Tw,)=0sin>1.

De plus, T(V) munie de la graduation (V®"),cy est connexe. T'(V) est donc filtrée par deg,
comme on ’a vu dans la section 1.2.1.
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Remarque : d’apres la propriété 7 du théoreme 80, H? p est une cogebre tensorielle, avec
V = vect(e, t € TP?R), T étant donné par :

€t1—|—...—|—6tn = etlmtn.
Ezemple : p= -2l +.. =ey,q=.=¢,,alors qTp=c :—i -V +.1.

On rappelle que AF est défini dans la section 1.2.1.

Lemme 113 Soient vy,...,v, € V.

An—l(vlT...Tvn) = V®...Qu, sin>2 ;
Ak(vl—l—...—l—vn) = 0sik>n.

Preuve : récurrence facile sur n. O

Proposition 114 1. 1 est le seul élément non nul de T(V) tel que A(e) = e ® e.
2. Soit v € V. On définit L, : T(V) — T(V) par Ly(v1T ... Tog) =v1T ... TogTv. Alors
Ve e T(V), A(Ly(x)) = Ly(z) @ 1+ (Id® Ly) o A(x).
3. Prim(T(V))=V.
4. Ker(AMY=V@&...eVe",

Preuve :
1. Voir [2].

2. Découle immédiatement de (4.1).

3. Soit x un primitif de T(V'). Alors e(z) = 0, donc z € V @ ... ® V®" pour un certain
n > 1. Posons = 1 + ... + =, avec z; € V®. Supposons n > 2, et z, % 0. D’apres
le lemme 113, A" 1(z) = A" !(z,) = 0, car A(z) = 0. Or, toujours d’aprées le lemme 113,
A1 Y@, VO et Pidentité : par suite, z, = 0 : on aboutit & une contradiction. Donc
n =1, et Prim(T(V)) C V. La réciproque est triviale.

4. On vient de le montrer pour n = 1. Soit n > 1; supposons le résultat acquis pour
tout k < n, et soit x € T(V), A™(z) = 0. Posons A" 1(z) = Sz @ ... ® 2. D’apres le
lemme 10, on peut supposer que les (9 sont primitifs, donc sont des éléments de V. Alors
Az =S 2WT .. Tz() =0, donc 2 € Ker(A" 1) + Ve, dott Ker(A") CV@...0 V"
d’apres I’hypothese de récurrence. L’inclusion réciproque découle immédiatement du lemme 113.
O

On constate alors que T(V)degpgn =KoV ®...oV® La filtration par deg, provient donc
de la graduation dont les composantes homogenes sont données par T'(V')geg,=n = yen,

Théoréme 115 Soit (C, Ac,e) une cogébre vérifiant :
1. 3 ecC—-{0}, Ac(e) =e®e.
Prim(C) — L(C)
— L

2. Soit Prim(C) ={zx € C/Ac(z) =z®e+e®x}; alors 3 L: { »

vérifiant :
a) Ly(e) =p, Vp € Prim(C).
b) Ac (Lp(z)) = Lp(z) ® e+ (Id® Ly) o Ac(z), Vo € C.
3. On pose Ac(z) = AL(z) = Ac(z) —r®e—e®x, et par récurrence on définit Al =
<Ag_1 ® Id) o AL ; alors pour tout x € Ker(e), il existe n > 1, Al(z) = 0.
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Alors C' et T(Prim(C)) sont isomorphes.

Preuve : soient p1,...,p, des éléments primitifs de C.
On définit par récurrence p1 To ... Tepn = Ly, (p1Tc - .. Tepn—1) (on utilise la convention pi T . .. Top, =
e si n = 0). Montrons par récurrence sur n que :

k=n

AcmTo..Topn) = Y (mTe.. Tepr) ® (priaTo - Topn). (4.2)
k=0

C’est vrai pour n = 0. Supposons le résultat vrai au rang n — 1; alors

AcpiTo...Tepn) = Ac (Lp,(p1To ... Tepn-1))
= (mTo-.. Tepn) @e+ (Id® Ly,) o Ac(prTe - .- Tepn—1)
k=n—1
= (mTo..-Topn) @e+ > (mTo---Topk) @ (PeTo - Topn)
k=0
k=n
= Y (mTe... Tepk) @ (prraTo - Topn).
k=0
Comme L est linéaire, (p1,...,pn) — p11c ... Topn est n-linéaire. On peut donc définir :

F:T(Prim(C)) — C
P11l ... Tpp — pi1lo... Topn. (4.3)

D’apres (4.1) et (4.2), F est un morphisme de cogebres.

Montrons que F' est injective : soit * = zgl +x1 + ...+ z,, avec 9 € K, ; € Prim(0)®i,
tel que F(z) = 0. Supposons z, # 0. Comme e(F(z)) = e(z) = zp, on a xg = 0 : n > 1. De
plus, F(p) = p, Vp € Prim(C), donc n > 2. Comme F est un morphisme de cogebres et que
F(1) =e,on a Af, o F = F®#+1) o AF pour tout k > 1. Par suite, dans Prim(C)®" :

A F@) = 0
= F®"o A" ()
— F9®ng An—l(xn)
— ‘&n—l(xn)

= x,.

(On a utilisé le lemme 113 pour la troisieme et la derniere égalité et le fait que F(p) = p
Vp € Prim(C) pour la quatrieme).
On aboutit a une contradiction, donc F' est injective.

Il reste a montrer que F est surjective.

Montrons que Ker(AL) C F(Prim(C) @ ... ® Prim(C)®"). En utilisant I'hypothese 3
du théoreme, on pourra conclure. Procédons par récurrence sur n : c’est vrai pour n = 1,
Ker(AL) = Prim(C) C F(Prim(C)). Supposons I'hypothese vraie au rang n— 1. Soit € C' tel
que A’(}(x) = 0, posons Agﬁl(l‘) =YW@, .. @zM. Dapres le lemme 10, on peut supposer les
2@ primitifs. Alors A% (2—F (3 aMT ... Tz()) = 0;donc z € Ker(A™H)+F(Prim(C)®");
par I'hypothése de récurrence, Ker(AL) C F(Prim(C) @ ... ® Prim(C)®"). O

Remarque : on peut donner une version de ce théoreme pour les cogebres cocommutatives,
en remplacant la condition 2. b) par :

Ac (Lp(x)) = (Ly® Id+1d ® Ly) o Ac(z), Vx € C.
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La conclusion est qu’alors les cogebres C' et S(Prim(C)) sont isomorphes. Ce dernier résultat
se dualise sous la forme suivante :

Théoreme 115’ Soit A une algebre commutative vérifiant :

1. A posséde un idéal M de codimension 1.
w* — L(C)

fo— Ly vérifiant :

2. Soit W un supplémentaire de M? dans M ; alors 3 L : {

a) Ly(w) = f(w)l, Vfe W*, Ywe W.
b) Pour tout f € W*, Ly est une dérivation de A.
3. W génére l’algebre A.
Alors les algébres A et S(W) sont isomorphes.

Quand dim(W) = 1, ceci découle immédiatement du lemme 4.7.5 de [13]. Quand W est de
dimension finie, on peut donner une preuve de ce résultat par récurrence sur dim(W).

4.1.2 Cas des algeébres de Hopf HE

On utilise les notations de la section 3.6. Soient F,G € .7:}?. On pose :

— 1
FTG = ZWS(G) Z (greffe de F' sur le sommet s), si G # 1;
sesom(G)
= O, si G = 1.

Ezemples :

o tead | ot (]

LT oL \I)+Y+\f ,

3

Wl

1T.. = l(f. +.f) ~1..

2

On prolonge T en une application bilinéaire de Hg X Hg dans Hg. On considere :
L :Prim(HR) — L(HE)

D _ . 4D
P_>Lp3{HR "z

r — xTp.
Proposition 116 L vérifie la condition 2 du théoréme 115, avec e = 1.

Preuve : soient F,G € .7-"}?. Soit s un sommet de G, et soit H la forét obtenue en greffant F' sur
le sommet s. Soit ¢ une coupe admissible non vide et non totale de H.

1. ¢ coupe les arétes reliant les racines de F' a s. Alors :
(a) soit ¢/ est vide, et alors P°(H) = F, R°(H) = G.
(b) soit ¢’ = ¢ est admissible, non vide, et alors P°(H) = FPY(G), R°(H) = R°(G).
De plus, comme c est admissible, s est nécessairement 1'un des sommets de RCI(G).

81



2. ¢ coupe au moins une aréte de F' ou une aréte de s vers une racine de F' et ne coupe pas
toutes les arétes de s vers une racine de F. Alors ¢ = g et d' = ¢/ sont admissibles et
c’ est non vide.

(a) Si ¢ est vide, alors P¢(H) = P°"(F); de plus R°(H) est la greffe de R®'(F) sur le
sommet s de G.

(b) Si ¢ est non vide, alors P¢(H) = P (F)P"(G); de plus, s est un sommet de R (G)
et R°(H) est la greffe de RY(F) sur R (G).

3. ¢ ne coupe que des arétes de G : posons ¢ = oG-

(a) Si s est un sommet de P°(G), P¢(H) est la greffe de F sur le sommet s de P¢(G) et
R¢(H) = R°(QG).

(b) Si s est un sommet de R (G), alors P¢(H) = P¢(G), R°(H) est la greffe de F sur le
sommet s de R (Q).

En sommant sur s, et en posant A(F) =S F' @ F/, A(G) =Y. G' @ G" :

nA(FTG) = nFeG+ )Y n"FG' @G +) nF' @ (F'TG)
+SS0FE @ (FITE + S0 (FTE) 0 67+ 3 n"G @ (FTE).

(n désigne le poids de G, n' le poids de G', n” le poids de G”.)

Soit hp : HE @ HE — HE ® HE définie par :

hp(X®Y) = xinX@Yeri/LyZF’X@(F”TY)

+— 2 (FTX)oY + —L-X @ (FTY),
r+y Tty

ou X, Y sont des éléments homogenes de .7-"1? de poids respectifs z, y. En remarquant que n’+n’ =
n, on obtient :

AFTG) = FeG+Y F o (F'TG) +he(AG)).
Par linéarité, pour tout p primitif de Hg et F' e .7:12 :
A(FTp)=Fep+» F o (F'Tp),
ce qui est équivalent a la condition 2 du théoreme 115. O

La condition 3 découle du lemme 11. On en déduit que Hg est une cogebre isomorphe a
T(Prim(HPE)). Plus précisément, on pose :

P, :Prim(HE)*" — HE

PMIO...0p, — pl?...fpn.

Les P, sont alors injectives, et HE = @ Im(Py,).
neN

82



4.1.3 Cas de I’abélianisée de Hp

On définit T : HB , @ HE , — HE , par récurrence sur poids(F) de la maniére suivante :

Loty T1 =

1... tn—T—Od = Z Bc—;_(ta(l) e tg(n)),
0€Sh

GTt)...t, = Ztl (GTth)...t

t1...ta TBJ(F) = B;(tl...tnTF )+ D Bi(te) - - tom)F).
O'ESn

(C’est-a-dire qu’on greffe les t5(1) . .. t5(,) "le plus a gauche possible” sur chaque sommet de F).

On pose :
- 1 .

1. g TF = ————t1...0, TF.
Lo nlpoids(F') Looein
Soient F et G € ng, toutes deux différentes de 1. On pose A(F) =Y. F' @ F" et A(G) =
> G’ ® G". Une étude simple des coupes admissibles de chaque forét de GTF montre que :

A(FTG) = (FTG)®1+1@ (FTG)+FG+Y G ®(F'TG)
+hp(A(G) + 1@ Hp g, (4.4)

ou hp : Hg R®Hg R H? R®'Hg r est une certaine application linéaire et I le sous-espace de
HID%R engendré par les t1...1, — 1) - to(n)s L1+ tn € .7-"},)’3, o € S,. Or [ est I'idéal bilatere
engendré par les zy — yx, =,y € H? g+ De plus, on a facilement :

(th -ty =gty - tom) TF = 0
GT(ty -ty =ty tomy) € L.
Par suite, T passe au quotient dans (Hg R)ab = H? r/I. Comme dans le cas de Hg, la condition
2 du théoreme 115 est vérifiée d’apres (4.4). On en déduit que la cogebre (Hg’ R)ab €st isomorphe
a la cogebre T(Pmm((Hp R)ab))-

4.1.4 Bigraduation de T'(V)

Dans ce paragraphe, on suppose que V' est muni d’une graduation (V;);>1, telle que les V;
soient de dimension finie; on pose v; = dim(V;) et P(X) = Y. v; X" la série génératrice des v;.
On suppose vg = 0. Cette graduation induit une graduation de la cogebre T'(V). On notera
T(V)poids=n la composante homogene de degré n de T'(V'), 1, sa dimension et R(X) = > r, X"
la série génératrice des ry,.

On notera T'(V)poids=n,degy=m = T(V)poids=n N VE™ et hpm = dim(T (V) poids=n,deg,—m)- Enfin,
on introduit les séries formelles suivantes :

(X) = homX", HX,Y)= > lpmX"Y™.
n>0 n>0,m>0

On remarque que Hyo(X) =1 et que Hi(X) = P(X).
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Théoréme 117
H,(X) = P(X)™, VmeN,
1-P(X)’

R(X)
1-YV)RX)+ Y’

Preuve :

T = g E Vgq - - - Vay,

k>1 a1,...,a; tous non nuls,
al+...+tag=n

[P ) L
bi!...by,! 1 n

_ Z (b1++bn)‘ bl b
b1+2b2+...4+nb,=n

Dot R(X) =3 ;s P(X) =(1-P(X)) L

hom = g Vay - -+ Va,,

at,...,am tous non nuls,
ar1+...+am=n

|
— m. bl bn
- > bl bt

b1+2bg+...4+nbp=n,
b1+bo+...4+bp=m

Par suite, H,(X) = Hj(X)™ = P(X)™.
On a de plus :

HX)Y) = > Hp(X)Y™

1Y + 5
R(X)

1-Y)R(X)+Y"

Supposons D fini de cardinal D. Les résultats précédents s’appliquent & HE2, H? ret ('Hg R)ab-
Dans le cas de ’Hg, on retrouve les résultats de [4, 14]. Dans le cas de ’HBR, on pose p, =
dz’m(Prim(HgR) N Hy). On obtient :

1
P(X) = 11— ——
= 1—(1-T(DX)) d’apres (3.2),
T(DX).
Proposition 118 Soit p, = dim(Prim(HgR) NHy), et P(X) = anX”. Alors :
neN
1-+v1—-4DX 2n — 2
pex) = Lo VIZADX L Cn=2) e e

2 > Pn= nl(n —1)!

Le théoreme 117 est utilisé dans la section 7.4 pour calculer les dimensions des premieres
composantes homogenes de Prim((Hp,r)ay) €t Prim(Hg).
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4.2 Endomorphismes de Hp, (et de H})

On a vu dans la section 4.1.1 que pour p1,...,pn € Prim(HgR) :

n

ApiT...Tpy) = Z(plT o TPi) @ (Pig1 T oo Top).
=0

Pour n € N, on considere :

P, : (Prim(HgyR))(@” — H?R

PMO...0p, — p1l...Tpnp.
Les P, sont injectives, et HgR = @Im(Pn).
neN
4.2.1 Endomorphismes de cogebre

Notations :
1. Soit u : Pm’m(HgR)@ — Prz’m(HID;’R)@. On définit @ : Im(P;) — Im(P;) par © =
Pjouo P[l.

2. m est la projection sur Im(P;) = Prim(’HgR) dans la somme directe HgR =P Im(FR,).

Théoréme 119 1. Pour tout i € N*, soit u; : Prim(HB 5)®" — Prim(HB ). On définit
Py,) HE,R — HE,R par :

Py T ... Tp) = Z Z (Ugy ... @ Ug ) (P1T ... Tpp).
k=1 aj+...4+ap=n,

a;>0

Alors @,y est un endomorphisme de cogebre.

2. Soit ® un endomorphisme de cogébre de H]DJ,R. Alors il existe une unique famille (u;);en-,
u; Prim(HgR)@ — Prim(HgR), telle que ® = P(,y.

Preuve :
L. On a immédiatement € o ®(,,,y = . Comme ®,,)(1) = 1, il suffit de montrer :

A((I)(ui)(pl—r ... Tpn)) = (I)(ui) &® (I)(ui)(A(plT ... Tpn)).

On a: i
D) @ Py (A(pr T ... Tpn)) =

n
>y > (U @ @ty ) @ (up, @ @up ) (01T . Tp) @ (pja T Tpy)]
7=0 a1+..4ar=j bi+..+bj=n—j

—A > (g, @ @ug, )T .. Tpn) = Tn(pr T ... Tpn)
di+..+dm=n
=A Y (g, @ @ug, )T Tpa) | =0
di+...+dm=n

=A@, (1T ... Tpn)).
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2. Montrons par récurrence sur n qu’il existe u; : Prim(HgR)@i — Prim(HgR) pour
(n) (n)

tout i < n, tel que si on pose u; * = u; sit < n et u;
Im(Py)®...® Im(P,).
Comme ®(1) est un élément groupoidal, nécessairement ®(1) = 1, ce qui prouve la propriété

au rang 0. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. On pose &1 = <I>(

=0sii>n,alors ® = <I>(u(n)) sur

(n—1),. On a alors :

A@piT...Tpn)) = @A T...Tpy))
D @ d"D(A(p,T... Tpy))
A@ D (pT... Tpn)).

(On a utilisé le fait que A(p1T ... Tpy) € Im(Py) @ Im(Py_1) + ...+ Im(Py_1) ® Im(Py) pour
la deuxieme égalité.)

Donc (& — &= D)(p;T...Tpy,) est primitif. On définit alors u,, : Prim(HgR)Q@" —
Prim(Hg’R) par :
Up(p1T ... Tpa) = (@ — D) (py T ... Tpy).

Comme @(u(n)) = <I>(u<_n71>) sur Im(Py) & ... ® Im(P,—1) et que <I>(u(n>) = ®(u('n71)) + U, sur
Im(P,),ona®= (I)(u(.">) sur Im(Py) @ ... & Im(FPy,).

On conclut en renllarquant que <I>(u<_n+m)) = <I>(u<_n)) sur Im(Py) & ... @ Im(F,), et donc
d =, sur @Im(PZ) = H]D:,R.

neN

Unicité des u; : on a u; = 71 0 @)1 (py)- O
Corollaire 120 L’application suivante est une bijection :

Endcogébre(H}DD,R) — ‘C(Hipj,Rvprim(HTP),R))

d — mod.

Preuve : injectivité : supposons que m10® = m10®’. Montrons que ®(p1T ... Tp,) = ' (p1 T ... Tpyn)
par récurrence sur n. Pour n = 0, ®(1) = ®’(1) = 1. Supposons la propriété vraie pour tout
k < n.

Aod(pT...Tpy) = ®@&AMT... Tpy))

' @0 (A(p1T...Tpy))
Aod' (p1T...Tpy).

Donc (& — @) (p1 T ... Tpy) est primitif, par suite :
(@ — )1 T...Tpp) =m0 (=@ )1 T...Tp,) =0.

Surjectivité : soit u € E(HER, Prim(H}D)’R)). Soit u; telle que u; = ujp(p,)- Alors m10®(,,) =
w. O

Corollaire 121 Soit ® € Endeogepre(HB ). Alors ®(Prim(HB ) C Prim(HB ) ; soit ¢ :
Prim(HgR) — Prim(HgR) défini par ¢(p) = ®(p), Vp € Prim(HgR). Alors ® est injectif
(respectivement bijectif) si, et seulement si, ¢ est injectif (respectivement bijectif). Si ¢ est
surjectif, alors ® est surjectif.

Preuve : on peut supposer ® de la forme ®,,). Alors ¢ = u;.
Injectivité : = : évident.
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< :s0it ¢ € Ker(®), z # 0. On peut écrire z = x, + y, avec z,, € Im(F,), non nul, et
degy(y) < n. Alors :

B(2) = (WO @ u) (@) + Im(Fo) & ... & Im(Fp_1) = 0.

Donc comme (u; ® ... ®@u1)(z,) € Im(Fy), on a (w1 @ ... @ ui)(xy) = 0. Or up est injectif,
donc u1 ® ... ® u; est injectif, et donc u; ® ... ® uq est injectif : par suite z,, = 0 : on aboutit a
une contradiction. Donc & est injectif.

Surjectivité : <= : supposons u; surjectif. Montrons que Im(Fp) & ... & Im(F,) C Im(P)
VYn. Si n = 0, c’est évident car ®(1) = 1. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Soient
Pi,y.e.,Pn € Prim(HgR). 1l existe q1,...,q, € prim(HgR), tels que p; = u1(q;). Alors :

<I>(q1T S an) =p1 1 ... Tpp+ Im(F()) D...D Im(Fn_l).

Donc p1T... Tp, € Im(®), ce qui prouve la propriété au rang n.

Bijectivité : < : découle immédiatement de ce qui précede.
= : supposons ® = P,y bijectif. Son inverse est un morphisme de cogebres, donc de la
forme ®(,,). On a alors :

((I) © CI)71)|P7“im('HE’R) = IdPrim(HB,R)
= Pouw

= Ui oi.
De méme, v1 ouy = IdPrim(Hg’Rw donc u; est bijectif. O

Remarques :

1. On peut avoir @ sujectif sans que ¢ le soit. Par exemple, pour uj, us, ug... nuls et
ug : Prim(HB 5)®? — Prim(HE ) surjectif, on a :

(I)(uz) (plT e Tp2n+1) = O,
‘D(ui)(pl"l’ A Tpgn) = W®...Q UQ(plT - Tpgn).
—— ——
n fois

Comme ug est surjectif, u$" : Prim(HgR)@’Qi — Prim(HgR)@’i est surjectif et donc

u$" - Im(Py;) — I'm(P;) est surjectif. Donc ®(y,) est surjectif. Cependant, ¢(,,) = u1 =0
n’est pas surjectif.

2. Tous les résultats de cette section peuvent étre facilement adaptés a Hg.

4.2.2 Endomorphismes de bigebre

Théoreme 122 1. Soit (Pt)teTFPR une famille d’éléments primitifs de 'HE’R indexée par TER.

Soit ®(p,) l'unique endomorphisme d’algebre de 'HER défini par récurrence sur le poids par :

<I>(P,g)('d) = b,

Qpy(t) = Z Ppy(t") TP | + P pour tout t € TI%?R, avee A(t) = Zt' @t
®) (t)

Alors ®(p,) est un endomorphisme de bigebre (et donc d’algébre de Hopf d’apreés la propo-
sition 32).
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2. Soit ® un endomorphisme de bigebre de HER ; alors il existe une unique famille (Pt)teTPDR
telle que @ = @ (p,). 7

Preuve : remarquons que ®(p,) est bien défini, car HID;, g est librement engendrée par TIZ’D R

1. 11 s’agit de montrer que A o Dpy(t) = (P(p) o P(p)) © A(t), vt € TP?R' Procédons par
récurrence sur le poids de t. Si ¢ est de poids 1, alors ¢ est de la forme o4, et donc ®(p,)(t) = P;
comme t est P; sont tous les deux primitifs, la propriété est vérifiée. Supposons la propriété vraie
pour tout arbre de poids strictement inférieur a n. Comme ®p,) est un morphisme d’algebres,
la propriété est vraie pour tout élément de Hg r de poids strictement inférieur a n. On a

Alt) =St @t", avec t” € TEr-

A@(p (1) = ZA (¢)T Pu)

= Z o Pt ) ® Py + Z Z ¢ Pt (I)(Pt)(t/)”—l—Pt”)

) (@(t)

= Z Opy(t) ® P+ > Y By ((t)) @ (R (E)) T Pyr)

) )

= Z ®(p) (1) @ FPr + Z D ey (t) @ (Rpy (")) T Prryn)

t”

= Z () © | D (@(po (")) TPy ) + P

t”)

= Z(I) Pt )® @ Pf)(t//)

(On a utilisé le fait que x — zTp soit un 1—cocycle pour tout primitif p pour la deuxiéme
égalité, I'hypothese de récurrence pour la troisieme égalité et la coassociativité de A pour la
quatrieme. )

2. Montrons qu’il existe (FPp)poids(t)<n telle que si on pose Pt(n) = P, si poids(t) < n, et

Pt(n) = 0 si poids(t) > n, alors ®(t) = (I)(P("))(t> pour tout ¢ de poids inférieur ou égal a n.
t

Pour n = 1, alors on prend P,, = ®(e,). Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Posons

A(@(t)) = 2®2(A(t))
= oD g e D(A®)
=A@ ().
On prend alors P; = ®(t) — ®(t). On a bien P; € P’rim(Hg’R), et ®(t) = @™ (t) pour tout
te ’Z'IZ? r de poids inférieur ou égal a n.

Comme &™) (t) = &) (t) pour tout ¢ € TP?R de poids inférieur ou égal & n, on a ® = @ (p,).
Unicité : on a P; = 71 0 ®(p,)(t) pour tout t € TP?R. O

Corollaire 123 Soit 7 le sous-espace de HgR engendré par les éléments de ’TP?R. L’application
sutvante est une bijection :

Endyigere(Hpr) — L(T, Prim(Hpg))
> — 7T10(I>|T.
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Preuve :
Surjectivité : soit u € L(7T, Prim(HID;.yR)). On pose P, = wu(t) pour tout ¢t € TP?R. Alors
m o ®py=usur 7.
Injectivité : si w1 0 ®(p,) = m1 0 (py) sur T, alors pour tout ¢ € TER,
1 Oq)(pt)(t) = Pt
= mo®py(t)
= P
et donc ®(p,) = (py. O

Remarque : tous les résultats de cette section peuvent étre facilement adaptés a Hg.

4.3 Cohomologie de Hochschild de H pr €t HD

Le but de cette section est de montrer que si A = H? R ou Hg, alors pour tout A-bicomodule
B, H'(A,B)=0sin>2.

4.3.1 Préliminaires

Soit A une algeébre de Hopf graduée, connexe. Soit F), : A®" — A®(+1) définie par

n

Foa1®...®an) =Y (-D)'a1®...0 Aa;)) ® ... ® ap.
=1

Lemme 124 Vn e N, F, 110 F, =0.

n
Preuve : on a F,, = Z(—l)ifd@)(i_l) ® A ® Id®™) . Par suite :
i=1

n i—1

FppioF, = > Y (-1)H1a*U Vg Ag 17D g A 1d®""
1= 1] 1

+Z 221d® i—1) [(A ® Id) o A] ® 1d®(n—1)
+Z 21+1Id® i— 1) [(Id@ A) o A] ® Id@(n—i)

T Z Z (—1) @0 @ A @ 1490~ @ A @ 142()
i=1 j=it+1
= Z(_1>2i1d®(i71) ® [(A ® Id) o A] ® Id@(n,i)
=1

- Z D¥1d®0) @ [(Id @ A) o A] @ 1d®9),

On conclut & aide de la coassociativité de A. O

Proposition 125 Soit M [’idéal d’augmentation de A, et soit n > 2. Les trois propositions
suivantes sont équivalentes :

1. Ker(F,) =Im(F,_1).
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2. Ker(F,) N M®" = F,_;(M®"=1),
3. Pour tout A-bicomodule B, H}(A, B) = 0.

Preuve:ona A= (1)® M. On pose alors 4;, i, =(1)®...0M®...0 M®...® (1) C A®",
avec les copies de M en position i1, ...7;. On a alors :

A= P A

k=0 1<1<...<1p<n
On pose :

AZn AH=01®...01)
AS" = Ayg = ME"

ghigenny

n—1
4 =D B A

k=11<i;<..<ip<n

On a A®" = A?”@A?”@A?”. De plus, comme A(M) C M@ M, et que A(1) =—1®1,0ona:
Fo(A") € AHY, Wy € {a, 8.7}

Donc 1 équivaut a: Vx € {a, 8,7}, Ker(F,)NAY" = Fn_l(Af?(n_l)). On a donc immédiatement
1= 2.

Montrons qu’on a toujours Ker(F,) N AS" = Fn,l(Ag(nfl)). OnafF,(1®...®1)=0sin
est pair, et F,(1®...®1) =1®...® 1 sinon. Par suite :

Ker(F,) N AS" = F, 1 (A2(=D) = (0) si n est impair,
= (1®...®1) sinon.

Montrons qu’on a toujours Ker(F,)N A?” = Fn_l(Ag("fl)).
Premiere étape : soit G : A — A ® A, défini par G(1) = -1 ® 1, et G(M) = (0). On
remarque que G est coassociatif. On pose alors :

Gp: A% —  A®MHD)

n
GR...0a, — Z(—l)ial...®G(ai)®...®an.
i=1

On montre de la méme maniére que pour F,, que G,,0G,,_; = 0. Montrons que Ker(Gy,) HA?" =

Gn_l(A?(n_l)). Procédons par récurrence sur n.
Sin =2 : tout élément de A%Z sécrit 1@x+y®1, x,y € M. De plus,

Gy(lez+y®l)=101@r—-yx1x 1.

Donc Ker(G2) N A?Q = (0). Comme A%l = (0), on a Gl(A%Ql) = (0).
Supposons le résultat vrai pour tout m < n. Introduisons d’abord quelques notations. Tout
élément de A?" se décompose en somme de tenseurs de la forme :

X=19"9X,®...0 1%% @ X @ 1%+
avec 1g, .. ., 4, non nuls, X; dans une puissance tensorielle de M. On pose :

p(X) = max{p/ii,...ip—1 pair},
q(X) = card({g/iq # 0}) — p(X).
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Pour tout élément a de A?”, décomposé en somme de tenseurs X; + ... + X,;, de la forme
précédente, avec m minimal, on pose p(x) = min(p(X;)) et ¢(x) = max(q(X;)). Il est clair que
p(z) et g(x) ne dépendent pas de la décomposition choisie.

On a Gn_l(A?(n_l)) C Ker(Gy) N A%m car G o G,—1 = 0. Soit z € Ker(G,) N A?”.
Supposons d’abord g(xz) = 0. Alors tous les blocs de 1 apparaissant dans une écriture de x
peuvent étre supposé de longueur paire. Or, si X = 191 @ X; ® ... ® 19% @ X} ®@ 19%+1,
avec les 4; pairs, on a : Gp,—1 (1% ® X; @ 12027 @ .. © 19 @ Xk ® 19%+1) = +£X. Donc
z € Gy (A57 V).

Supposons ¢(x) > 1. D’apres ce qui précede, on peut supposer qu'il existe une écriture de x
en somme de tenseurs X; vérifiant ¢(X;) > 0. On peut alors écrire :

z= Y Y 1¥igxPe.. . 01906 gx? oy

11,...,5g—1 pairs i

avec les 191 @ X fi) ®...®180-1) g X éi_)l linéairement indépendants, les y(i) étant des tenseurs
débutant par un bloc de 1 de taille impaire. On a alors, par parité des i; :

G- Y Y exfe o196 o x5 6, 60)

11,...,ig—1 Pairs

ou les k; sont des entiers. La condition d’indépendance linéaire implique que G,,_g, (y(i)) = 0.
D’apres I'hypothése de récurrence, 11 existe 29, tel que y@ = G,,_ ki—1(2 (@)). On a alors :

Gt Yo Y (kg xDg.. @186 g Xéi)l & 20
i1,...,5g—1 Pairs @

= Z Z(fl)kq@h ® Xfi) Q... 1%-1) g X(l)l ® Gppy—1(z (i ))

11,...,5g—1 pairs i
= I.

Deuxiéme étape : A%n = @ D1<iy<...<ip<n Air,...ix, est graduée en mettant les éléments
de @1<”< <ip<n A;, ...i, homogenes de longueur k. Soit vallg la valuation associée a cette
graduation. Soit z € Ker(F, )ﬁA®" Montrons par une récurrence descendante sur vallg(z) que

T € Fn_l(Ag(n 1)). Si vallg(zr) =n—1:0Ona:
F,.(z) = Gy(z) + éléments homogenes de longueur > n — 1.

De plus, Gy, (z) est homogene de longueur n — 1. Par suite, G,,(x) = 0. On peut écrire x sous la
forme : A A A '
z=Y e.. .0 01020 .. 019,

()

les z;7/ étant dans M. On a alors :

Y ()T @ e @e @ Id¥ ) (Gh(x) =

= 0.

Supposons que I'hypothése est vraie pour tout | > k, et supposons que vallg(z) = k. alors
x =z + y, ¢ homogene de longueur k, vallg(y) > k. On a alors :

F,(z) = Gn(z1) + éléments homogenes de longueur > k,

et Gn(xg) est homogene de longueur k. Par suite, G, (x) = 0. D’apres la premiere étape,

(n—1)

2 = Gn-1(zx), avec zp € A? , qu’on peut supposer homogene de longueur k. On a alors
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x — Fh_1(zr) € Ker(F,), de vallg > k. D’apres 'hypothese de récurrence, x — Fj,—1(zx) €
Fn_l(Ag’(”—l))’ et donc z € Fn—l(Af?(” 1)).

On a ainsi montré que 2 = 1. Montrons maintenant que 1 = 3. Soit (B,Af;,AD) un
A-bicomodule. Pour tout b € B, posons Ag(b) = 1@ b+ Ag(b), Ap(b) =b® 1+ Ap(b). Soit
L:B— A®" Posons L(b) = a1 @ ... ay.

bo(L)(b) = (Id® L)(Ag(b Z )'Ay (a1 ® ... ®an) + (=1)"TH(L ® Id)(Ap(b))

= 1®L()+ (Id@L)(AG(b))Jan(L(b))
—|—Z(—1)ia1®...®1®ai®...®an+2(—1)ia1®...®ai®1®...®an

+(=D)" L) @1+ (-1)"T(L ® Id)(Ap(b))
Par suite, on a :
bu(L)(b) = (Id @ L)(Ag(b)) + (=1)" (L ® Id)(Ap (b)) + Fu(L(D)). (4.5)
On utilise les notations de la proposition 57. Soit L un n-cocycle de A (c’est-a-dire b, (L) = 0).
Montrons que pour tout i, il existe I; : B — A®("=1) telle que :
1. I; et l;_1 coincident sur B(i_l),

2. L =b,_1(l;) sur BO),

On pourra alors considérer I'unique application ! coincidant avec I; sur B®, et on aura L =
bp—1(l). Procédons par récurrence sur i.
i=0:BO est trivial : Vb € B, Ag(b) = 0 et Ap(b) = 0. On a alors, pour tout b € B(O) :

bn(L)(b) = 0404 F,(L(D))
= 0,

donc L(b) € Ker(F,) = Im(F,_1). Choisissons alors Iy de sorte que F,,_i(lp(b)) = L(b) pour
tout b € B, On a alors :

b—1(lo)(b) = 040+ Fr1(lo(b))
— L)

Supposons I; construite, et construisons l;1. Posons L' = L — b,,—1(l;) ; L' est un n-cocycle

s’annulant sur B®. Soit b € BO+Y . Comme Bg;;) est un bicomodule trivial, Ag(b) € A® B®,

Ap(b) € B @ A. Par suite, pour tout b € B(+1) .

bu(L')(b) = 0+ 0+ F,(L'(b))
= 0,

et donc L/(BU+Y) C Ker(F,) = Im(F,_1). Soit alors I’ telle que :
1. I =0 sur B®,
2. F,_1(I'(b)) = L'(b), Vb € BU+D),

Alors L' = b,_1(I') sur BU*Y. On prend alors l;1 = l; + 1'.

Pour terminer, montrons que 3 = 1 : soit B le A-bicomodule trivial de dimension 1, c¢’est-
a~dire que B = K comme espace vectoriel, avec Ag(l) =1® 1 et Ap(l) =1® 1. D’apres (4.5),
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pour tout i € N*, b;(L)(1) = F;(L(1)), car Ag(1) et Ap(1) sont nuls. Soit 7; : L(K, A®") — A%
qui & L associe L(1). Il s’agit d’un isomorphisme ; de plus, le diagramme suivant commute :

A®i Fi A®(i+1)

TiJ/ l’ri-&-l
LK A®) ' L(K, A0HD)
Donc 7 est un isomorphisme de complexes. Par suite, si H'(A, B) = (0), alors Im(b,—1) =
Ker(by) et donc Im(F,—1) = Ker(F,). O
4.3.2 Cas de Hpj et de HR

On suppose D fini. On utilise les notations de la section 2.4.2.

Théoreme 126 Soit A = ’H?R ou Hg, et soit B un A-bicomodule. Alors pour tout n > 2,
H!(A, B) = (0). De plus, HY(A) = (0), et l’application suivante est surjective :
Hl(A) — Prim(A)
L — L(1).

Preuve : montrons que A vérifie la condition 2 de la proposition précédente. Le dual de M
s’'identifie & 'idéal d’augmentation M, de A*9. On a immédiatement :

A*9: AY @ A —  AYY
f®g — fg— fe(g) —<(f)g,

et donc :
A9 M, @M, — M,
feg — fg.
Par suite :
Fro. M2 pen
n -
A®...® fr1 — Z(—l)zﬁ ... fifit1®...® fnt1-
i=1
On a alors :
Rn\xg M®n
Ker(F,) N M9™)*9 ~ * .

D’apres les résultats de la section précédente, A*9 est isomorphe a l’algebre librement engendrée
par V = Prim(A)*9. On en déduit alors que :
MEn

— g RV OM.®...0 M.
Im(F,9)
Si P(X) est la série de Hilbert de V, la série de Hilbert de M, est alors :

1 P(X)
MX)=—— 1= )

(X) 1- P(X) 1—- P(X)
11 en découle que la série de Hilbert de Ker(F,) N M®™ est :

Px)"

MO ==
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Par le théoréme du rang, la série de Hilbert de F,(M®") est :

_ Py P(x)"
R (e 2o R (e o) I

B P(X)n-i-l

e

Donc F,,_1(M®"=1) C Ker(F,) N M®" et ces deux espaces gradués ont la méme série de
Hilbert. Ils sont donc égaux.

On a de plus : HY(A) = {l: A — K/Id ®(A(a)) = I(a)1}. Soit I € H?(A), montrons par
récurrence sur degp(z) que I(z) = 0. Si & = 1, soit p un primitif non nul de A.

Id®l(p) = I(1)p+1p)1
= lp)l.

Donc [(1) = 0 car p # 0. Supposons [(y) = 0 pour tout y tel que deg,(y) < k, et supposons
que degy(x) = k (k > 1). Soit p primitif non nul de A. A étant une cogebre tensorielle, il existe

y€ A tel quesi Alz) => 2’ ®@2" alors A(y) =y@1+1Qy+p@z+ >,y @2”. On a alors :

(Id@)(Ay)) = 0+U(y)l+l(x)p+0
= ly)1,

donc I(x) = 0.
Enfin, d’apres la section 4.1, on a une surjection :

ZNA) — Prim(A)
L — LQ)

Pour tout [ € A*, on a :
bo(1)(1) =1(1)1 = I(1)1 = 0.

L’application précédente passe donc au quotient H}(A), d’ott I'existence de la surjection an-
noncée. O
4.4 Groupes de caracteres

Soit A une K-algebre commutative, A une algebre de Hopf. L’ensemble des caracteéres de A
a valeurs dans A est muni d’une structure de groupe donnée par :

X1 % X2(7) = ma o (x1® x2) o A(z).

L’élément neutre est 14 o g, et 'inverse est donné par y — x o S.

4.4.1 Groupe des caractéres de Hp

On note G4 'ensemble des caracteres de Hg p a valeurs dans A.
Soit A[[TP? »]] 'ensemble des suites d’éléments de A indexées par TP? - Un élément de A[[TP? rl]

sera noté :
E atxt.

teThn
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On munit A[[7; 1%? )] d’une loi de composition * définie par :

(Z azzt) * ( Z biz') = Z agzt + Z bzt

teThp €T teThy teTPn

i Z Z Z ag, - .. ag, by 2Rt tn,t)

n=1 E1seees tneTI'ER gthl,‘,tn,t’

D
veTRy

(On a utilisé les notations de la définition 183 et de la proposition 184).
Exemple : soit o1 = Y. ayat, 09 = > byat; les premiers termes de o1 * o9 sont :
3 et + X
v o boov
(2 )

—I—a.b.x1++a.b1 o A —|—a.b}

\V{/\V\}\V)

—I-a.bv(:c 4z +x2 " +z '’ +x

SIS S ST I

+ 2zt +x )+a{b,az +asy bz

% Y

+a3b,x

LY R Y

+x +z' 4+ +x

Y

vy

+ayb,z* +apby (x

v @V v

+a?b1 +x

v v

= (a. +b.)z" + (ay + by 4—a,b,):1:I —i—(ai —i—b} +a,by +ayb,)x

+a?b, x +z ¥ 4z

\

+x +x

+a,ayb,z © +aya,b.x + termes en ', poids(t) > 5

)xv —i—(a% +b£ —I—a_bi +ayby —i—a{b,)aj

)w\{

+(ayy +bsy +2a,by + a?b,

—i—(a\{ +bY +2a.bp +a b, + a’b;
—i—(al\[ —1—6{[ —|—a,bI +a.byy +apby —i—a?b; +aya,b,)x

—l—(a\} —i—b\} —{—a,b} +a.by +apby +a*by +a,apb,)x

+(a y +by +3a.ayy + 3a?by +ab, )z v + termes en !, poids(t) > 5.

\ v
Théoréme 127 1. (A[[TP?R]],*) est un groupe, d’élément neutre 0 = > 0zt. L’inverse de

STzt est donnée par > ajxt, avec :

r n
a; = — E (=1)"as, ...ay,.
c coupe de t,
We(t)=t1...tn

(On a utilisé les notations du théoréme 91).

2. Soit © lapplication suivante :
0:G4 — AT
X — Z X(t)l‘t.

teTPp
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Alors © est un isomorphisme de groupes.

Preuve : comme ’Hg r est engendrée librement par Tg Ry © est une application bijective.
Soient x1,x2 € Ga. On pose :

o) = Y wa, O(x2) = > b,

teTh R teThp
Onixx2) = Y, ar',  O(x1)*O(xa) = Y da
teThn teThp

Par définition de *, on a :

dy = at+bt+z Z Z atl...atnby

n=1 4 . tnETI?R 9EGY, it

tleTIPR’ Rg(t1..tn,t)=t

= a;+ b+ Z Z a, ... ag, by x (nombre de greffes de t; .. .t, sur ¢’ donnant t)

= at—i—bt—i—z Z n(ty ... to,t';t)ay, ... ag,by.

(On a utilisé la proposition 184 pour la derniere égalité).
De plus, ¢; = (x1 * x2)(t). Par définition de * :
c = mao(x1®x2)oA(l)
= mao(xi@x2) [t@1+1@t+ > P(t)® R(t)

cEAd,(t)

= mao(x1®x2) t®1—|—1®t+z doonlt ettty @

n=1 1 5eees tneTI?R

t'eThp

= xi(t) + xa(t +Z S nlt et t)xalt . te)x2(t)

= atbe+ Y, D nltitetit)ay . ayby

Par suite, ©(x1 * x2) = O(x1) 0 O(x2). Comme O est bijective et que (G4, *) est un groupe,
(A[[TER]], *) est aussi un groupe. Son élément neutre est O(n4 o) = > e(t)1zt = 0.
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Soit 0 = Y at € A[[TP?R]], et soit x = ©71(0). Posons 0~! = Y alz!. On a alors
O Y(c7) =x"! =x0S. On en déduit :

ap = x(S(t))
= = > (=D"x(W)

c coupe de t

- — Z (=) x(t1...tn)

¢ coupe de t,
We(t)=ty..tn

= — Z (—1)ncat1 ...a/tn.

¢ coupe de t,
We(t)=ty..tn

(On a utilisé l'expression de 'antipode donnée par le théoreme 91). O

4.4.2 Groupe des caracteres de HE

Soit G4 le groupe des caracteres de Hg a valeurs dans A. Le morphisme surjectif d’algebres
de Hopf @ : ’HZIZ’R — ’Hg induit une injection de G/; dans G4, envoyant x € G/ sur y o ® € G4.
De plus, pour tout caractere x € Ga, x € G4 si, et seulement si, Vt,t' € TI?R? w(t) =w(t') —
x(t) = x(t'). On a donc le résultat suivant :

Proposition 128 On note A[[TER]]’ I’ensemble des éléments > ayxt de A[[TIZ,?R]] vérifiant :
vt t' e TP?Ra w(t)=w(t') = a; = ap.

Alors A[[’TP?R]]’ est un sous-groupe de A[[’TP?R]]; de plus, Uapplication suivante est un isomor-
phisme de groupes :

Gy — AlTER
X — Y x(@()a.

D
teTlp

4.5 Compléments sur les cogebres T(V)

On suppose maintenant qu’on a doté 7'(V') d’un produit, de sorte que (T'(V), m,n, A, ) soit
une bigebre. Le but de cette partie est de montrer que si m est commutatif, alors cette bigebre
est isomorphe a l'algebre de battage introduite dans la section 4.5.3.

L’élément neutre pour l'algebre vérifie A(e) = e ® e; il s’agit donc de 1 € V&Y d’apres la
proposition 114-1.

4.5.1 Existence d’un antipode

Soient p1,...,p, € V. Soit ¢ une partie de {1,...,n —1}. On note (p1 T ... Tpy). 'élément
de T'(V') obtenu en remplaceant le i-eme T de p1 T ... Tp, par un produit pour tout i € ¢, les T
étant indexés de la gauche vers la droite.

Ezemple :

(p1Tp2Tps)g = piTp2Tps 5 (p1iTp2Tps)py = pip2Tps) ;
(P Tp2Tps)iay = (P1Tp2)ps 5 (p1Tp2Tp3)pey = Pip2ps.
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Théoréme 129 pour p1,...,pn € V, n>1 on définit :

SpiT...Tpa) = — Y. (D) piT.. Tpa)e ;
cC{1,...,n—1}

S(1) = 1.

Alors S est un antipode pour (T'(V),m,n, A,¢€).

Preuve : soit ¢ une partie non vide de {1,...,n — 1}; soit 7 = max(c). Alors (p1T ... Tpn)e =

(1T - Tpj)e—j3(j+1T ... Tjn). Posons ¢ = ¢ — {j}; alors ¢ C {1,...,j —1}. D’ot :

ST ... Tp) = =1 T...Tpa)g
j=n—1
—] Z Z (1) Ty T T (pja T - Tpn)
j=1 /C{l,..j-1}
= —(mT...Tpy) — i Sp1T...pj)(Pj+1T ... Tpn).
Alors :
o(S@Id)o A(p1T...Tpn) = S T...Tpp)+m1T...Tpy

+E S(plT...ij)(ijrlT...Tpn)
Jj=1
=0

= e(mT...Tpy)l.

On montre de méme que mo (Id® S)o A =mnoe, et donc S est un antipode. O

4.5.2 1-cocycles de T'(V)

Proposition 130 Soit u : T(V) — V wune application linéaire quelconque. On définit L,
T(V)— T(V) par :

L,(1) = u(l )
L,(nT...To,) = Z T T Tu(wjpm T ... Toy,)
—|—v1T o Top Tu(l) +u(n T Toy).

Alors Ly, est un 1-cocycle de (T'(V'),m,n, A, ¢).

Preuve :

A(Lu(1)) = A(u(1))
uw(l)®@1+1®u(l)
L,(1)®14 (Id® Ly) o A(1).
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Sin>1:

A(Ly(nT...Tvy)) = Ly(nnT...Toy) @1 +1Q Ly(v1T ... Toy)
n—1 J
+ Z Z(Uﬂ— e ToR) @ (Ve T T Tu(vja T Toy))
J=1 k=1

+ Z(vlT - T’Uk) & (Uk+1T ce Tvn—l—u(l))

k=1
= Ly(nnT...To,) @14+1@ Ly(n1T...Toy)
n—1 n—1
+ Z(v{l’ c. Tvk) X Z (’Uk—i-lT c.. ij—l—u(vj+1—l— c. T’Un))
k=1 j=k+1

Fu(vp1 T Top) F g1 T - To Tu() | + (T ... Toy) @ u(l)

= Ly(nnT...Toy) @14+ (Id® Ly) [(n1T... To,) ®1
n—1

1@ 1T Ton) + > (T Top) @ (v T Twy)]
k=1
= Ly(nnT...To,) @14+ ({Id® Ly) o A1 T...Twy,). O

Soit 7 la projection de T'(V) sur V dans la somme directe K @V & V2D .. ..

Théoréme 131
Soit ® : ZH(T(V)) — L(T(V),V)

L — molL.

Alors ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Son inverse est donné par u — Ly,.

Preuve : clairement, 71 0 L, = u, Yu € L(T(V), V). Donc ® est surjectif. Soit L € ZL(T(V)), tel
que 71 o L = 0. L(1) est primitif, donc dans V'; par suite, L(1) = 7; o L(1) = 0. Supposons que
L s’annule sur K @ ... @ Vo1,

A(L(nT...Tvy)) = LnT...To,) @1 +1QL(v1T...Toy)

n
+ Z(vﬂ’ - TUZ‘) X L(Ui+1—|— - Tvn).
=1

D’apres 'hypothese de récurrence, on a L(v1 T ... Tv,) primitif, donc dans V. Comme m0L = 0,
L1 T...Tv,) =0.0

Corollaire 132 Soit L: K & ... ® V" — T(V), vérifiant :
A(L(z)) = Lz)®1+Id® L(A(z)), Ve e K& ...® V",
Alors il existe L € ZH(T(V)), tel que L(z) = L(z) pour tout v € K & ... 3 V&,

Preuve :soit u € L(T(V),V), tel que u(x) = m10L(x) pour tout z € K®...dV®". En reprenant
la preuve du théoreme précédent, on montre que L, convient. O

4.5.3 Produit de battage * sur T'(V)
On définit un produit sur 7'(V) en posant :
(’U1—|— NN Tvp) * (’Up+1—|— NN TUerq) = vgfl(l)‘l— NN TUU—l(p+q). (4.6)
Ce produit a un élément neutre : 1 € V&0,

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons et démontrons le résultat classique suivant :
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Théoréme 133 (T(V),*,1,A,¢) est une algébre de Hopf commutative. Son antipode est donnée
par :
Si(1T ... Toy) = (=1) "0, T ... Toy.

(VE)en est une graduation de l'algeébre de Hopf (T(V),*,1,A, ¢, Sy).

Preuve :
Associativité de * : on note bat(p, g, ) I'ensemble des o € Spyq44r, tels que o soit croissant
sur {1,...,p}, {p+1,....04+q}t et {p+qg+1,...,p+q+r}. Alors:

(T Top) * (Upr1 T oo Toprg)] * (Vptrg1 T oo TUppgr)

= Z 'Uo.fl(l)T ‘e T’Uaf1(p+q+r)
o€bat(p,q.7)

= (T ... Top) * [(Vpp1 T oo TVptq) * (Vpiger1 T - .. TUptgr)] -

* est commutatif : on le montre de la méme maniere que la commutativité du gradué associé
a la filtration par deg, dans la preuve du corollaire 19.

€ morphisme d’algebres : immédiat.

A morphisme d’algebres : Remarquons que :

(1T Top) sk (Vpa T oo Tupyg) = [(1T.oovp) * (Upp1 T oo TU1g—1)] T Uptq
H(1 T oo ovpa1) * (Vpsa T .o TUpyq)] Tup.

D’ou, si v,w € V, z,y € T(V), avec les notations de la proposition 114-2 :
Lv(x) *Lw(y) = Ly (Lv(x) *y) + Ly (x*Lw(y)) (47)

Montrons que A(a % b) = A(a) * A(b) par récurrence sur n = degp(a) + degy(b). Si n = 0,
alors a et b sont des constantes, et le résultat est immédiat. Supposons la propriété vraie au
rang n — 1. Clest évident si deg,(a) = 0 ou degy,(b) = 0. Sinon, on peut se ramener au cas ol
a = Ly(x), b = Ly(y). Notons que deg,(x) = degp(a) — 1, et deg,(y) = deg,(b) — 1. On pose
Alz)=>Y2 2", Aly)=> vy @y". Alors:
A(Ly(x) * Lu(y)) = (axb) @1
H(1d® Ly) (Z(Lv(x) sy )@y + 3 (@ xy) ® (Lo(a") * y"))
+(Id @ L) (3 (@ * Lu(y)) @x"+§jz 2 xy) @ (" 5 Lu(y"))
(Lo(@) ¥y) @ Lu(y") + ) _(a' % Lu(y)) @ Ly(z")
+D ) (@ *y) @ [Lu( v(:v” ) * y”) + Ly (:r” x Lo (y"))]
(L w(y)

y)) ® Ly (")

+y D (@) ® [Lo(a") + ( )]

— (L@ o1+ Y ®Lv(:c”)> + (L) © 1+ 3y © Lu(y")
= A(a) * A(b).

(On a utilisé le fait que L, et L, sont des 1-cocycles pour la premiére et la cinquieéme égalité,
(4.7) pour la troisieme, I’hypotheése de récurrence appliquée a x * Ly (y) et L,(z) * y pour la
premiére.)

Donc (T(V),*,1,A,¢) est une bigebre; d’apres le théoreme 129, T'(V) a un antipode S,.
Montrons par récurrence sur n que Sy(v1T ... Tv,) = (=1)"v, T ... Tv;. Clest immédiat pour
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n = 0. Comme v € V est primitif, on a S,(v) = —v, et donc c’est vrai pour n = 1.
Sin>2:

myo(Id®Sy) o Aoy T...Tv,) = 0
= (nT...Tvg) + Sc(1 T ... Twy)

n—1
+ Z(—l)"*j(vﬂ' o Tog) * (v, T Toj40)
j=1
= (nT...Tvy) +Su(v1T... Tovy)

D (=D [ T Twjoa) % (0n T Twj)] Toy

D (=D [T Twg) (o T Tojp)] Tojga

= (’l)lT e Tvn) + S*(Ul—r . Tvn)
n—1

+ Z(-l)"‘j[(vﬂ’ ces TUj_l) * (’UnT R TUj+1)]TUj
J

Il
—

(—1)n_j[(111—|— e Tl}jfl) * (’UnT e ij+1)]—|—1}j

M-

||
N

J
= (nT...Toy) +Sc(v1T ... Tuy)

HEDP T To) = (0T o).

(On a utilisé (4.7) pour la troisieme égalité.)
Le résultat est alors immédiat. O

Il est immédiat que (V®"),,>( est une graduation de l'algebre de Hopf (T'(V), *,1, A, &, S,).

4.5.4 Propriétés de (T(V),*,1,A ¢, 5,)

On suppose maintenant que K est de caractéristique nulle, et que V' est muni d’une gradua-
tion (V;)i>o telle que les V; soient de dimension finie, avec Vj = (0). Cette graduation induit
une graduation de T'(V), de sorte que T'(V) est maintenant une algebre de Hopf graduée en
dimension finie et connexe.

Corollaire 134 1. Soit M = Ker(e). Soit G un supplémentaire gradué de M?* dans M.
Alors &g+ S(G) — T'(V), fizant chaque élément de G, est un isomorphisme d’algébres.

2. Vx,y € T(V), degp(zy) = degy(x) + degp(y).
(deg, est défini dans la section 1.2.1.)

Preuve : découle immédiatement de la proposition 18 et du corollaire 19. O

Soit (v;)ier une base de V' formée d’éléments homogenes. Alors (vi, T ... Tw; )xk>0, ijer est
une base de T(V) formée d’éléments homogenes.

Soit filw--,ik € T(V)*, définie par fi1,...,ik (’Ule . ijn) = 5(i1,...,ik),(
sition 1, (fiy,...i, Jk>0, i;er1 est une base de T'(V)*.

Jivjirfi i T Tv) = i, @ i (Avi T o0 Tog,)

sS=n
= fil,...,ik 029 lel,,l; <Z<UJ1T st ijs) ® (Ujs+1T tt Tv]n))

s=0

j1,jn)- D’apres la propo-

6(7"17"'»ik7i/17"'7i;)7(j17"'7jn)‘
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Et donc fi,..i fi,.ap = fir,. gy, On en déduit que T(V)*9 est isomorphe a ’algebre libre
générée par les f;, i € I. De plus :

A(fz)((vzl"l’ c. T'Uin) & (’l}le c. ijm)) = fi((vilT e T’Uz'n) * (Ule . T’l}jm))

Siip + jm > 1, alors (v, T...Tv;,) % (v, T ... Tvj,) € V" pour un certain n > 2, et donc
A(fi)((’l)il—r .. Tvin)®(vj1"l' ‘e ijm)) =0.De plus, A(fi)(ej®1) = A(fi)(1®ej) = fi(ej) = (52‘7j.
Par suite,

A(fi)zey)=(fiel+1® fi)(x@y) Y,y € T(V),

donc f; est primitif. On a démontré le résultat classique suivant :

Théoréme 135 Le dual gradué de (T'(V),x,1,A,e,5%) est Ualgébre graduée T(V*9) muni du
coproduit donné par :

A(f)=fel1+1 f, VfeV™.
(T(V)*9,%,1,A,¢e,S,) est donc 'algebre enveloppante de I’algebre de Lie libre générée par
V*9 (voir [3], ch II, §3). Par suite, ’algebre de Lie Prim(T(V)*9) est une algebre de Lie libre.
4.5.5 Filtration par deg,

Lemme 136 Soit m un produit donnant une structure de bigebre sur T (V). Soit p, q des entiers
supérieurs a 1. On a :

AP (01 T T0p) (0pa T Topig)) = D Uoo1(1) @ - @ Vg1 (pyg).-
ocbat(p,q)

Preuve : découle des lemmes 15 et 113. O

Proposition 137 Soit m un produit donnant une structure de bigébre sur T'(V'). L’algébre de
Hopf graduée associée a la filtration par deg, est isomorphe a (T'(V'),*,1,A,¢€).

Preuve : on identifie naturellement T'(V')geg,<n/T(V)deg,<n—1 €t V& On a alors un isomor-
phisme naturel d’espaces vectoriels T : gr(T(V)) — T(V). Comme la filtration de la cogebre
T(V) provient d’une graduation de cogebre, c’est un isomorphisme de cogebres.

Soit v1T...Tv, € VEP v, 1 T ... Tupe, € V¥, Par le lemme 136,

(1T Top) (pa T Toprg) — (T Top) % (pa T Tupry) € Ker(APTI7Y),
Donc
(1T Top)(Up1 T o Tpgg) — (T oo Top) * (Up1 T oo TOp1q) € (T(V))<pig—1-

Comme (01T ... Twp) * (Vpp1 T ... Topsq) € VEPTL T est un isomorphisme d’algebres. O

4.5.6 Produits commutatifs sur 7(V)

Théoreme 138 On suppose K de caractéristique nulle, et V de dimension finie ou infinie
dénombrable. Soit m un produit commutatif sur T(V'), tel que (T'(V'),m,n, A, e) soit une bigébre
(et donc une algebre de Hopf par le théoréme 129). Alors (T(V'),m,n,A,e,S) et (T(V),*,1,A,¢,5,)
sont isomorphes comme algébres de Hopf.

Preuve : soit M 1'idéal d’augmentation de T'(V), et M*? son carré dans (T(V),*,1). On note
M2 = M*2?NV®. Ona M*? = M?. Soit G; sous-espace de T(V), tel que V&' = M2 @ G;
(i >1). On pose G = @ G}, de sorte que M = G & M*2.

Soit (vp)ner une base de V. Par le théoreme de la base incomplete, on peut choisir G; ayant une
base de la forme (vj, T ... Tvj,)(j,,..5)ek, avec K; une partie de I’

On construit par récurrence ¢y, : T'(V)deg,<n — T(V)deg,<n vérifiant :
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L. ¢n|T(V)degp§n71 = qbn*l ;
2. ¢, morphisme de cogebres;

3. Va,y € T(V), tel que deg,(w) + degy(y) < n, ¢n(x*y) = dn(z)dn(y).

On prend ¢g = Idg. Les conditions 2 et 3 sont vérifiées pour n = 0. On prend ¢; = Idggv .
Les conditions 1, 2 et 3 sont vérifiées pour n = 1. Supposons ¢,, construit, et construisons ¢, ;1.
D’apres la condition 1, il reste & définir ¢p41 sur VE"H = G, @ M3,

Comme V est de dimension au plus infinie dénombrable, V' peut étre muni d’une graduation
(Vi)ien telle que Vp = (0) et dim(V;) soit finie pour tout i. En choisissant la base (v,) formée
d’éléments homogenes, G est alors un sous-espace gradué de T'(V'). D’apres la proposition 134,
&a : S(G) — (T'(V),*,1) est un isomorphisme d’algébres. On peut donc définir ¢y 41 sur M3,
par :

k
Oni1(T1 % . xxy) = H On(x;) (4.8)
i=1
pour ;,...,xr € G1@...® Gy, Y degy(x;) = n+1. Il nous reste a définir ¢, 1 (v;, T ... Tvj,, ;)
pour (jla v ajn+1) c KnJrl-

Soient wy, ..., wy dans V, k < n. On pose wy T . .N.—T—wk = ¢n(w1 T ... Twg). Comme ¢, est
un morphisme de cogebres, et que dn(l) =1, 0na Aog, = (¢ ® ¢p) o A, et par itération,
AF1o ¢, = %% o A, si k < n. Donc :

AR T Twg) = dn(w) @ ... @ dn(wy)
= W1 XR...Wg. (49)

(Car ¢ppy = Idy sik > 1.)
Montrons par récurrence que ¢y est bijectif si k& < n. C’est immédiat pour k£ = 0,1. Soit
k > 2, et supposons ¢g_1 bijectif.

Surjectivité : il faut montrer que w1 T ... Twy € Im(¢g), Ywy,...,wp € V. D’apres (4.9),
AR ((wr T .. Twg) = (wr T ... Twy)) = 0. On en déduit degy((wi T ... Twy) —(ur T ... Twg)) <
k, et donc : . )

(T ... Twg) — (T ... Twg) € Im(¢r—1) C Im(¢r).

Comme par définition, wq T ... Twy, est dans Im(¢y), on a le résultat.

Injectivité : soit © = xg + ... + a7, 7, € VO, [ < k, 27 # 0, tel que ¢p(z) =0.Sil =0
ou 1, alors ¢(z) = =z : contradiction. Donc | > 2. De plus, ¢ o ¢p(z) = 0 = &(x) = w0 :
g = 0. D’aprés le lemme 113, Al=1(z) = Al=Y(z;) # 0. De plus, Al=!(x;) € V! donc

qﬁ%l o Al=1(z) = A=1(z;) # 0. Or qS?l o Al=1(z) = A= (¢ (x)) = 0. On aboutit & une contra-
diction, et donc ¢ est injectif pour tout £ < n.

On peut donc définir, pour v € V :

Ly : T(V)degy<n—1 — T(V)
(1T ... Tog) — dp(v1T ... TogpTw)
=uT...Tu =uT...TopTw.
(k<n-1)

Comme ¢,, est un morphisme de cogebres, on a :

Vo € T(V)degpgn—la A(Lv(x)) = Lv(x) @1+ (Id@ Lv) o A($)
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D’apres le corollaire 132, il existe L, un 1-cocycle de T'(V), tel que ZU|T(V) = L.

<n-1
On pose alors :
¢n+1(vj1—|— ... ijn+1) = Zvjn-o—l (Ujl—T_ . . —T—an), \V/(jl, - ,jn+1) € Knta1.

Alors ¢, 11 vérifie 1 par construction, et 3 d’apres (4.8). Reste a montrer 2. Soit € T'(V')geg, <n+1-
On veut monter que A o ¢p41(7) = (Pnt1 ® Pny1) 0 A(z). Six € T(V)deg,<n, ON a :

Ao dpyi(r) = Aodn(z)
= (¢n®¢n) OA(‘T)
= (dnt+1® Pnt1) 0 A().

Siz e M;;il, on peut se ramener a x = 1 * g, r1 et x9 dans M. D’apres la proposition
134-2, deg,(x) = degy(x1) + degy(z2), et donc degy(z;) < n pour i = 1,2. Donc on a le résultat
pour z7 et z9; en utilisant (4.8) et le fait que A soit un morphisme d’algebres, on a le résultat
pour x.

Sixé¢ M;'{?H, on peut se ramener a £ = vj, T ... Tvj, 1, (J1,- -, Jnt1) € Kpy1.

Aoppyi(xr) = Ao fvjnﬂ (v, T... Twj,)
= z®1+1®x
n
+Z(vj1—|—"'—|—vjk)®zvjn+1(vjk+1—l—"'—|—vjn)

k=1
= rR14+1Q®x

n
+> (0, T T, @ Ly, (W T Toj,)
k=1
= z®1+1®x

n
+Z¢n(vle - ijk) (9 qﬁn(vijT - Tan-H)
k=1

= (¢n+1 & ¢n+1) o A($)

(On a utilisé le fait que Z%H soit un 1-cocycle pour la deuxieme égalité.)

On définit alors ¢ : T(V) — T(V) par ¢|T(V)degp<n = ¢, ; par la condition 1, ¢ est bien
défini. Par la condition 2, ¢ est un morphisme de cogebres ; par la condition 3, ¢ est un morphisme
d’algebres. De plus, comme les ¢,, sont bijectifs, ¢ est un isomorphisme d’algebres de Hopf. O

4.5.7 Applications aux algebres H? r et HE

Théoréme 139 Soit D un ensemble non vide, fini ou dénombrable. Soit V un espace de dimen-
sion infinie dénombrable. Alors les algebres de Hopf HE et (T(V),,1,A,e,5,) sont isomorphes.

Preuve : on a vu dans la partie 4.1.2 que HE et T(Prim(HE)) sont des cogebres isomorphes,
Prim(HE) étant de dimension infinie dénombrable (donc isomorphe a V). Comme HE est com-
mutative, d’apres le théoreme 138, Hl}% est isomorphe a 'algebre de Hopf (T'(V),*, 1, A, e, Sy).
O

Remarque : si D et D' sont deux ensembles non vides, finis ou dénombrables, Hg et Hg
sont donc isomorphes comme algebres de Hopf. Elles sont isomorphes comme algebres de Hopf
gradudes si et seulement si D et D’ ont le méme cardinal.

Corollaire 140 Les algébres de Lie LP sont des algébres de Lie libres.
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Preuve : application directe du théoreme 135. O

Proposition 141 Les algébres de Lie Pri’m('HgR) sont des algebres de Lie libres.

Preuve : d’apres la partie 4.1.3, (Hg R)ab €st une cogebre tensorielle, ainsi qu'une algebre com-
mutative. D’apres les théoremes 135 et 138, 'algebre de Lie Prim(((Hg’R)ab)*g) est libre.
Mais Prz’m(((’HgR)ab)*g) = Pm’m((HgR) 9) ~ Prim(HgR) d’apres la proposition 23, avec
A= (H? r)Y.
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Chapitre 5

Comodules de dimension finie sur
HD
PR

Introduction

Nous étudions dans ce chapitre les comodules de dimension finie sur HTIZ’ r et de ’Hg. Ce
travail a été motivé par le fait que pour renormaliser un diagramme de Feynman quelconque,
on peut utiliser le Hg—comodule engendré par ’arbre codant les sous-divergences de ce dia-
gramme, ce comodule étant de dimension finie (voir [4, 9]). Nous montrons dans le premier
paragraphe que I’ensemble des comodules de dimension finie sur HID% R est paramétré certaines
familles d’éléments primitifs de Hg R» buis nous les classifions a I'aide de I’action de certains
groupes paraboliques. Nous utilisons pour cela la notion de type d’'un comodule introduite dans
le chapitre 2. Dans le deuxieme paragraphe, nous étudions la structure des variétés de comodules
d’une dimension fixée. Nous définissons le double type d’un comodule, et nous montrons que
cette notion détermine une stratification de ces variétés. Enfin, dans le troisieme paragraphe,
nous décrivons I'ensemble des comodules de type (n,1), (1,n) et (1,1,1).

Tous les résultats démontrés ici pour Hg R peuvent facilement étre adaptés pour Hg ou pour
(HP r)ab-

5.1 Paramétrisation et classification

5.1.1 Construction et paramétrisation

Définition 142 Soient i,j € N*, ¢ < j. On pose I; ; = {i,...,j}. Une décomposition de I; ;
est une décomposition de I; ; en parties connexes. Une décomposition sera notée de la maniere
suivante :

Il’l,jl""?Iikyjk7 avec 1t =11 < J1 <t < .. <t < gk =7

L’ensemble des décompositions de I; ; sera noté D ;.

Remarque : il y a 277% décompositions de I ;.

On utilise les notations de la section 4.1.1.

Proposition 143 Soient n > 1, (p; j)1<i<j<n une famille quelconque de w éléments primi-
tifs de HgR. Soit C un espace vectoriel de dimension n + 1, muni d’une base (eg,...,e,). On

106



pose :

Ac(eo) = 1® eq;
j=i—1
Ac(e;) = Z Z Dipjr | -+ TDinjn | ®ej| +1®e;.
7=0 Iilvjl"'lik’jk GDj+17i

Alors (C, A¢) est un ’H?R—comodule (a gauche). On le note C(p, .
Ezemple :

(e0) = 1®eo,

Ac(e1) = p,i®e+1Qeq,
(e2)
(e3)

(P22Tp11+Dp12) ®eg+p22@e1 + 1@ ey,
= (p33Tp22Tp11 +p33Tpi2+p23TPi1+pi13) ®eo
+(p33Tp2a +p23) ®er +p3s®ex+ 1@ es.

Preuve : on a immédiatement (e ® Id) o Ac(e;) = e; pour tout ¢ < n. Montrons que ((A® Id) o
Ac)(e;) = ((Id® Ac) o Ac)(e;) pour tout @ < n. C’est trivial pour i =0. Si¢ > 1, on a :

i J
(Id® Ac)o Ac)(er) = D P T Trig | @ | D gt T Toi g | @6

J=01=0 \Dji1, Dit1,;

.

= Z A(pzfs/’]g—l— e Tpl/llﬁi/) ® (&)
l D1
= (A®Id)oAc)(e;).D

Théoréme 144 Soit (C,Ac) un comodule de dimension finie n + 1. Sin = 0, alors C est
trivial. Sin > 1, alors il existe une famille d’éléments primitifs (p;;)i<j<i<n telle que C soit
isomorphe a C,, .

Preuve : d’apres le corollaire 53, C' admet un drapeau complet de sous-comodules (0) C C7 C
... C Cy, C C. Soit (e;) une base adaptée a ce drapeau. Il existe alors une famille (Q; ;)o<j<i<n
d’éléments de Hg r tels que :

A0<6i) = Z Qm‘ ®ej, Vi < n.
=0

D’apres la proposition 52, tout comodule admet un élément trivial non nul ; en particulier, tout

comodule de dimension 1 est trivial ; donc Cy et Cgl pour ¢ < n sont triviaux ; par suite, Q; ; = 1

pour tout 7 < n. Comme Q € Qn+1(Hg’R), d’apres le lemme 59 :

-1
AQi)=19Qi+Quel+ > Qi;®Q;

j=i+1

En particulier, Q; ;41 est primitif.
Montrons le résultat suivant par récurrence sur n : il existe (p; j)1<i<j<n tel que :

Qi,j = Z pik,jk"l’ - Tpihjl? Y0 S] <1 < n.
Ii17j1"’1’ik>xjk;ele+1,i
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Sin =0, c’est évident. Si n = 1, on prend p11 = Q1,0, et le résultat est immédiat. Supposons
le résultat vrai au rang n — 1. On construit alors p;j, 1 < i < j < n —1 a partir de C,, =

vect(eg, ..., en—1) et le résultat est acquis pour tout 0 < j <i <n—1. On prend p,n = Qnn—1,
et le résultat est acquis pour i = n, j = n — 1. Supposons Py n, ..., Pi+1,, construits, de sorte
que le résultat soit acquis pour Qnn—1,-..,@n,-

l=n—1

A(Q?‘L,i—l) = Z Z pszkT . Tpil,jl ® Zpilerr—l— - Tpl,l’]i
=i Dit1n Diy
= Z A(ngljjé/—r v sz/l/’]i/)

Di,nf{[i,n}

On prend alors Pin = Qn,ifl — Z (pig/J;/T ce Tpllllv]il) O
Di,n_{li,n}
Remarques :

1. La famille (p; ;) dépend du choix du drapeau complet de sous-comodules et de la base
adaptée (eq,...,e,) et donc n’est pas unique.

2. Par la suite, nous identifierons (p; j)1<i<j<n €t :

0 pii - DPin

=Pe Mn+1(Prim(Hg,R)),
N
0 - i 0

ott My 41(Prim(HE 1)) est 'espace des matrices carrées d’ordre n + 1 & coefficients dans
Prim(HE ). Avec les notations précédentes, on écrira :

Qo0 0 - 0
o=| 1 e Man(Ha),

Qn-10 -+ - 0

Qno - o Qun

ot My, +1(HE 1) est l'espace des matrices carrées d’ordre n + 1 & coefficients dans HB p.
On utilise les notations de la section 4.2. Soit w1 la projection sur Im(P;) = Prim(Hg r)
dans la somme directe HTIZ’ r =@ Im(P,). Alors m1(Qs,) = pPj+1,i, ou encore, sous forme

matricielle : P = m(QT) (m agit sur chaque coefficient de la matrice).

5.1.2 Classification

Définition 145 Soit (pi,j),<;< <, une famille d’éléments primitifs de Hflg’ r et P la matrice

associée. On dira que (p; ;) est réduite s’il existe co, ..., c; € N* tels que :
O|Pra|- | Pk
P = ,
0] - | | Prk
ol .- |- 0
ou les blocs diagonaux sont dans M., (Hg R Me, (Hg’ r) et les colonnes des blocs P;,
1 <i <k, sont linéairement indépendantes; (co,...,cx) est appelé type de (p; ;).
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Ezxemple :

Ola blx y
010 O|c e
soit P=| 0|0 0|d f | €Ms(Prim(Hg)).
00 0[O0 O
00 0[O0 O

Supposons que a et b soient linéairement indépendants dans l’espace vectoriel HgR, et que

( cci ) and ( ; > solent linéairement indépendants dans l’espace vectoriel (Hg r)2 Alors (p; ;)
est une famille réduite de type (1,2,2).

Proposition 146 Soit C un comodule de dimension finie. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. C est de type (co,...,ck).

2. 1 existe une famille réduite (pij)i<i<j<n de type (co,...,cx), telle que C et C,, .y soient
isomorphes.

Preuve :

1 = 2 : soient (ep,...,e,) une base adaptée au drapeau (C(l))oglgk. Comme les quotients
successifs sont triviaux, vect(ep, . . ., €;) est un sous-comodule pour tout 7, et la matrice Q associée
a cette base est de la forme :

Id 0 e 0
0— Q.l,O 0 ,
Q;c,o . Qk,k;l ICé
ou les blocs diagonaux sont dans M., (Hg R ,M(H? r) et les lignes du bloc Q;y1,; sont

linéairement indépendantes (proposition 69). De plus, par la coassociativité, les coefficients de
Qi+1,; sont primitifs. La matrice P = 71(QT) associée est alors de la forme :

0] Pia |- | Pk

P = ;
0 | o | Pen
ol -~ |- 0

avec P¥" = Q;fri_l, et donc les colonnes des blocs P;; sont linéairement indépendantes. Donc

(pi,j) est réduite de type (co,...,cx).

2 =1 : on peut supposer que C = Cy,, ). La matrice Q associée a la base (e;) est alors de
la forme :

Id 0 0
0

0-— Q'Lo
Qo | | Qrp—1 | Id

Alors les blocs Q; ;—1 ont leurs coeflicients primitifs, et leurs lignes sont linéairement indépendantes.
D’apres la proposition 68, C' est de type (co,...,cx). O

Corollaire 147 1. Pour tout comodule C de dimension finie, il existe une famille réduite
(pi,j) telle que C et Cyy, ;y soient isomorphes.
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2. Le type de la famille (p; ;) est égal au type du comodule Clpi )

Soit (co, ..., cx) un type. On pose :

goo | go1 | - 90,k
G(CO7"'7CIC) = - : . : : 7gi1i € GLCZ (K) C GLCO+---+Ck (K)'

0 |- | Gk—1k

0 [ -] gra
G co,....c,) €St un sous-groupe parabolique de G'Ley+.. ¢, (K) et il agit sur 'ensemble des familles
réduites de type (co,...,ci) de la maniere suivante :

9P =gPg ",

ot g € Gq,....c.)» €6 P est la matrice associée a la famille (p; ;).

Théoréme 148 Soient (p;;), (p; ;) deux familles réduites. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. C(pi,j) et C(p;j) sont isomorphes.

2. (pij) et (p;;) ont le méme type (co, ..., ck), et il eviste g € G(qy,....c), tel que P = g.P.

Preuve : on pose C' = C(y, y, C' = C(p;j).
1 = 2:C et C' ont alors le méme type, et donc (p;;) et (p;]) ont le méme type. Soit
¢ : C — C' un isomorphisme. Soit A sa matrice dans la base (eg,...,e,) de C et C'. Comme

¢ est un isomorphisme de comodules, ¢(C ") = c'® pour tout i, et donc A € G, ... .,)- Posons

B=A"10Ona:
Aci(p(ej)) = Z a;i,j Acr(€;)
= z}; a;,jQ j; @ e,
(Id® ¢) o Ac(e;) = Z Qji ® ¢(eq)
= zl; Qjiar; @ ex.

On a donc ATQ' = QAT et donc @ = (AT)"1QAT. En transposant et en appliquant 7y, on
obtient P/ = APA! = AP.

2= 1:soit ¢ : C — C’, de matrice g dans la base (e, ..., e,) de C et C'; il s’agit de montrer
que ¢ est un morphisme de comodules, c’est-a-dire AT Q' = QAT On pose Q" = ATQ'(AT)~1,
et B=A"1.0na:

AQF) = Y ariAQ)bj
ol

= > ariQh; ® Q)b

Gkl
/ /
= Y 05iQh b ® anm@ b

J.k,lLm,n

" "
= D QL eQn,
m
%
" 7
= Z Qi,m ® Qm,j'
m=j
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(On a utilisé le fait que ), by jnm = 0j, pour la troisieme égalité et le fait que Q%’l =0 si
k <l pour la derniére). On a de plus :
7_[_I(Q/l> _ ATWI(Q/)(AT)fl
ATP/(AT)_l

(APHT

= pT

= 7T1(Q).
Ona@/; =Qi; =1, Q]; = Qi; = 0sii < j. Montrons par récurrence sur i que Q;; = Q;; si
i > j. Pour i = 0, il n’y a rien a faire. Supposons le résultat vrai pour tout i’ < i. Procédons

par récurrence descendante sur j. Pour j =i—1:Q/,_; et Q); ;1 sont tous deux primitifs, donc
égaux car m1(Q") = m(Q). Supposons le résultat vrai pour tout j' > j. On a alors :

i—1
AQ) = Qel+18Ql+ Y QneQn,
m=j+1
i—1
= QUuEOLT1OQL+ D, Qim®Qm,
m=j+1
= Q,91+10Q;+A(Qi;) —Qi; ©1—-1® Q.
Donc Qé’,j — Qi ; est primitif; comme 71(Q — Q") =0, Qg{j =Q;;. 0

Le théoreme suivant est maintenant entieérement démontré :

Théoreme 149 Soit P, .. ) 'ensemble des familles réduites d’éléments primitifs de HER
de type (co,...,ck), et O(co,....,) l'ensemble des orbites sous l'action du sous-groupe parabo-

lique G(c,,....c,,) d€ GLeyt. 1, (K). Il existe une bijection de O ) Sur lensemble des classes

COy-eey
d’isomorphie des HE’R—comodules de type (co, ..., ck). De plus, il existe une bijection de ['union

disjointe des O, .. ¢,y sur l'ensemble des classes d’isomorphie des HgR—comodules de dimension

finie.

5.2 Géométrie des variétés de comodules

5.2.1 Orbites

Proposition 150 Si (co,...,c) # (n+ 1), aucune orbite de P, . .
G co,....cr) Mest ouverte (pour la Z-topologie et la U -topologie).

L) sous laction du groupe

Preuve : soit P € P, ) On a:

O|Pia|- | Pk
P =

O - | | Prg

ol .- 11T 0

Soit P’ de méme taille que P; 1, telle que tous ses coefficients soient linéairement indépendants
et n’appartenant pas au sous-espace de Prim(Hg ) engendré par les coefficients de P (c’est

possible, car Prim(HB ) est de dimension infinie). On considere :

0 731,1 + ,uP’ s Pl,k
PH -

0 Pk

0 0
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P, est de type (co,...,c) grace & la condition d’indépendance linéaire des coefficients de P’,
mais n’est pas dans 'orbite de P si i # 0. De plus, limOP = P pour la U-topologie. Si I'orbite
n—

de P était ouverte pour la U-topologie, on aurait P,, dans cette orbite pour u assez petit, ce qui
n’est pas le cas. Donc l'orbite de P n’est pas un U-ouvert. Comme la Z-topologie est moins fine
que la U-topologie, ce n’est pas non plus un Z-ouvert. O

Corollaire 151 La seule orbite fermée de Qn+1(HIDD7R) sous laction de GLyp41(K) est {In+1}-
Il n’y a pas d’orbite ouverte (pour la U-topologie et la Z-topologie).

Preuve : pour les orbites fermées, le résultat découle du corollaire 65.
Soit @ € Qpy1 (Hgy R)» €t supposons son orbite ouverte. On peut se ramener a Q € Q +1(H113, R)-
Soit P = m1(QT). On peut se ramener & P € Plco,...,c,)- L'orbite de P dans P, . .,) est alors

ouverte : d’apres la proposition précédente, (cy,...,cr) = (n + 1); mais alors lorbite de @ est
{In+1}, qui est clairement non ouverte. O
5.2.2 Dual d’un comodule et double type d’un comodule
On considere 'application suivante :
D HE,R — HIIQ,R

1T ... Tpp, — pul...Tp1.

Il s’agit d’un antimorphisme de cogebres. Soit C' un comodule de dimension finie, muni d’une
base (e, ..., ep). Soit (ef,...,e) la base duale. On pose Ac(e;) = Z Qi; ® ej. On munit C*

J
d’une structure de comodule donnée par :

Ace(€7) = Z (Qj:) ® €j.

J
Lemme 152 Ac, ne dépend pas du choiz de la base (e;).

Preuve : on considere ’application suivante :
coevg : K — C®C*

1 — Zei@)e;‘.
%

Classiquement, coeve ne dépend pas du choix de (e;). Alors Ac+ est uniquement déterminé par
la commutativité du diagramme suivant :

K 2 ogor A wbowCceor
coevcl <I>®Id®IdT
TdRA o+
Cocr “22% CoHBre0r 2 HBL®C®C

(r:C® H?R — H?R ® C désigne la volte). O

Soit Q € Mm_l(’HgR). Alors Q< est défini par Qf’j = Qnii—jnti—i-

Ezxzemple :
1 0 0 0
0— Q10 1 0 0
| Q0 Q21 1 0
Q30 Q31 Q32 1

112



On a alors :

1 0 0 0

04 — Q32 1 0 0
Q31 Q21 1 0

Q30 Q20 Q1o 1

Le résultat suivant découle immédiatement de la définition de la structure de comodule de
c* .
Proposition 153 Soient (e;), (fi) deux bases de C. On a alors :
QC™, (fs s fi)s (s ) = @ (QUC, (€0, en), (for s fa)) )
ot ® agit sur chaque composante de la matrice.
Corollaire 154 C} et Cp. sont isomorphes.
Preuve : il suffit d’appliquer m; aux deux membres de ’égalité de la proposition 153, puis de

transposer, car ; o ® = 7y, et pour toute matrice carrée A4, (A4)T = (AT)4. O

Remarques :

1. On définit le radical d’'un comodule C de dimension finie comme le plus petit sous-comodule
C' de C tel que % soit semi-simple (c’est-a-dire trivial dans le cas de Hg ). Alors le type
de C* est alors la suite des dimensions des radicaux itérés.

2. La structure de comodule sur C* n’est pas la structure usuelle qui est donnée par :

o-(e) =) S(@Qj) @€
j

Cependant, on a le résultat suivant :
Proposition 155 (C*,A¢~) et (C*, Ap.) ont le méme type.

Preuve : soit (by, ..., bx) le type de (C*, Ac+). Il existe une base (ep,...,e,) de C, telle que :

Id 0 e 0
* * @ Qk,kfl . . 0
QC™ (€ ), () = |\ Phk=) L0
D(Qio) |- | 2(Quo) | Id
les blocs diagonaux étant de taille by, . . ., bg, les blocs sous-diagonaux ayant leurs lignes linéairement
indépendantes. Par coassociativité, ces blocs sont a coefficients primitifs, donc :
1d 0 e 0
* * * * * Qk,k—l . . 0
Q(C™, (en,---,€0), (en,... €0)) = : : :
(ko) | -+ | Qo | Id
La structure de comodule de (C*, Aj..) est donc donnée par :
1d 0 e 0
" S - 0
QC (e 1), (€ ) = | -2 Qik=) L
S(Qro) |-+ | S(Quo) | Id
Les coefficients de Q;;—1 étant primitifs, S(Q;;—1) = —Q;i—1, donc les lignes des blocs sous-
diagonaux sont linéairement indépendantes. Par suite, (C*, Al.) est de type (b, ..., b;). O
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Définition 156 Soit C' un comodule de dimension n + 1. Soient (ag,...,ax) le type de C et
(bo, ..., b) le type de C*. Alors le double type de C est ((ao,...,ar); (bo,...,b)).

Lemme 157 Soit ((ag,...,ax);(bo,-..,b)) le double type d’un comodule C. Alors k = 1, et
pour tout i € {0,...,k} :

ag+...+a; > bp+...+bp_;,
bo+...+b;, > ap+...+ap_;.
Preuve : dans une base (e;) bien choisie, Q(C, (eg, ..., €n), (€0, ..,€,)) est de la forme :
1d 0 e 0
Q|| o o
Q(Cy (607"'7671)7(60)"'7671)) = '170 . . )
OQro | -+ | Qup—1 | Id
les blocs diagonaux étant de taille ayg,...,ar, et les blocs sous-diagonaux étant a coefficients
primitifs. Par suite :
1d 0 e 0
* * * * * Qk’ k—1 e e 0
Q(C a(env'--760)7(6717'-"60)): 7. ] ] ’
O(Qro) | -+ | Qo | Id
les blocs diagonaux étant de taille a, ..., ag. On en déduit que pour tout i < k :
6:, R e;l;fakf...fak,ﬂrl € (C*)(Z)7

et donc by +...+b; > ap + ...+ ap_;. L’autre série d’inégalités s’obtient de maniére semblable.
Supposons k < [. Soit n+ 1 =dim(C). Alorsn+1>by+ ...+ b >ar+...+ap=n+1,
donc bgy1 = ... =0b;, =0 : absurde, donc k£ > [. De méme, k <. O

Ce résultat amene naturellement la définition suivante :

Définition 158 On appelle D7, 11 ensemble des éléments ((ag, . .., ax); (bo, ..., bx)) tels que :
1.ag+...4+ap,=byg+...+bp=n-+1;
2. pour tout i € {0,...,k}, ao+...+a; > b+ ...+ bp_;i;
3. pour touti € {0,... .k}, bo+...+b; > ap+ ...+ ak_;.

Proposition 159 Pour tout comodule C de dimension n + 1, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. C est de double type ((ag,...,ar); (bo,...,bk)).

2. Il existe P € Plqq,...ay) telle que C soit isomorphe au comodule associé a P ; de plus, il
existe P’ obtenue en permutant les lignes et les colonnes de P telle que (P')* € Ploo,...by)-

Preuve :
< : soit (e;) une base de C telle que 71 (Q(C, (e;), (e;)) = P. Alors Q(C, (e;), (e;)) vérifie la
condition de la proposition 68 avec (cy, ..., cx) = (ag, ..., ax), donc C est de type (ag, . .., ag). De

plus, par hypothese sur P, il existe o, 7 deux permutations, telles que 1 (Q(C*, (ez_(z.)), (ej(i))) €
Plbo,....b,)- Par la proposition 68, C* est de type (bo,. .., by).

N .
= : on montre comme dans la preuve du lemme précédent que ((C*)(k_z)) C (=Y pour
tout i > 1. Par suite, il est possible de trouver une base (e;) adaptée au drapeau cOc..c
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C®), telle qu’il existe une permutation o, telle que (ey (7)) soit adaptée au drapeau (C*)(©) C
... C(C*)®). Alors :

P = m(Q(C, (6,‘), (61))) S ,P(U«Ow--»ak)’
P’ = m(Q(CT, (€;(n)7 e 762(0))7 (eé(n), cees e;(o)») € Ploo,...bx)-

Posons P’ = (P”)4; il est immédiat que P’ s’obtient en permutant les lignes et les colonnes de
P. O

Corollaire 160 Soit ((aog, ..., ar); (bo,...,bx)) € DT py1. Alors il existe un HgR—comodule de
double type ((ag, ..., ar); (bo, ..., bk)).

preuve : il est possible de trouver un élément P € MnH(Prim(Hg r)) tel que :

O|Pra|- | Pk
P = ,

0 Prk

0 N 0
ou les blocs diagonaux sont dans M, (H?R), ey Mg, (H?R), et :

0| Pi1|- | Pl

PL = S :

0] - | " | Prg

ol -~ [ 0
ot les blocs diagonaux sont dans My, (Hg 7)o M, (H? ). Comme Pm’m(H? ) est de dimen-

sion infinie, on peut supposer que les coefficients non nuls de P sont linéairement indépendants.
Alors P € Py.....a;)» €t P4 € Pvo,....y)- Par la proposition précédente, avec P’ = P, le comodule
associé a P est de double type ((ao, ..., ax); (bo,...,bg)). O

L’ensemble des H?R—comodules de double type ((ag, - - -, ax); (bo, - - -, bx)) seranoté C(a, .. ap);(bo,....bx))-
On a:

L. Pour tout ((a); (b)) € DT n+1, C((a);()) €St non vide.

)

2. Cpy1(HBR) = U S
((@):(8)eDT i

DT 41 est partiellement ordonné de la maniere suivante : ((ao, . .., ax); (bo, ..., b)) > ((ag, ..., ay); (bp, - - -

si pour tout i € {0,...,min(k,0)} :

af)—l—...—l—a;,
b+ ...+ b

ag—+ ...+ a;
bo+ ...+ b;

AVARIY

Théoréeme 161 Pour tout ((ao, - - .,ax); (bo,---,bk)) € DT ni1, Cllag,....an)i(bo,....bx)) €St une par-
tie localement fermée de Cn+1(HgR) pour la U-topologie et la Z-topologie; en particulier,
Cln+1)i(nt1)) est fermé et C( .. 1)y(1,.,1)) est ouvert. De plus pour la U-topologie et la Z-
topologie :

Clao,ax)s(bo, - bi)) = U s bt
((a/o7"'70'2);(1767'"7b2))Z((U'Ovn:ak);(bO:--~7bk))
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Fi1c. 5.1 — Graphe de ordre partiel sur DT 41, n = 2,3. On a ((a); (b)) > ((a'); (b)) si, et
seulement si, il existe un trajet de ((a); (b)) vers ((a’); (b')).
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Preuve : on considere 'involution * : C’nH(Hg R — n+1(H1137 r)» qui envoie un comodule sur
son dual. Le diagramme suivant est commutatif :

_ Po4 _
Qi1 (HE,R) — Q. (Hg,R)

| |

Cni1(Hpr) —— Cuy1(HER)

De plus, o est une application continue et involutive, donc un homéomorphisme ; par suite,
* est un homéomorphisme (pour les deux topologies). Or Cl(ao,.an)ibosibn)) = Clag,.ar) N
(C(b07~~~7bk))* est donc l'intersection de deux parties localement fermées (proposition 70) : c’est
donc une partie localement fermée. On remarque que le lemme 157 implique que si C est de type
(n+ 1) (respectivement (1,...,1)), alors C* est de type (n + 1) (respectivement (1,...,1)), et
donc C((n+1);(n+1)) = C(n—H) est fermé et C((17...71);(17__.71)) = C(l,...,l) est ouvert.

U

Z 1, p .
On note C((U«O,‘n,ak);(bo7-~7bk)) I'adhérence de C((CLOp-~’ak)§(b0,m,bk)) pour la Z-topologie, et C((ao,.l.,ak);(bo,...,bk))

I'adhérence de C((qa,.,....a1);(bo,....by)) POUr la U-topologie. Enfin, on note :

X = U C(alya))s (Bl b))
((@lyseers})s (B esb))> (@0, s ); (b0 b))

C((ao,...,ak);(bo,...,bk))U C C((ao,...,ak);(bo,...,bk))Z : car la Z-topologie est moins fine que la U-
topologie.
C((ao,...,ak);(bo,...,bk))Z C X : on note P, ) le sous-espace de MnH(Prim(HgR)) des

matrices de la forme :

O Pia|- | Pik

P = ;
0 -« | o | Pen
ol -~ |- 0

o les blocs diagonaux sont dans M, (HgR), M, (HIDJ’R). Il s’agit d’un fermé de MnH(Prim(Hg’R))
pour les deux topologies (car il s’agit d’un sous-espace). Pour 0,7 € S, 11, P € Mn+1(Prim(Hg7R))

on désigne par (o, 7).P la matrice obtenue en permutant les lignes de P suivant o et les colonnes
de P selon 7. D’apres la proposition 159, X est I'image par 'application Q;_H(Hgﬁ) —
C’n+1(HID>, ) de 'ensemble suivant :

X' = Q;L—i-l(HIlZ,R) N U P(ao,...,ak) N (07 T)-P(bo,...,bk)

0,TESn+1

Il s’agit d'un Z-fermé de Q,; +1(Hg r), et donc X est une partie Z-fermée; comme X contient
Clao,....ap);(bo,....bx)» O1 & l'inclusion recherchée.

X C C((ao,...,ak);(bo,‘..,bk))Z : soit C' € X. On peut supposer C provenant d’une matrice P € X'.
Comme Prz’m(Hg r) est de dimension infinie, on peut ajouter des termes de la forme pup a
certains coefficients de P pour obtenir les conditions d’indépendance linéaires requises pour
appliquer la proposition 159. La matrice obtenue est appelée P,. Alors le comodule C), associé a
P,, est de double type ((ao, ..., ax); (bo,...,bx)), et comme P, tend vers P pour la U-topologie
quand p tend vers zéro :

Mlino Cy = C pour la U-topologie,

ce qui prouve l'inclusion. O
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Corollaire 162 C(; 1) est un ouvert dense de C’nH(H?R) pour les deux topologies.

Prewve : en effet, Cq 1) = C(,..1);1,...,1)), €t ((1,...,1);(1,...,1)) et le plus petit élément de
DT 41 On a donc :

Ca,..n = > C(alyal); (B ob))
((agyse-»a7);(bgyse-501) ) EDT g1

= Cn+1(H113,R)‘ U

Remarque : 'adhérence d'un C'q,, ... 4,) n'est pas nécessairement une union de C(%’m’a;). Par
exemple, considérons C'(; 2y = C(1,2);(2,1))- On a :

)

Cra2) = C1,2) U C2,1),1,2)) Y C(3):3))-

Donc C19) N Cpa,1) est a la fois non vide et différent de Ca1), car C(21),1,2)) € Cl1,2), et
Cleaen) £ Cua:-

5.2.3 Nombre de doubles types

On se propose d’établir une bijection entre D7, et I'ensemble F, 1 des foréts planes
enracinées de poids n + 1.

On note S 'ensemble des suites finies d’éléments de Z. On définit une application ¢ : Fpr —
{1} — &2 par récurrence sur le poids de la maniere suivante :

Plo) = ((1);(1)),
V(ty...tr—10) = ((ap+1,...,a%);(bo,..., b +1))
ou ((ag,...,ar); (bo, ..., b)) =ty ...t,—1),
Yty ...t 1BY(F)) = ((r,ap—7r+1,a1,...,az); (bo,...,b;1))
ou ((ag,...,ar);(bo,..., b)) =0ty ... t,1 F).

Lemme 163 Soit F =ty...t, € Fpr, I # 1. Soit ((ag, ..., ar); (bo,-.., b)) = Y(F).
1. apg=7T,
2. ((ao,---,ax); (bo,---,01) € DT poias(r)-

Preuve :

1. Récurrence immédiate sur le poids de F'.

2. Procédons par récurrence sur n + 1 = poids(F'). C'est évident si n = 0. Supposons le
résultat vrai pour les foréts de poids n, et soit F' de poids n+ 1. Si F est de la forme ¢1...¢,._qe,
on déduit immédiatement le résultat de I’hypotheése de récurrence appliquée a ty ...t-_1. Sinon ,
posons F =ty ...t,_1BY(t,...ts). Alors ((s,a1,...,ax);(bo,...b)) = ¥(t1...ts) est un double
type d’apres le premier point. De plus, ¢(F) = ((r,s —r + 1,a1,...,ax); (bo,...,b;,1)); comme
s > r, tous les entiers apparaissant sont strictement positifs, et on vérifie aisément les conditions
d’appartenance a D7 ;1. O

On définit une application ¢ : U DT p+1 — Fpr — {1} par récurrence :
neN
e((1); (1)) = o,
o(((ag, ... ar); (boy..., b)) = ©(((ao—1,...,ax);(bo,...,bp —1))) ® siby > 1,
go(((ao, N ,ak); (bo, ceey 1))) = tl .. -tag—lB+(ta0 .. .tr)
outy...t, =¢(((ag+ a1 — 1,a9,...,ax); (bo,...,bg—1))).
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Notons que si by > 1, alors a9 > b > 1, et donc ((ag — 1,...,ax); (bo,...,bx — 1)) est bien
un double type; par suite, ¢ est bien définie. On montre par une récurrence simple sur n que
Yo e(((ag,-..,ar); (bo,...,bx))) = ((ag,-..,ar); (bo,...,bx)) pour tout élément de DT 1. On
montre par récurrence sur le poids que ¢ o ¢)(F) = F. On a donc :

Théoréeme 164 1) est une bijection de Fpr — {1} dans U DT 1. De plus, ¥ envoie Fpiq

neN
sur DT p41.

(2n +2)!

Corollaire 165 card(D7 4+1) = Tni2 = (n+ D(n+2)
n I(n !

Preuve : voir le théoreme 75. O

Exemples : doubles types de DT 41, n < 3, et foréts correspondantes :

((1);(1)) — . ((2);(2)) —
(1,1);(1,1))  — 1 ((3);(3)) —
((2,1);(2,1))  — .1 ((2,1);(1,2)) — 1
(1L2:(21) — V| ((LL1:111)  —

((4); (4)) . ((3,1):(3,1)) o
((3,1);(2,2)) — .1 ((3,1);(1,3)) — 1.
((2,2);(3,1)) — . ((2,2);(2,2)) — V¥

((2,1,1);(2,1,1)) — .1 ((2,1,1);(1,2,1)) — 11
((2.1,1);(1,1,2) — | (13,1  — ¥
((1,2,1);(2,1,1)) — Y ((1,2,1);(1,2,1)) — %
(L2:211) — ¥l (@iLniy) —

5.3 Description de quelques C(, )

5.3.1 Comodules de type (1,n)

Les matrices réduites de type (1,n) sont de la forme suivante :

[0 p1 - ]
0 -+ --- 0

P = ,
0 --- . 0
[0 - - 0

les p; étant linéairement indépendants. On note C'p le comodule associé a la matrice P. Son
coproduit est donné par :

Aleo) = 1®c:
A(BZ) = 1®e +p; Reysit>1.

Proposition 166 Soient P, P’ réduites de type (1,n). Alors Cp et Cp: sont isomorphes si, et
seulement si, les p; et les p, engendrent le méme sous-espace de Prz’m(HgR).
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Preuve : Cp et isomorphe a Cpr si, et seulement si, il existe g € G, 1)(K), tel que P = gq.P.
Par suite :

Cp~Cp < JacK—-{0},be K, AecGL,(K),
o alle e [”1 116 4]
o Jae K —{0}, Ae GLo(K), [pr...p] = é[pll...p%]/l

& 3B € GLy(K), [p1 .. pn]/ [P} .- P, B

< wect(p1,...,pn) = vect(pl, ... ,pn) O

Corollaire 167 L’ensemble des comodules de type (1,n) de HIQR est en bijection avec l’en-
semble des sous-espace de dimension n de P’m’m(HIDJR).

Preuve : 1'application est donnée par © : Cp — vect(pi,...,pn). D’aprés la proposition, © est
bien définie et injective; il est clair que © est surjective. O

Remarque : en particulier, C(1 1) est en bijection avec l'espace projectif associ¢ a I'espace
vectoriel Prim(HB ).

5.3.2 Comodules de type (n,1)

Les matrices réduites de type (n, 1) sont de la forme suivante :

0 -~ 0 pm
0 -~ 0 po

/P: . E . ,
0 0 pn
_O o 0 -

les p; non tous nuls.
On note Cp le comodule associé a la matrice P. Son coproduit est donné par :

Ale;)) = 1®esii<n—1;
n

Alen) = 1®@en+ > pi®eit.
i=1

Proposition 168 Soient P, P’ réduites de type (1,n). Alors Cp et Cp: sont isomorphes si, et
seulement si, les p; et les p} engendrent le méme sous-espace de Prim(HgyR).

Preuve : analogue au cas (1,n). O

Corollaire 169 L’ensemble des comodules de type (n,1) de ngR est en bijection avec l’en-
semble des sous-espace non nuls de dimension inférieure ou égale a n de Pm’m(HgR).

Preuve : 1'application est donnée par © : Cp — vect(ps,. .., ppn). D’apreés la proposition, © est
bien définie et injective; il est clair que © est surjective. L’application réciproque est donnée
par :

V. — C 0 -+ 0 mpm ]’
0 0 p2
0 : 0 Pn
0 a0
ou (p1,...,pn) est une famille génératrice quelconque de V. O
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Proposition 170 Soit C' un comodule de type (n,1). Alors C est de double type ((n,1);(n +
1 —k,k)) si, et seulement si, dim(0(C)) =k .

Preuve : le double type de C' est de la forme ((n,1); (b, b1)), avec by < n, et by + b1 = n + 1.
On peut supposer C de la forme ©~1 (V). On choisit une famille génératrice de V' de la forme
(p1,.--,Pk,0,...,0), avec pi, ..., pg linéairement indépendants (et donc k = dim(V')). Par suite
C' est isomorphe a Cp, avec :

- 0 0

0 0 peo

P = 0 0 Pk

0 0

- 0 O -
Par suite C* est isomorphe & Cp., et :

0 0 p D1
Pl 0 0 O 0
0 0 0 0

Cette matrice est réduite de type (n+ 1 — k, k) car les p; sont linéairement indépendants. Donc
C* est de type (n+ 1 — k, k) (proposition 146). O

5.3.3 Comodules de type (1,1,1)

les matrices réduites de type (1,1, 1) sont de la forme :

q
D2 )
0

hv)

I
coo
coB

avec pi1, p2 non nuls.

Proposition 171 Soient P, P’ réduites de type (1,1,1). Alors Cp et Cp: sont isomorphes si,
et seulement si, il existe A1, Ao € K, non nuls, u1, us € K, tels que :

pr = )\1}9/1’
P2 = A2]9/27
¢ = MXad + ph + poph.
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Preuve : Cp et isomorphe a Cpr si, et seulement si, il existe g € Gy 1,1)(K), tel que P =gq.P.
Par suite :

Cp~Cp < 3ai,az,a3 € K —{0}, by,bz,c € K,

ap by ¢ 0 p1 ¢ 0 py ¢ ap b ¢
0 as b2 0 0 P2 = 0 O pIQ 0 a9 bg
0 0 as 0 0 O 0 0 O 0 0 as

& day,as,a3 € K — {O}, b1,bs € K,

_ a2 _az
b1 = —P1, P2 = — P2
al a9

as ba by
¢=—¢+—=ph — —ph
a4y ay

o e K — {0}, ui,ps € K,
p1 = A1ph, P2 = Aaph,
q = Mg + pp) + pops.
as B bj

. a b
(On a pris A\ = —1, Ao = —, 1y y U2 S
as ao al ai

). O

On remarque alors que si Cp est isomorphe & Cpr, alors vect(py, p2) = vect(py,ph), et vect
q q p P b1, p P1,P2
1,12, q) = vect(ph,ph,q"). Pour tout comodule C de type (1,1,1), on choisit alors P telle que
(p1,p2, ) P1, P q ype (1,1,1), q
(' soit isomorphe a C'p, et on pose :

Vclv = wect(p1,p2),
VC2 = UeCt(plap27Q)'

V4 et V2 ne dépendent pas du choix de P. De plus, VA C V2 1 < dim(V2) < 2, et dim(V3) <
dim(V3) < dim(V3) + 1.

Soient Vi, V2 deux sous-espaces de Pri’m('Hg’ R), vérifiant :
1. Vi C Vs,
2. 1< dim(Vi) < 2,
3. dim(Vy) < dim(Va) < dim(Vq) + 1.
On pose :

Cvivy, = {CeCuun/VeSW, VECVa},
Cv, = {CeCuuy/ Vé C Val,

Cihiv, = {CeCuniny/ V=W, Vi=W},
Cy, = {CeCuin/VE=Ve}

Décrivons ces différents sous-espaces de Cq 1 7).

L. dim(V1) = dim(V2) = 1 : alors Vi = Va, et Cy, v, = Cyy = O, y, = Cy,. Soit p un vecteur

non nul de Vi. Soit C € Cy, v, et soit P une matrice réduite associée a C'; P est de la forme :

0 aip bp
P=0 0 aop |,
0 O 0

avec a1, as € K, non nuls, b € K. D’apres la proposition 171, C' est isomorphe a Cps, avec :

P =

o O O
oo
o o
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Donc Cy, v, est réduit a un seul point. On a donc une bijection :

P(Prim(Hpp) —  |J Cv
dim(V)=1

V droite de Prim(Hg’ r) — lunique élément de Cy.

2. dim(V1) = 1, dim(V2) = 2 : soient (p) une base de Vi, et (p,q) une base de V;. Soit
Ce C(/l v, €t soit P une matrice réduite associée a C'; P est de la forme :

0 aip bp+cg
P=|0 0 asp ,
0 O 0

avec aj,a2,c € K, non nuls, b € K. D’apres la proposition 171, il existe un unique p # 0, tel
que C' est isomorphe a C’]DL, avec :

0 p ug
P.=100 p
00 0

On a donc une bijection :

E—{0} — Cuy
n Cp/.

De méme, on a une bijection :

K — Cuw
p — Cp.

Remarquons que Cy; v, — C’{/l v, = Cv; est bien réduit a un seul point, comme on ’a vu dans le
point 1.

3. dim(V1) = dim(V2) = 2 : alors V; = V2. On a alors :

[0 p1 bip1 + bape
Cvivy, = SCp/P=10 0 P2 , (p1,p2) base de Vi, by, b € K
0 0 0
I 0 P1 0
= Cp/P=10 0 pa |, (p1,p2) base de V1,
0 0 0

De plus, si P et P’ sont de la forme ci-dessus, Cp et Cps sont isomorphes si, et seulement si, py
et p} sont colinéaires, et ps et p) sont colinéaires. On a donc une bijection :

(P(V2) x P(V2)) = {(D,D)/D € P(Va)} — C{y, v
(D1,Dy) — C ;

0 P1 0
0 0 p2
0O 0 O

ou p; est un élément non nul quelconque de D;.

123



4. dim(V1) = 2, dim(Va) = 3 :

q
p2 |, (p1,p2) base de Vi, g € Vo — 1

0
Clav, =4 Cp/P=| 0
0 0

coB

Fixons (e1, e2) une base de Vi, et soit es € Vo — V3. On définit 'application suivante :

AN:WVixVi — Vy

(z1e1 + woez, y1e1 +yoe2) —  (T1y2 — Tay1)es.

Si p1,p2 € Vi, linéairement indépendants, alors p; A p2 est non nul, et (p1,p2,p1 A p2) est une
base de V5. De plus, A est bilinéaire.
On pose :
E = (P(V1) x P(V1)) = {(D,D)/D € P(V1)}.

On a alors une application :

@ZEXK* — C{/LVQ

D+1.D C
(D1, D, ) — 0 p1 pwp1Ap2 |’

0 0 D2
0 0 0

ou p; est un élément non nul quelconque de D;.
Montrons que © est bien définie, c’est-a-dire ne dépend pas du choix de p; € D;. Si p} est un
autre choix, alors il existe \; # 0, p; = A;p}. On a alors :

0 p1 pp1Ap2 0 Apy Ade(up) Aph)
0 0 P2 =10 0 A2l
0 0 0 0 0 0

Donc Cp et Cps sont isomorphes d’apres la proposition 171. De plus, si (D1, D2) € E, alors p;
et po sont linéairement indépendants, donc vect(py, p2) = Vi ; de plus, si u # 0, vect(p1, p2, up1 A
p2) = Va, donc O(D1, D2, 1) € Cy -

Il est clair que © est surjective par la proposition 171. Montrons que © est injective : si
©(D1, Dy, i) = ©(Dy, D), i), alors par la proposition 171, p; et p} sont colinéaires, py et ph
sont colinéaires, donc Dy = D/, Dy = D} : on peut alors choisir p; = p, pour i = 1,2. On en
déduit alors que p = p'. Par suite, © est une bijection.

Dans le cas ot K = R, on peut identifier la droite projective P(R?) & un segment dont les
deux sommets sont identifiés. On peut alors dessiner les différents Cy, 1, (voir la figure 5.2).
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Fi1Gc. 5.2 — Les différents C{/th’ dans le cas ou K = R; D,P et E sont des sous-espaces de
Prim(HgR) de dimension respectives 1,2 et 3, tels que D C P C E.
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Chapitre 6

Quelques autres algebres d’arbres

Introduction

Parallelement aux travaux de Connes et Kreimer sur la renormalisation, d’autres algebres de
Hopf d’arbres sont apparues dans des contextes divers. Citons l'algebre sur les arbres enracinés
de Grossman et Larson utilisée dans le cadre d’étude d’opérateurs différentiels (avec également
quelques applications combinatoires, voir [16, 17]), l'algebre pré-Lie libre de Chapoton et Li-
vernet [8], 'algebre sur les arbres binaires planaires de Brouder et Frabetti [6], utilisée pour
renormaliser les diagrammes de Feynman en électrodynamique quantique, ou encore une autre
algebre de Hopf sur les arbres binaire, I’algebre dendriforme libre de Loday et Ronco [26, 30, 31].
De plus, une quantification a deux parametres de Hp g a été introduite par Moerdijk et van der
Laan dans [28, 33].

Le but de ce chapitre est d’établir des liens entre ces différentes algebres de Hopf. Nous
étudions ’algebre HY de Brouder et Frabetti dans le premier paragraphe. Nous la décrivons
sous forme d’algebre de Hopf d’arbres plans enracinés, munie d’un coproduit donné par cer-
taines coupes admissibles. Ce résultat est utilisé pour montrer que H” est isomorphe a Hpr
comme algebre de Hopf graduée. D’autre part, suivant [6], nous mettons en évidence une sous-
algebre ‘H de Hppr jouant le role de I’algebre de Connes-Moscovici dans le cas de Hp (voir
[9, 12]). Nous donnons une nouvelle preuve de l’existence de cette sous-algeébre et montrons que
son groupe des caractéres est isomorphe au groupe des difféomorphismes formels (deuxiéme pa-
ragraphe).

Dans le troisieme paragraphe, nous étudions la quantification Hg, 4, & deux parametres de
Hp,r. Nous montrons que lorsque le rapport des deux parametres n’est pas un entier algébrique,
alors Hg, 4, est isomorphe & Hp r comme algebre de Hopf graduée (corollaire 202).

Dans le quatrieme paragraphe, nous munissons H? r d’une structure d’algebre de Hopf den-
driforme a l’aide de la base duale de la base des foréts et de la combinatoire des greffes. Nous
montrons que cette stucture rend H? p isomorphe a 'algebre dendriforme librement engendrée
par D; en particulier, 'algebre Hj, sur les arbres binaires de Loday et Ronco est isomorphe a
l’algebre Hp g, et donc Hy, et H” sont également isomorphes, ce qui répond a une question de
Loday et Frabetti.

Enfin, le dernier paragraphe est consacré a l'algebre de Grossman et Larson. Nous mon-
trons qu’elle est isomorphe a l’algébre enveloppante U(L1) grace au plongement de £; dans
Prim(Hp,r) décrit dans le chapitre 3. Nous en déduisons que 1’algebre de Lie £; est une algebre
pré-Lie libre, retrouvant ainsi le résultat de [8]. Enfin, nous donnons quelques applications com-
binatoires ; en particulier, nous donnons une nouvelle preuve de la formule de Kreimer sur les
coefficients de Connes et Moscovici [23].
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6.1 Algebre de Brouder et Frabetti

6.1.1 Construction
On utilise les notations de [6].
Définition 172 1. Un arbre binaire planaire est un arbre enraciné plan dont chaque sommet
intérieur est trivalent. L’ensemble des arbres binaires planaires sera noté 7. Le degré d’un

arbre binaire planaire est le nombre de ses sommets intérieurs. En particulier, I’arbre
binaire planaire formé uniquement de sa racine est de degré 0. Il sera noté |.

Ezxemples : arbres binaires planaires de degré 0,1,2,3 :

VXY N N Y

2. Soit V : Ty x T, — Ty, Vapplication qui greffe deux arbres binaires planaires sur une racine
commune. Tout arbre binaire planaire ¢ #| peut alors s’écrire t' V ¢, avec ! et ¢ deux
arbres binaires planaires de degré strictement inférieur au degré de t.

Ezemple : | Vv \<K = i§/

Soit H” I'espace gradué engendré sur K par 75, muni du produit défini par les relations de
récurrence :

st = (t)vs os=s Vs ;
't = t.

(C’est-a~dire qu’on greffe ¢ sur la feuille la plus a gauche de s).

mwv%%?vyxyxw‘%

Soit V' : T, — Ty, défini par V(¢) =| Vt. On munit H” du coproduit défini par les relations
de récurrence :

A() = |®] (6.1)
ANV(E) = VOO | +IdeV)oAV(t) — (Ide V)[(V(E)® )AY ()], (6.2)
AV(tVs) = AV(V(s)AV(2). (6.3)

On montre que H? est une algebre de Hopf graduée (voir [6]).

6.1.2 Algebre de Hopf Hpg,

Proposition 173 Soit f : T, — Fpr, définie par récurrence sur le degré par :

f =1
FAVE) = (BT o f(I)f(H).

Alors f est une bijection, vérifiant f oV = Bt o f, et f(st) = f(s)f(t), Vs,t € Tp. De plus,
poids(f(t)) = deg(t), Vt € Tp.
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Preuve : soit g : Fpr — Tp, définie par récurrence sur le poids par :

g(1) = |,
g(tF) = g(F)Vvg(B (t)),Vte Tpgr, F € Fpr.

On montre facilement par récurrence que go f = Idy, et fog = Idr, ,. Donc f est une bijection.

Soit t € Tp; on a :

FV @) = f(vt) =BT (f(t) () = BT (f(t)).

Soient s,t € Tp. Montrons que f(st) = f(s)f(t). Supposons d’abord s de la forme V(s).
Alors :

fst)y=f(tVv ') =BT (f(s)f(t) = F(V(ENF() = f(s)f ().

Supposons maintenant s quelconque; alors s s’écrit de maniere unique s = s1...s,, avec
s; = V/(s}). Une récurrence sur n permet de conclure.

Enfin, les deux propriétés précédentes permettent de déduire que poids(f(t)) = deg(t) par
une récurrence simple sur le degré. O

FEzemples : image par f des arbres binaires planaires de degré 1, 2 ou 3 :

LY
% ' XVVH

Soit Hp, 'algebre librement engendrée sur K par les éléments de 7p r. Une base de Hp,
est Fpgr. Prolongeons f : H?" — Hp, par linéarité : f devient un isomorphisme d’algebres
graduées. On munit ‘Hp, d’'un coproduit faisant de f un isomorphisme d’algebres de Hopf. Ce
coproduit est noté Ap,.

Soit D : Hp, — Hpr et G : Hpr — Hp, défini par D(t1...t,) = B~ (t1) et G(t1...t,) =
ty...ty, Vt1...t, € Fpr. Pour tout t € 7y, t #|, on a :

D(f(t) = D(B*(f(t") ()

= f(tr)7
G(f(t) = GBY(fE))F(Y)
= f(t).
Ay, peut donc étre défini par récurrence sur le poids en utilisant (6.1), (6.2), (6.3) :
Ap.(1) = 1®1, (6.4)
Apr (BY(F)) = BT (F)®1+ (Id® B")oAp.(F) (6.5)
—(1d® BY) [(BH(D(F) ©1) Ar (G(F))]
Ap,(tF) = Ap(t)Ap(F), (6.6)

outée TP,R et I' € FpR.
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Définition 174 Soit ' € FppR, et soit a une aréte de F'; a est dite aréte gauche de F' si a
est l'aréte la plus a gauche parmi les arétes ayant méme origine que a. Soit ¢ une coupe de
F'; c est dite admissible gauche si ¢ est admissible et ne coupe que des arétes qui ne sont pas
gauches. L’ensemble des coupes admissibles gauches de F est noté Ad®(F); I'ensemble des
coupes admissibles gauches non vides et non totales de F est noté AdS(F).

Proposition 175 Pour toute forét ' € Fpr :

Ap(F) = > PY(F)®R(F)
cEAdG (F)
= Fol+1®F+ Y  PY(F)®RY(F). (6.7)
c€EAdG (F)

Preuve : on note A, : Hpy — Hpy ® Hpy défini par le second membre de (6.7). 11 suffit de
vérifier que Al vérifie les équations de récurrence (6.4), (6.5), (6.6). Il est immédiat que (6.4)
et (6.6) sont vérifiées. Soit F' =1t;...t, € ng.
On a une bijection a : Ad(F) — Ad(B*(F))—{coupe totale de Bt (F)} telle que P (B*(F)) =
P¢(F) et RM9)(BH(F)) = BY(P¢(F)). Soit ¢ € Ad%(F). Deux cas se présentent :
1. Si ¢, nest pas la coupe totale de ¢1, alors a(c) € Ad“(BT(F)) et a(c) n’est pas la coupe
totale de BT (F'). De plus, toute coupe dans Ad%(B*(F)) non totale est atteinte.

2. Sinon, a(c) ne coupe que des arétes non gauches et I’aréte a menant de la racine de BT (F)
vers la racine de t; (cette aréte est gauche). Soit ¢ = Clty...tn- C'est une coupe admis-

sible gauche de to...t,. On a alors PM(Bt(F)) = t;P%(ty...t,) et R*)(BT(F)) =
Bt (P (ty...t,)). De plus, toute coupe de Ad(B*(F)) de cette forme est atteinte.

On a donc :

(Id@ BY)o AL, (F) = (Id@B") [ Y PY(F)®RY(F)
c€AdG (F)
= Y PUOBH(EF) @ RYO(B(F))
c€AdG (F)
— > PYBYF)®RY(BY(F)-B(F)®1
cEAdS (B (F))
+ Z thc/(tQ...tn) ®B+(R6l(t2---tn))
c’E.AdG(tQ )
= AR (BT(F)-BT(F)®1
(Id ® BY)[(t ® 1)A’pr( )]
= AR (BY(F) - B (F)®
+(Id® BY) [(BT(D(F )) ® 1) A, (G(F))] .

Et donc (6.5) est vérifiée. O

Proposition 176 (Hp,,m,n, Apy,e,Sp,) est une algébre de Hopf graduée isomorphe a H7
(m,n, e et la graduation étant les mémes que pour Hppr).

6.1.3 Isomorphisme entre Hpp et H}?

Soit F' = ti...t, € Fppr. Posons t, = BT(s1...8m), $1,...,5m € Tppr. Solent r(F) =m
(nombre d’arétes ayant pour origine la racine de l’arbre le plus & droite de F) et p(F’) le nombre
de t; égaux a e. En particulier, si F =1, on a r(F) = p(F) =0 et si t,, = o, alors r(n) = 0.
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B I R SR
AFT<$ >=. ®¥+Y®\/ +. ®\L +Y.®I +..®\I
+$ ®1+1®$.

Fic. 6.1 — un calcul de coproduit dans Hpy.

Soit x un élément de Hp,. Soit x = > apF sa décomposition dans la base des foréts. On
note F(xz) = {F € Fpr,ar # 0}. On note p(z) = max{p(F)/F € F(x)}, et P(z) = {F €
F(x),p(F) =p(z)}. Siz # 0, P(x) est non vide.

Lemme 177 Soit x un élément primitif non nul de Hp,. Alors : soit ¢ € P(x), soit il existe
F € P(x), tel que r(F) =1 (ces deuz cas ne s’excluant pas mutuellement).

Preuve : soit F =t1...t, € P(x). Si F = e, c’est terminé. Supposons F # e.

Supposons que F = o', i > 2. Alors F est la seule forét ayant une coupe admissible gauche
c telle que P¢(F) = =1 R¢(F) = o. Donc ¢'~! ® e doit apparaitre dans 1’écriture de Ap, ()
dans la base des foréts avec un coefficient non nul et donc x n’est pas primitif : contradiction.

Par suite, F est de la forme F = Gte', avec G € Fpp, t € Tpg, t # e. Parmi tous les
éléments de P(x) de cette forme, choisissons F' de sorte que 4 soit minimal. Supposons i > 1.
Gt ® o' apparait dans 1’écriture de Ap,(F). Comme z est primitif, il existe F' € F(x), F' # F,
possédant une coupe admissible gauche c telle que P¢(F’) @ R°(F') = Gt ® o'. Or une telle forét
est de la forme Hte/, avec j < i. On aboutit & une contradiction avec le choix de F, et donc
1=0.

On a donc trouvé F = ty...t, € P(z), telle que ¢, # o. Parmi toutes les F' de cette sorte,
choisissons F' de sorte que :

1. si F' =ty ...t,, € P(x), t,, # e, alors poids(t,) > poids(t,);

2. si de plus poids(t),) = poids(ty), alors r(F') > r(F).
Supposons r(F) > 1 :t, = Bt(s1...8m), m > 2. Alors sg...8, ®t1...t,—1B"(s1) apparait
dans I'écriture de Ap,(F). Comme z est primitif, il existe F’ € F(x), F’ # F, possédant une
coupe admissible gauche c telle que P*(F') @ p*(F') = s9... 8y @ty ...t,—1BT(s1). F’ est donc
obtenue en greffant les différents arbres de ss . .. s,, sur les différents arbres de ¢; ... t,_1B1(s1),
ou en les intercalant entre ces arbres. Comme c¢ est admissible gauche, on ne peut pas greffer
81y +,8m sur des arbres de t1 ...t,_1 BT (s1) égaux & e, donc nécessairement, p(F’) > p(F), et
donc F' € P(z). Posons F' =t} ...t} . Trois cas se présentent :

1. On ne greffe pas tous les s; sur BT (s1) : alors ¢/, est I'un des s; ou BT (s1) et donc
poids(t),) < poids(ty). Si t,, = e, alors p(F’) > p(F) = p(z), et donc apr = 0. Sinon, par
choix de F' (condition 1), on a alors agr = 0, et donc dans les deux cas F' ¢ F(x).

2. On greffe tous les s; sur BT (s1), mais pas tous sur la racine de B (s1) : alors poids(t,,) =
poids(ty), et r(F') < r(F), donc apr = 0 (condition 2).

3. On greffe tous les s; sur la racine de B*(s1) : alors on doit nécessairement greffer ss ... sy,
a gauche de s; (car ¢ est admissible gauche) et dans cet ordre, et donc F/ = F.
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Dans les trois cas on aboutit & une contradiction, et donc r(F') = 1, ce que démontre le lemme. O

Soit 8 : Hp, — Hp, définie par :

B = 0,
B(ty...th—10) = t1...th—1,
Blty...ty) = t1...ty 1B (t,)sir(ty...ty) =1,
Bty...ty) = 0sir(ty...ty)>2.

Proposition 178 1. B vérifie les propriétés suivantes :
(a) [ est homogéne de degré —1.
(b) Va,y € Hrr, Bzy) = B(x)e(y) +26(y).
(¢) Biprim(rp,) €st injective.
2. B9 H}}gr — H}gr vérifie les propriétés suivantes :
(a) B3*9 est homogéne de degré +1.
(b) Vf e Hi, ABI(f)) =B9(f) @1+ (Id® B*9) o A(f) ot A désigne le coproduit de
H .
(c) Soit M l’idéal d’augmentation de Hy. ; alors Hy. = Im(5*9) + (1 & M?).

Preuve :
1. (a) Evident, avec la définition de (.
(b) On remarque que B(ty...t,) =t1...th—18(ty); le résultat est alors immédiat.
(c) Soit z € Prim(Hpy), non nul. Supposons F(z) = 0. Si e € P(x), alors e((z)) = ae #
0 : contradiction. Donc d’apreés le lemme précédent, il existe F' = t1...t, € P(z),
r(F) = 1. Alors B(F) = t1...t,—1B~ (tn), et B~ (t,) € Tpr. Comme f(z) = 0,
il existe F/' € F(x), F' # F, telle que S(F') = B(F). Alors nécessairement F' =
t1...th—1 B~ (tn)e, et donc p(F’) > p(F)+1 > p(x) : on ne peut donc avoir F’ € F(z) :
contradiction. Donc 5(z) # 0.
2. (a) Découle du lemme 2.

(b) Soient f € H;Y, x,y € Hpr.

(ABY(f),xy) = (B9(f) zy)
[, 8(zy))
f, B(x)e(y) + z6(y))

B(f), =) (Ly) + (Id® ) o A(f),z @ y).

Le résultat en découle immédiatement.

(¢) A laide de la proposition 6-2, on identifie Prim(Hg,)*9 et H;5./((1) & M?)). Alors si
i@ Prim(Hp,)* — H33, est injection canonique, i*9 : H7? — H79 /(1) & M?) est
la surjection canonique. D’apres 1.(c), foi est injective. Donc i*9 o 3*9 est surjective.
On a donc :

~ ~ ~

I *9
Im(i*goﬂ*g) = (SZ(SM)Q
"

(1) M*’

d’ou le résultat. O
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Soit T : Hppr — H;gr I'unique morphisme d’algébres de Hopf vérifiant YT o BT = 3*9 0T
(propriété universelle de Hp r). Montrons que YT est homogene de degré zéro : soit F' € Fpp,
de poids n, montrons que Y(F') est homogene de poids n par récurrence sur n. Si n = 0,
alors F = 1, Y(F) = 1. Supposons la propriété vraie pour toute forét de poids n’ < n : si
F ¢ Tp R, alors il existe F1, Fy, de poids strictement inférieur a n, telles que F' = F} Fy. Par suite
T(F) = T(F)Y(F3), et donc T(F) est homogene de poids n. Sinon, il existe F’ de poids n — 1,
telle que F' = BT (F'). Alors Y(F) = 3*9(Y(F')) : comme 3*9 est homogene de degré 1, T(F)
est homogene de poids n — 1+ 1 =n.

Montrons que T est surjective : soit y € H}gr, homogene de poids n, montrons que y € I'm(Y)
par récurrence sur n. C'est évident si n = 0. Sinon, y € (Im(8*9) + M?) NH}, = B*9(H:_,) +
M? N H;. On peut donc se ramener & y de la forme $*9(y’), 3’ homogene de poids n — 1, ou
Y = 1y1Y2, ¥; € M, homogenes de poids strictement inférieur a n. Dans le premier cas, il existe
¥’ € Hppr, T(2') =y et alors Y(BT(2)) = "9 o T(2') = *9(y’) = y. Dans le deuxitme cas, il
existe x1,22 € Hpg, Y(x;) = y; et donc y = Y(z122).

Par suite, T étant homogene de degré zéro et surjectif et les composantes homogenes de
Hp,r et Hp, ayant les mémes dimensions finies, T est un isomorphisme.

Proposition 179 ['unique morphisme d’algébres de Hopf Y : Hpr — H9 tel que Y o BT =
B9 oY est un isomorphisme d’algebres de Hopf graduées.

Théoréme 180 1. Hpr et Hp g sont des algebres de Hopf graduées isomorphes.
2. H7 et Hpr sont des algébres de Hopf graduées isomorphes.

Preuve : T*9 . (H}}gr)*g — H}'}’iR est un isomorphisme d’algebres de Hopf graduées. De plus,
('H}gr)*g est canoniquement isomorphe a Hp, comme algebre de Hopf graduée, et Hppr est
isomorphe a H}C”R comme algebre de Hopf graduée d’apres le théoreme 79. Comme H” et Hp,
sont isomorphes d’apres la proposition 176, on obtient le deuxieme point. O

6.2 Sous-algebre des difféomorphismes formels

Il s’agit dans cette partie de mettre en évidence une sous-algebre de Hopf de Hp g et de Hp,
dont l'abélianisée est isomorphe a l’algebre de Connes-Moscovici Hepy (Voir [9, 12)).
6.2.1 Rappels et compléments sur ’algebre de Hopf Hcis
Soit ‘Hr lalgebre définie par les générateurs X, Y, d,, n > 1, et les relations :
[Y7 X] = Xv [Y; 671] = nén; [5717 5m} = 07 [X7 571} = 5n+1-

On la munit d’un coproduit donné par :

AY) = YR1+1QY,
AX) = X@1+10X+6®Y,
Ad)) = 1 ®14+1® 0.

La sous-algebre de Hr engendrée par les d,, n > 1, est une sous-algebre de Hopf notée Hopy.
Elle est graduée en posant poids(d,) = n.

Hear est une algebre de Hopf graduée commutative et donc son dual gradué (Heps)* est
I’algebre enveloppante d’une algebre de Lie goyas. Par la proposition 6, une base de ggops est
(Zp)n>1, définie par :

Zn((SZl 51n) = 0sin 75 1,
Zn(6m) = (n+1)10pm.



On peut montrer la formule suivante :
[Zn, Zm) = (M —n)Zpim. (6.8)
Proposition 181 Une base de Prim(Hcyy) est donnée par (61,202 — 63).

Preuve : soit (Z7" ... Z;*)q,....a, une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de (Hoar)*™. Siog +...+
an # 1, alors Z{M ... Z% € (1) 4+ M2, ou M, est I'idéal d’augmentation de (Hcar)*9. De plus, si

n > 3, on a alors :
1

n—2
et donc Z,, € M2. Par suite, vect(Z1, Z3) est un complémentaire de (1) 4+ M2 dans (Hcar)*Y, et
donc dim((Hear)*9/((1) + M2))) < 2.

Par suite, Prim(Hen) = (Hon )™ /(1) + M2)))*9 est de dimension au plus égale a 2.
On vérifie facilement que les deux éléments &1 et 202 — 67 sont primitifs; ils sont linéairement
indépendant car de poids différents, et donc forment une base de Prim(Hcops). O

Zn = [Z17Zn—1]7

6.2.2 Angles, greffes et coupes

On rappelle la notion d’angle d’un arbre enraciné définie par Kontsevich dans [21] et utilisée
par Chapoton dans [7] :

Définition 182 Soit t € Tpr. Supposons t dessiné dans le demi-disque supérieur ouvert
Dy ={(z,9) e R?*/y >0, z°+y* < 1},

sauf la racine placée en (0,0). On appelle angle de ¢ un couple (s,a) ou s est un sommet de ¢
et o une composante connexe de Be(s) N (D4 —t) ot Be(s) est un petit disque de centre s. On
note Angles(t) 'ensemble des angles de .

Angles(t) est muni d’une relation d’ordre totale de gauche a droite de la maniére suivante :
en considérant chaque angle de ¢ comme une direction issue d’'un sommet , on peut tracer un
chemin de chaque angle vers un point du cercle unité, de sorte que ces chemins ne se coupent
pas. On obtient alors un point du demi-cercle associé a chaque angle. L’ordre de ces points de
gauche a droite détermine I'ordre total sur les angles.

F1G. 6.2 — Angles d’un arbre. Cet arbre est de poids 10 et possede 19 angles.
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Définition 183 Soit F' = t1...t,, € Fpr, t € Tppr. Une greffe de F' sur t est une suite
croissante de m angles de t. Le résultat d'une greffe g = ((s1,a1), ..., (Sm,@n)) de F sur ¢ est
I'arbre noté R,(F,t) obtenu en greffant ¢; sur le sommet s; dans la composante connexe o; de
Be(s;)N (D4 —t), avec la condition suivante : si (s;, ;) = (Si41, @i11), alors t; est greffé & gauche
de ti+1.

Fi1G. 6.3 — Un exemple de greffe d’une forét sur un arbre.

Proposition 184 Soient F' € Fpr, t € Tpr. On pose :

Gr: = {greffes de F surt},

Crt = U {c coupe admissible de t' telle que P°(t') = F et R°(t') = t}.
t/GprR

Soit f1: Cpy — Gpy, qui a une coupe ¢ de larbre t' associe l'unique greffe g de F surt, telle
que Ry(F,t) =t', les arétes créées lors de la greffe étant les arétes de t' sur lesquelles agit c.
Soit fo : Gpr — Cry, qui a une greffe g de F surt associe la coupe ¢ de t' = Ry(F,t), portant
sur les arétes créées lors de la greffe.

Alors f1 et fo sont des bijections réciproques l'une de [’autre.

Preuve : par construction de Ry(F,t), la coupe fa(g) est bien admissible. Elle vérifie de plus
PRO(R,(F,t)) = F, R29(R,(F,t)) = t. Donc fs est bien définie. Le reste est immédiat. O

Soient F,G,H € Fpr. Rappelons que n(F,G; H) est le nombre de coupes admissibles ¢ de
H telles que P¢(H) = F, R°(H) = G. On pose ng(F,G; H) le nombre de coupes admissibles
gauches ¢ de H telles que P°(H) =F, R°(H) = G.

Corollaire 185 Soit ti,to € Tpr. On a dans Hppr :

et e,] = Z €Ry(t1,t2) — Z €Ry(ta,t1)"

g greffe de t1 sur to g greffe de to sur t;
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Preuve : par la proposition 82, on a :

lennen] = > nltitysthey — Y nltytrt)ey

t/ETp,R t/ET}{R
= E €y — E (&7
CECtl,tQ c€Ct27t1
c coupe de c coupe de t/
= Z €Ry(t1,t2) — Z €Ry(ta,t1)"
!JGth,tQ QEGtz,tl

(On a utilisé la proposition 82 pour la premiere égalité, et les propriétés de fi pour la troisieme).
O

Remarque : en étendant les notions d’angles et de greffes aux arbres enracinés plans décorés,
on peut démontrer une formule semblable dans 'Hg R-

Ezemple : en écrivant t a la place de e, on a :

RSN AR S SR MR R Y B

Corollaire 186 Soit F'=ty ...ty € FpRr, t € Tpr de poids n.

S owEst) = <2n +T;n_2>,

tIGTPYR

Y na(Rtt) = <n+2_2>.

t’ETRR

Preuve :on a Yy, n(F, ;1) = card(Cry) = card(Gry), car fi est bijective. Or, en notant
a = card(Angles(t)), le cardinal de G est le nombre de suites croissantes de m éléments choisis
parmi a : d’apres un lemme classique,

-1
Y n(Ft) = <m+a )
m
tIETP,R

Calculons a. Chaque sommet s de ¢ est le sommet de f(s) + 1 angles, ou f(s) est le nombre
d’arétes issues de s. Donc :

o= 3 U= X 1] +n

sesom(t) sesom(t)
= (nombre d’arétes de t) +n = 2n — 1,

ce qui prouve le premier résutat.
Considérons :

Cg’:t = U {c coupe admissible gauche de t’ telle que P°(t') = F et R°(t') =t} C Cpy.
t'e€Tp r

On dira que (s,a) € Angles(t) est un angle gauche si il est le plus petit parmi les angles ayant
le méme sommet s et on notera Anglesg(t) ensemble des angles gauches de t. Alors I'image de
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C’gt par fi est ensemble des greffes ((s1,a1),..., (Sm,an)) telles que pour tout 4, (s;, ;) ne
soit pas un angle gauche. D’oti :

Z ng(Ft;t) = card(C’gt)

t/GTRR

<m +a— card(;llnglesG(t)) - 1>‘

Or il y a exactement n angles gauches parmi les angles de ¢ (un par sommet), ce qui donne le
deuxieme résultat. O

Corollaire 187 Soit F'=t1...t,, € Fpr, G € Fpr de poids n.

> n(F,GiH) = <2n;m>

HeFpr

S ng(F.GiH) = <”;m>

HG]'-P,R

Preuve : par la bijection o de la preuve de la proposition 73, pour tout F,G,H € Fpg,
n(F,G;H) =n(F,BT(G); BT (H)). Donc :

Y n(F,GH) = > n(F,BY(G);B"(H))

HG]‘-p’R HE]:p,R
= Y nFBHG))
tIGprR
(2n+1)+m—2
= - ,

car BT(G) est un arbre de poids n + 1.

Posons H = s1 ... sy, et soit ¢ € Ad%(H), telle que P°(H) = F et R°(H) = G. Considérons
a(c). Si s1 # t1, ¢, n'est pas la coupe totale de s1, et donc a(c) est une coupe admissible gauche
de BT (H) telle que P9 (Bt(H)) = F et R™9)(B*(H)) = BY(G); de plus, toute coupe de
cette forme est obtenue; comme « est injective :

ng(ti .. tm,G;s1...5:) =ng(t1...tm, BT(G); Bt (sy...s)), sity # s1.

Si 81 = t1, on obtient toujours toutes les coupes admissibles gauches de B*(H) telles que
P¢(BT(H)) = F et RS(BT(H)) = B*(G); on obtient également les coupes admissibles de
BT (s1...s) portant sur 'aréte menant a s; et vérifiant cette condition : Clsy...s;, est admissible
gauche, avec P¢(sy...s) =ta...tym, R°(s2...5;) = G. On a donc :

ne(ti.. . tm,Gys1...81) = ng(ty...tm, BY(G); Bt (s1...5))
—f—’rlg(tg.. .tm,G; 82...Sk), si tl = S1.

Donc :
Y ne(F,GiH) = > ng(F,BY(G);BT(H)+ Y nalty.. tm,G;H)
HeFpr HeFpr HeFpr
n+m-—1
= < m >+ Z ng(tg...tm,G;H).
HeFpr
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Terminons par une récurrence sur m : sim =1, on a :

> na(F.GiH) = (”+1_1>+ > ne(1,G;H)

HG]‘-p’R HefP,R
= n+1

. n+m
= . _
Supposons la formule vraie au rang m — 1 :

5 e - (72

HeFpr
n m
= + . O
m

6.2.3 Construction de la sous-algebre H

Dans Hp g ou Hp,, on considere les éléments suivants pour tout n > 1 :

Up, = Z F v, = Z t.

FeFp R t€Tp g
poids(F)=n poids(t)=n

On a facilement :

et donc les u,, et les v, engendrent (librement) la méme sous-algebre de Hp r ou de Hp,. On la
note H.

Théoreme 188 Pour toutn > 1, on a :

n—1
Afry) = ZZ(Qn—QkZ—I—l—2> Z Vay -+ -V | ® Un—k,

k=1 [>0 ay+...+a;=k
a; >0

k=1 [>0 al+...+a;=k
a; >0
=l o — 2%k + 1
Alun) — ZZ( : ) S eyt | @,
k=1 [>0 ay+...+a;=k
a; >0
”‘1 n—k+1
o) = XX v | @
k=11>0 ai+...4a;=k
a; >0

137



Preuve : v, est une combinaison linéaire d’arbres de poids n ; par définition de A :

Awn) = > oY uFEHE)F et

poids(t')=n FeFpr t€lpr

- Z Z Z Z Z n(ty ...ttt F ot

poids(t')=n k=1 [>0 poids(ti...t;)=k poids(t)=n—k

- niz Z Z Z n(ty.. .ttt |t ot

k=11>0 poids(t1...t;)=k poids(t)=n—k \poids(t')=n

_ Z 3 3 <2n_2kl+l_2>t1...tl®t

k=11>0 poids(t1...t;)=k poids(t)=n—k

3

n—1
— 3 (2"_21‘;”_2) Yoo oto|e oot
11>0

poids(ti...t;)=k poids(t)=n—k

n—1
= ZZ <2n—2k}—|—l—2> Z Vaq -+ Va; | ® Up_g.

k=1 [1>0 al+...+a;=k
a; >0
(On a utilisé le corollaire 186 ainsi que le fait que n(F, t;t") = 0 si poids(t') # poids(F)+ poids(t)
pour la quatrieme égalité.)

Les trois autres calculs sont identiques. O

Corollaire 189 H est une sous algebre de Hopf de Hp, et de Hp g ; de plus les abélianisées de
(H,A) et de (H, Ap,) sont isomorphes a l'algebre de Hopf de Connes-Moscovici comme algébres
graduées.

Preuve : considérons le cas de (H,Ap,). Il suffit de montrer que (Hqp)*™? est isomorphe a
(Hear)* 5 comme il s’agit de deux algebres graduées cocommutatives (et donc d’algebres enve-
loppantes), il s’agit donc de montrer que leurs algebres de Lie des éléments primitifs sont des
algebres de Lie isomorphes. Dans le cas de (Hgp)*9, d’apres la proposition 6, une base de ’algebre
de Lie des éléments primitifs g, est donnée par (L;);en+ définie par :

Li(vil N Uin) = 5ui,v¢1...v¢ .

n

De plus, L; est homogene de poids i. On a alors, par homogénéité, [L;, L;]pr = v jLitvj, cij € K.
Par dualité :

aij = ([Li, Ljlpr, vigs)
= (Li®L;j— Lj ® L, Apr(vitj))

j+1-2
= (Li®Lj,Z< ; > Z Vay -+ - Vg, | @ 0j)

>0 ay+...+a;=i
ap>0

i+1—2
—(L; ® Li, < z > > Vg va | @) 40
>0

a1+.u+(6l=j
ap>
+1-2 i+1—2
= (L,;®Lj7<] ) >vi®vj)—(Lj®Li,( ) >'Uj®'l)i)+0

= j—i
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(On a utilisé I'expression de Ap,(v;4;) ainsi que I'homogénéité de L; et L; pour la troisieme
égalité).
Donc Z; — L; est un isomorphisme de gops sur g, d’apres (6.8).

Dans le cas de (H,A), on note g l’algeébre de Lie des primitifs de (Hqp)*? ; g a la méme base
que g, et un calcul semblable au précédent montre que :

[Li, Lj] = 2(j — i) Li;-
Donc Z; — %Li est un isomorphisme de gops sur g. O

Remarques :
1. On retrouve ainsi les résultats de [6] & 'aide de I'isomorphisme entre Hp, et H7.

2. Lorsque D est un ensemble fini, on peut effectuer la méme construction dans HID;. r- On

uP = Z F, P = Z t.

considere :

FEFP p. teTh g
poids(F)=n poids(t)=n

Les u? et les v2 engendrent la méme sous-algebre H? de HE p.r; 1l s’agit d’une sous- algebre
de Hopf. On considere I'application suivante :

. D

D HP}R e HP,R

FeFpr — Z décorations de F' par des éléments D.
Il s’agit d’un morphisme injectif d’algebres de Hopf (car ipo BT = (Z B;) oip), envoyant

deD
Uy, sur uP et v, sur v2. Par suite, ip : H — HP est un isomorphisme d’algebres de Hopf.

6.2.4 TIsomorphisme entre (H,Ap,.) et (H,A)

L’identité de (H, A) dans (H, Ap,) n’est pas un morphisme de cogebres. D’autre part, 1'iso-
morphisme de Hp, dans Hpr du théoreme 180 n’envoie pas H sur H. Le but de cette section
est de construire un isomorphisme d’algebres de Hopf entre (H, Ap,) et (H,A).

Soit V' = @ V,, un espace gradué. On définit val(v) pour tout v € V par :
val(v) =max{n/v € V,, & Vyy1 & ...}

On munit alors V' d’une distance donnée par d(v,v’) = 9—val(v=") p complété de V pour cette
distance est donné par :

Les éléments de V seront notés > vy, v, € V, pour tout n € N. Soient V, V' deux espaces
gradués, et soit f: V — V' homogene de degré i. On vérifie alors que f est lipschitzienne de
rapport 27, et donc se prolonge de maniére unique en un application f: V — V.

En particulier, si (A,m) est une algébre graduée, m se prolonge en m : A® A — A. On a
une injection naturelle :

—

AQA
(Za, zj: ) > ai®b,

% i+j=n



On peut donc considérer m : A ® A — A; un simple raisonnement par densité montre que
(A, m) est une algebre. Son produit est donné par :

()

=> | 2 aiby

n i+j=n

Si (A,m,A) est une bigebre graduée, on peut prolonger A en A : A — A ® A. Un raison-

nement par densité montre que :

A(ab) = A(a)A(b), Va,bec A.

Appliquons ceci a I’algebre H. On considere :

“+o0o “+o0o
U:1+ZunEW,V:ZvnEﬁ.
n=1 n=1

+00 +oo
Proposition 190 Ap,.(U) = Z Ut @ uj et A(U) = Z U5 @ uj.
§=0

Preuve : par définition des u,, :

“+oo
1+ZZ Z Vg - - - Vg,

U
n=1 >0 aj+...taj=n
a; >0
1+sza1-"vaz
>0 a;>0
1+ V!
>0
1
ﬁ. (6-9)
De plus, sin > 1 :
n—1 n—k —l-l
AFT(U’”) = ZZ ( I ) Z Vay Vg, | @ Up—k
k=1 1>0 ai+...+a;=k
a; >0
n
n—=k+1
=0 5 5 (Rt | I SRR P
k=1 1>0 al+...+a;=k
a; >0
+1® un
n—1 .
Jj+l
S35 (SR | BED SENF P
]:0 >0 ay+...taj=n—j
a; >0
+1 ® un,
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cette derniere formule restant vraie pour n = 0. Par suite :
+oo
AFT(U) = Z AFT(Un)
0

+oo '—I-l
_ ZZ(J]> Y vayve | Qu+10U

j=01>0 ai,...,a;>0
“+o00 .
l
= > (Z <J+ )Vl> Quj+1@U.
=0 \I>0 J

Or, dans K[[X]], on a :

S () e

=0
Donc :
o +00 1 +00
7=0 7=0

—+00
= ZUJJFI ®Uj.
7=0

(On a utilisé (6.9) pour la deuxieme égalité).
Le calcul de A(U) est similaire. O

Théoreme 191 On considere les éléments de 'H définis de la maniéere suivante :

n—1
Zn = 2u,+ Zukun—k ;
k=1
—1
1 1%
1=

Soit k : (H,Ap,) — (H,A) lunique morphisme d’algébres envoyant wu, sur z, pour tout
n € N*. Alors k est un isomorphisme d’algébres de Hopf graduées; son inverse est donné par
-1
K (up) = wy.

Preuve : une récurrence simple montre que les z, engendrent librement H; par suite, x est
bijectif. De plus, z, est homogene de poids n, et donc k est homogene de degré zéro.

Soit Z=1+)52, € H.

“+o00 n—1
Z = 1+ Z <2un + Z ukunk)
n=1 k=1
= 1420+ U -1)(U-1)
= U%
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On a alors :

A(z) = A@U)?
+00 +o00
— Z U2j+1 ® uj <Z U2k+1 ® Uk)
7=0 k=0
+o0o
— Z Z U2(j+k+1) ® ujug
n=0j+k=n
+o00 n—1
= Z 7" @ | 2u, + Z UjUp—j
n=0 j=1
+oo
= Z 7"l g Zn-
n=0

Considérons % : (H,Ap;) — (H,A). On a alors A(R(U)) = (F ® K)Ap-(U) d’apres le calcul
précédent. Par suite, en considérant chaque composante homogene, on en déduit que x est un
morphisme d’algebres de Hopf.

Enfin, montrons par récurrence que k(wy,) = uy : si n = 1, alors z; = 2uy, w; = %ul. Par
suite, k(wy) = %zl = u1. Supposons la propriété vrai jusqu’au rang n — 1 :

1 1 n—1
K(wy) = 5/{(un) —5 K(w;)k(wp—;)
=1
n—1 1 n—1
= up+ Z Ui Upn—; Z Ui Upn—;
i=1 i=1
= u,. O

6.2.5 Eléments primitifs de H

On utilise les notations de la section 1.3.2. En particulier, ¢y et ¥y sont définis a la suite
de la proposition 27.

Proposition 192 On munit H du coproduit A. Dans ce cas :

1. ¢y et Yy sont bijectifs.
2. Prim(H) est librement engendrée par vy et 2vgy — vi.

Preuve : abélianisée de ‘H est isomorphe & Heps. Or Prim(Heyr) a pour base 81 et 285 — 63.
Il est immédiat que vy et 2ve — v? sont des antécédents de ces éléments, dont ¢y est surjective.
De plus, d’apres le corollaire 29, P(Hcay) est de dimension 2. D’apres le lemme 26, P(H) est
également de dimension 2. On a alors P(H) = vect(vi + M, va+ M), et donc 1y est surjective.

Montrons la condition 6 de la proposition 31. Soit € S(H)NMZ. Alors z € S(HP,R)QM%RR.
On pose ¢ =z + ...+ N, 5 € T, x, # 0. Comme Y1p p est surjective (théoreme 106),
xn € P(T)™. Comme H est engendrée par un sous-espace de 7, nécessairement x,, € (P(7)NH)"
et donc z, € P(H)"™. Comme vy est surjective, il existe y; € Mg(H), homogene de méme poids
que z, tel que x —y; € Tt @ .... De proche en proche, il existe y;, € Mg(HV homogene de

méme poids que z, tel que z — yp, € TPO4s@+1 ¢ et donc = = yy.
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D’apres la proposition 31, ¢y et ¥y sont injectifs. En particulier, on a alors vect(vy, 2vy —
v?) @ [Prim(H), Prim(H)] = Prim(H), donc vy et 2vg — v? génere Prim(H) comme algebre
de Lie. De plus, la sous-algebre de H engendrée par ces deux éléments l’est librement, donc
Prim(H) est librement engendrée par ces deux éléments. O

Remarque : via I'isomorphisme &, on a un résultat équivalent pour (H,Ap,) : 'algébre de
Lie des éléments primitifs est alors librement engendrée par v; et vo. En effet :

klv) = & (w)

= w
1
= 5“17
K200 —v3) = K Y(2up — 3u?)

= 2wy — 3w?
= ug — 4w%
= us — u%
= 2.

6.2.6 Groupe des caracteres de 1’algebre des difféomorphismes formels

On considere la sous-algebre H de Hppr construite dans la section 6.2. On note gffff I e
groupe des caracteres de (H, Ap,) a valeurs dans A.
On considere le groupe suivant :

+o00
Allallo = {z +)_ ana"*'} C A[la]],

n=1
muni de la composition des séries formelles.

Proposition 193 Soit ©1 lapplication suivante :

01: 647 —  Alle]lo
+o00
X — x+ Z X (g )z

n=1
Alors ©1 est un anti-isomorphisme de groupes.

Preuve : comme H est librement engendré par les u,, @1 est une bijection. Soient x1, x2 € Ga.
On pose :

O1(x1) = Y ana", ©1(x2) = 3 bua"t,

n>0 n>0
1 1

O1(x1*x2) = ch$n+ ; O1(x2) 0 O1(x1) = Zdn$n+ .

n>0 n>0
On a alors :
+o0
dn = E bj Z Ay v v - akj+1
j:0 k1+1+...+kj+1+1:n+1
—+00
= E bj Z Ak, - - - aij

]:0 k1+.‘.+kj+1:n—j
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On utilise la proposition 190. Soit 7; la projection sur H; pour tout ¢ € N.

Ch = X1% XQ(Un)
ma o (x1® x2) o Apy(up)
= mao(x1®x2) 0 Ap(m(U))

= mao(x1®x2)0 <Z7Tn k@ﬂ'k)OAFT(U)

k=0

+00
= mao(x1®x2)0 <Z7Tn k®77k> ZUjH@uj
=0

= mao(x1®@x2) | Ym0 @u

“+o00

= mao(x1®x2) Z Z Uky -+ - Ukjyy | @ Uy
jZO k1+..‘+kj+1:n—j

+00
= E b; E Ay - - Oy

7=0 k‘1+...+kj+1:7’l—j

ce qui prouve le résultat. O
Remarque : ce résultat justifie 'appellation d’algebre des difféomorphismes formels.

On note G9¥ le groupe des caractéres de (H, A) & valeurs dans A.
On considere le groupe suivant :

Alla])§ = {z + Zanwzn“} C Aff]],

n=1

muni de la composition des séries formelles.
Proposition 194 Soit Oy l'application suivante :

021054 — Alle]5
400
X — x—I—Zx(un)wQ"“.

n=1
Alors ©9 est un anti-isomorphisme de groupes.

Preuve : analogue au cas de gd’f f.o

Corollaire 195 L’application suivante est un anti-morphisme surjectif de groupes :

AllTprll —  Alla]§™

“+o00
E art — 1+x§ g atl...ath%

n=1 \poids(ti...ty)=n

144



Preuve : I'injection canonique ¢ de H dans Hp g induit une surjection de groupes i* : G4 — G.
On considere ¢ = O3 01 0 O : A[[Tpg]] — A[[7]]3%; ¢ est un anti-morphisme surjectif de
groupes. Soit a = > a;z* € A[[Tpg]], x = O(a). On a alors :

EO)(un) = x(un)

= X Z t1... .t

potds(ti...tg)=n

= > x(t).x(t)

poids(t1...tx)=n

= E Aty - .. Qg

poids(ty...tg)=n

par suite, ¢ est 'application décrite dans 1’énoncé du théoreme. O

6.3 Déformations de Hppr

6.3.1 Construction
On rappelle la déformation & deux parametres de [28, 33].

Définition 196 Soit H [’algébre librement engendrée sur K par les arbres plans enracinés. Soit
q = (q1,q2) € K*. On pose :
o; H — H
F e .7:p,R — qfOids(F)F.
On munit H d’un coproduit A, défini par récurrence par :
A1) = 1®1,
Aty ty) = Agty)...Ag(tn),
Ag(BT(F)) = (01®B" + B ® 02)(Ag(F)).

H est ainsi munie d’une structure d’algébre de Hopf graduée notée H,.

Preuve : voir [28, 33]. O

Remarques :

1. Pour ¢ = (1,0), on a :
AyBT(F)) = (Id®@B"+ BT ®@noe)(Ay(F))
= (Id® BM)(A,(F))+ BT(F)®1.

On retrouve donc Hpg.

2. On a facilement Hg, 4) = Hfgfqz

) En particulier, H(q,q) est cocommutative pour tout
q€e K.

Proposition 197 Soit A une algébre de Hopf graduée; on pose T;(x) = quds(x)m, pour tout
x € A, homogéne. Soit L : A — A, homogéne de degré 1, vérifiant :

Apa(L(z) =(m L+ L®m)((Aa(x)). (6.10)

Alors il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf graduées ¢ : Hy — A tel que ¢po BT =
Loo.
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Preuve : unicité : comme I'm(B™) génere H, il existe au plus un seul morphisme d’algebres tel
que ¢po BT = Lo ¢.

Existence : comme I'm(B™) génere librement H, il existe un unique morphisme d’algébres
¢ :Hy — Atel que po Bt = Lo¢p. Comme L est homogene de degré 1, ¢ est homogene de
degré 0. Par suite, ¢ 0o 0, = 730 ¢, pour ¢ = 1, 2.

Montrons que Ax(¢(z)) = (¢ ® ¢) o Ag(x) pour  homogene de poids n, par récurrence sur
n. C’est trivial si n = 0. Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Par multiplicativité, on peut
supposer z de la forme BT (y), y homogene de poids n — 1. On a alors :

Aa(d(z)) = Aa(Lod(y))

T ®L+L®T7)(As(o(y)))
TM®L+L®T1)o0(d®¢)(Aq(y))
¢®¢)o (01 @Bt + BT ®02)(Ag(y))
¢ ® ¢)(Dq(BT(y))).

Donc ¢ est un morphisme d’algebres de Hopf graduées. O

o~~~ o~

6.3.2 Couplage entre H, et Hpp
On définit v, : H — H par :

n
ids(ty...t;— ids(tii1...tn
Vq(h...tn):qum s(t1 1)q120m s(tita )tlw'ti—lti—i-l'”tnéti,oa
=1

pour tous t1,...,t, € Tpr. On définit également v : H — H par :

Yty ty) =11ty 10p, e

Théoreme 198 ] existe une unique forme bilinéaire (,)q : Hg X Hpr — K telle que :
1' vy € HP,R; (1)3/)(1 = 6(y) 7'
2. Vx1,m2 € Hy, Yy € HpR, (2122,Y)q = (71 @ 12, A(Y))g ;

3. Vx € Hq; Vy € HP,R }(B+('1")7y)q = (l'a'yq(y))q ;
De plus, (,)q vérifie :

Vo e Hy, (z,1)g =e(x) ;

Vr,€ Hy, Yy1,y2 € Hpr, (2,9192)q = (Bq(2), 51 @ 42)q 5

Vo € Hy, Yy € Hpr, (S¢(z),y)q = (x,5(y))q, 0u Sy désigne Uantipode de H, ;
Six € Hy, y € Hpr sont homogénes de poids différents, alors (x,y)q =0;

Vo € Hy, Vy € Hpr, (2, BT (y)) = (v(x),y).

S N

Preuve : unicité : semblable a la preuve du théoreme 80.
Existence : vy, est homogene de degré -1 et vérifie :

Yg(Y192) = 01(Y1)79(y2) + V4 (y1)o2(y2), Yy1,y2 € Hpr.

On considere A = H*PQR. Avec les notations de la proposition 197, 7; = o;7. Par suite, 757 est
homogene de degré 1,7et vérifie (6.10). On a donc un morphisme d’algebres de Hopf graduées
¢ Hg — Hp g, tel que ¢ o BT =37 0 . On pose alors (z,y)qg = ¢(z)(y); (,)q vérifie 1-7. La
preuve du poiﬁt 8 est semblable a la preuve du point 6 du théoreme 80. O
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Proposition 199 Soit M, (q) la matrice de (,)q restreinte a (Hq)n X (Hp,r)n dans la base des
foréts de poids n. Soit P,(q) = det(My(q)). Si pour tout n € N, P,(q) # 0, alors Hy et Hpr
sont isomorphes comme algebres de Hopf graduées.

Preuve : en effet, (, ), est alors non dégénérée et donc H, est isomorphe comme algebre de Hopf
graduée a H*PgR, elle-méme isomorphe & Hp r comme algebre de Hopf graduée. O

Ezemples : dans la base (.., 1), on a :

MQ(Q):[QliQQ é}

Dans la base (+vs, 1,01 V,I),ona:

6 3 3 2 1
3(q1 + ¢2) G+qe gt+qe gt+qg 0
Ms(q) = 3(q1 + q2) a+e g+ 0 0
2(q? + q192 + ¢3) @ @ 0 0
(+@) (@ +ae+d) 0 0 0 0
Par suite,
Py(q) = —(q1+q),
Py(q) = (g —@)(@a+a) @+ ae+d).

6.3.3 Propriétés des P,
Lemme 200 1. Vn €N, P,(q1,¢2) € Z[q1, q2].
2. ¥neN, P,(1,0) =1 ou —1.

preuve :

1. Il suffit de montrer que (F,G), € Zlq1, 2], VF,G € Fppr. Procédons par récurrence sur
n = poids(F'). Sin =0, alors F =1, et (F,G) = ¢(G) = 0 ou 1. Supposons la propriété vraie
pour tout m <n. Si F = F1Fy, F; #1:

(F,G)y = (FLeF, Y PYG)®R(G)),
cEAd(G)

= ) (B, PYG))g(Fy, RE(G)),-
ceAd(G)

L’hypothese de récurrence permet de conclure.
Sinon, F = BT (F}), poids(F;) =n — 1. Posons G = t; ... t;. Alors :

(F.G)qg = (F1,7%(G))q

k
ids(ty...t;— ids(t;aq...t
= S shtion) gpoidstivr-te) g (B 4ttt
=1

On conclut avec I’hypothese de récurrence au rang n — 1.

2. S8i ¢ = (1,0), alors H; = Hpr et 74 = 7. D’aprés l'unicité dans le théoréme 80,
(,)a,00 = (;). D’apres la section 3.3.2, P,(1,0) =1 ou —1. O
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Soit F' € Fpgr. On pose :

mp = Z card{s' € som(F)/s' >pqut s}
s€som(F)

On considere les entiers suivants :

ap = Z (mp —n).

FE]-'pyR
poids(F)=n

Proposition 201 1. Pour tout n € N, pour tous A\ € K, (q1,q2) € K? :
Po(Aq1, Ag2) = A Pu(q1, q2)-

Autrement dit, P, est homogene de degré ay,.

2. Pour toutn €N, (q1,q2) € K? :

Po(q2,q1) = Po(q1,92) ou — Pp(q1,q2).

Autrement dit, P, est symétrique ou anti-symétrique.

Preuve :
1. Soit A € K, non nul. On pose oy(F) = \Ws(F)p VF ¢ Fp.r- On a alors, dans l'algebre

de Hopf H, :

1 1
Ago(oxoBY) = J(m@on) o (@B + Bt @) oA,

1 1
= (df@(5ono BN+ (yoao B @ah) o A,

ou oi(F) = (Ag;)Pds(F) WF e Fp,r. De plus, %a,\ o BT est homogene de degré 1; on a donc un
morphisme d’algebres de Hopf graduées ¢ : Hxg, zgo) — H(qg1,q0) t€l que ¢o BT = (%U)\ ) B+) o
¢. Montrons par récurrence sur poids(F) la formule suivante :

Am

C’est immédiat si F' = 1. Supposons cette formule vraie pour toute forét de poids strictement
inférieur a n, et soit F' de poids n. Si F' = F1Fy, F; # 1; alors :

o(F) = o(F1)p(F)
N\ TR,

= \poids(F1)+poids(F2) ik

Ame

\poids(F') F,

en remarquant que mp = mpg, + mg,.
Sinon, F = BT (G), G forét de poids n — 1. On a alors :

F) = toyoBt (27 ¢

¢(F) = soxo \poids(G)

poids(F') m

A )\4 @ e
pY \poids(G)

Ame

\poids(F') F,
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en remarquant que mg = mg + poids(F).
Montrons que ry()‘QIuAQQ) = %7(‘117‘12) © O-A :

Yoqra) (- tn) = D (Agq)Pordslitim) gy poidsivitndyy 4 4t .ty

ti=e

o )\poids(tl...tn)fl Z qzl)oids(t1...ti_l)qgoids(tHl...tn)tl ittt

ti=e

_ )\poids(tl...tn)fl,y(qh(p) (tl e tn)

1
= Ylaa) © ox(ty...ty).

!/

Soient & € H(zg;,7q2)» ¥ € Hp,r- On pose (z,y)" = (A(7),Y)(q1,40)- On a alors :

(Ly)/ = (lvy)q
= (),

(T172,9)" = (B(21)(72),9)q
((z1) ® P(x2), A(Y))q
= (21 ®z2,Ay)),

1

(B+(I'),y>/ = (XU)\OB—i_O(Z)(x)ay)q

= (9@, 370 0rw)y
= (gb(l‘), V(Aql,qu)(y))q
= (x’ ’7(>\q1,)\q2)(y)),'

D’apres 'unicité dans le théoreme 198, on a donc :

(¢($)7y)(q1,qz) = (x7y)(/\q1,)\q2)7 V(E, Y€ H.

Par suite, pour F, G foréts, on a :

(F7 G)()\ql,)\qg) = /\mF—poids(F) (Fa G)(

Q17QQ)'

On a alors M, (Aq1,Aq2) = DnMy(q1,q2), avec Dyp = diag(A™F ") ,0ids(F)=n- En prenant le
déterminant, on obtient P, (\q1, A\q2) = A" P, (q1, q2)-

2. Soit 7 : Hpr — Hp.r l'application linéaire qui envoie une forét F' sur la forét image
de F' par une réflexion par rapport & un axe vertical. Alors 7 est un antimorphisme d’algebres
involutif, et vérifie 7o Bt = BT o7 : c’est donc un isomorphisme d’algebres de Hopf de Hp g
dans H}’DI?R. De plus, pour toute forét ¢1...¢, :

V(g1 ,q2) © T(t1...tp)

_ Z q}laoids(r(tn)...r(ti+1))qgoids(r(ti,1)...T(t1))7_(tn) o T(ti-i—l)T(ti—l) o T(t1)57(ti)7.
=1

ids(t;a1...tn ids(ty...t;_
— Z qu s(tiv )qgoz s(ta 1)T(t1 . tifltlurl - tl)éti,o
=1

= TO ’y(q2’q1)(t1 .. .tn),

donc Va1,02) °T = T °V(g2,q1)"

149



Soit @ € H(gy,q1): ¥ € Hpr. On pose (z,y)" = (2, 7(y))(g,,4,)- On a alors :

(Ly)" = (1,7(y)q
= (),
(r122,7)" 2122, T(Y))q

(
(.’L‘1®$2,AOT( ))q

= (21 ®x2,(T®T) 0 Ay))g
(21 ®@ 2, A(y))",

(BT (2),y)" = (%5 Y(q1,02) © T(W))g
(l’, TOo V(qg,ql)(y))q
= (I‘, V(qg,ql)(y))”'

D’apres 'unicité dans le théoreme 198, on a donc :

(va(y))(ql,qz) = (xvy)(qz,ql)a Vfﬂ,y € H.

Donc P,(g2,q1) = Pu(q1, g2)det(Ti(x, ), )- Or la matrice dans la base des foréts de 7)(3¢, ), est
une matrice de permutation, donc son déterminant vaut 1 ou —1. O

Corollaire 202 1. siqn # 0, alors Hy, o) et Hpr sont isomorphes comme algebres de Hopf
graduées.

2. st qgo # 0 et si % n’est pas un entier algébrique, alors Hq, 4, €t Hpr sont isomorphes
comme algebres de Hopf graduées.

Preuve :
1. Po(q1,0) = ¢i"P,(1,0) # 0 d’apres le lemme 200. On conclut a l'aide de la proposition
199.

2. D’apres la proposition précédente, on peut écrire :

(41, 92) Zazq“” g

D’apres le lemme 200, on a a; € Z, et ag = P,(1,0) =1 ou —1. Par suite, si A = % :

Po(q1,02) = Pa(Ag2,q2)
Qn
- Zai)\anfiqg‘"ﬂqé
i=0
an -
= q(;n Zai)\an_l.
i=0
A n’étant pas un entier algébrique, > a; A%~ # 0. On conclut avec la proposition 199. O
Remarque : on peut effectuer une construction semblable pour Hr. On peut alors définir
un couplage entre H, et U(Ly), en utilisant le fait que U (L) est une algebre libre, ce qui sera

démontré dans la section 4.5.7. On peut alors démontrer un résultat analogue au corollaire 202
en employant des méthodes similaires.
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6.4 Structure dendriforme sur Hg R

6.4.1 Rappels et compléments

On rappelle les définitions suivantes (voir [30]) :

Définition 203 1. Une algebre dendriforme est un espace vectoriel A muni de deux produits
< et > vérifiant les propriétés suivantes :

(1) (a=<b<c = a=<(bxc),
(1) a=(b=<c) = (axb)<c
(i5i)) a>=(b=c) = (axb)>c,

ou * =< + >.

2. Une algebre de Hopf dendriforme est une algebre dendriforme muni d’un coproduit A
coassociatif vérifiant :

(iv) Ala<b) = Z Z(a’ x0) @ (a” < V") + Z(a’ *b) @ a”
(a) (b) (a)
+> Ve@=<t)+>Y de(d <b)+bea,
(b) (a)
(a=b) = D> D (@)@ (@ =b")+) (axbt)@b"
(a) (b) (b)
+> VR@-v)+> de(@ =b)+axb
(b) (a)

>

(v)

3. (a) Soit V un K-espace vectoriel ; S, agit sur V®™ de la maniere suivante :
oV ® ... Q) = Vs-1(1) @ ... @ Vgm1(p)-

Pour X = (z1,...,,) un sous-ensemble ordonné de V, on note X® =11 ® ... ® z,.

(b) Soit V un K-espace vectoriel, v, ..., vy, w1, ..., Wy, des éléments de V', o € bat(n, m).
On dira que la famille de sous-ensembles ordonnés deux a deux disjoints x = {X1,..., X, }
de {v1,...,vp,w1,..., Wy} est une partition o-admissible de {v1, ..., vp, W1, ..., Wy}
sion a:

i XP®.. . X0 =011 ®.. U, QUL ... 0 Wy);
it. X; # () pour tout 7;

iti. Sicard(X;) > 1, alors X; contient un seul élément de {wy, ..., wy,} et cet élément
est le dernier de X, c’est-a-dire : X; = {viy1,..., Vi), Wi}
(¢) Une algébre brace est un K-espace vectoriel P muni d’une famille d’opérations
linéaires :
< ...>:P®" — P pourn > 2,
vérifiant :

<UL Uy S Wy Wyy 2 3= Y <Z<<X1 > < X, >,z>),
X

o€bat(n,m)
pour tout wvi,...,Un,W1,...,Wn,2 € P, ou la seconde somme est sur tous les x
qui sont des partitions o-admissibles de {vi,...,vp, w1,..., wy}; < X; > désigne
< @1,...,x, > 81 X = (21,...,21) et < x; >= x; pour tout z; € P.
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Remarques :

1. Si A est une algebre dendriforme, alors (A, %) est une algebre associative, non nécessairement
unitaire.

2. Si A est une algebre de Hopf dendriforme, alors A = A@ K est une algebre de Hopf dont le
produit est donné par *, I’élément neutre étant 1 € K ; la counité est donnée par £(a) = 0,
Ya € A, et le coproduit est donné par :

A(l) = 1®1,
Ala) = 1®a+a®1+A(a), Va € A.

D’apres [31], I'idéal d’augmentation de 1’algebre enveloppante d’une algebre brace est une
algebre de Hopf dendriforme. De plus, 'espace des éléments primitifs d’une algebre de Hopf
dendriforme est muni d’une structure d’algebre brace. Le résultat suivant est une version den-
driforme du théoreme de Poincaré-Birkhof-Witt :

Théoréme 204 Soit (A, <, >,A) une algébre de Hopf dendriforme. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. A est isomorphe a l'algébre enveloppante de ses primitifs comme algébre de Hopf dendri-
forme ;

2. A est une cogébre tensorielle ;

3. pour toute base (p;)icr de Prim(A), une base de A est donnée par :
(o (piy = Pia) = ) = Dig)hens iy inel -

4. pour toute base (p;)icr de Prim(A), une base de A est donnée par :
(Piy = (Piy < (-2 =< piy,) -+ '))keN*,il,...,ikel'

5 Yae A, 3N, A%a) =0.

Preuve :

1 = 5 : soit V un sous-espace de Prim(A) engendrant Prim(A) comme algebre brace. Soit
Ay Talgebre enveloppante de I'algebre brace librement engendrée par V. On a alors un mor-
phisme d’algebres de Hopf dendriformes surjectif de Ay sur A. Or on sait que Ay est une algebre
de Hopf graduée connexe, donc 5 est vérifiée par Ay . Par passage au quotient, 5 est vérifiée par A.

5= 3,4 et 3,4= 2:soit p € Prim(A). On définit L, et L}, : A — A par :

Ly(a) = p=<a,VacA,
Li(a) = a>p,Vac A

Les conditions de compatibilité impliquent que pour tout = € A,

A(Lp(a)) = Lpla)®1+1d® Ly(Aa)),
A(Ly(a)) = Ly(a)®1+Id® L,(A(a)).

On peut alors appliquer le théoreme 115. Les résultats 3,4 sont montrés dans la preuve de ce
théoreme.

2 ou 3 = 1: on a un morphisme d’algebre de Hopf dendriforme ¢ : U(Prim(A)) — A,
fixant chaque primitif. Comme 1 = 2,3, ¢ envoie une base de U(Prim(A)) sur une base de A,

et donc c’est un isomorphisme. O

On en déduit la version dendriforme du théoreme de Milnor-Moore donnée dans [7, 30] :
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Corollaire 205 Soit A une algébre de Hopf dendriforme graduée, avec Ag = (0). Alors A est
isomorphe a lalgébre enveloppante de ses primitifs comme algébre de Hopf dendriforme graduée.

Preuve : A vérifie alors la condition 5. O

6.4.2 Angles et greffes généralisés

Définition 206 Soit G =t;...t, € ng — {1}. L’ensemble Angles,(G) des angles généralisés
de G est 'union disjointe de Angles(ty),..., Angles(t,), auquel on adjoint n + 1 éléments
Bos - -+, Bn (B; représente l'espace entre t; et t;11 si ¢ # 0 et n; [y représente I'espace a gauche
de G et [, 'espace a droite de G).

L’ensemble Angles,(G) est totalement ordonné de la maniére suivante : I'ordre induit sur
Angles(t;) est Uordre de Angles(t;), et :

Bo < Angles(t1) < ... < i < Angles(t;) < Bit1 < ... < Angles(t,) < Bn.

Soit FF =1t)...t, € ]:g r — 11}. Une greffe généralisée g de F' sur G est une suite croissante
(a1,...,0u,) de m éléments de Angles.(G). L’ensemble des greffes généralisées de F' sur G est
noté G% .

Le résultat Ry(F,G) de la greffe généralisée est la forét obtenue de la maniére suivante :

1. Si a; est un angle de t;, on greffe ¢, sur t; dans 'angle o ;

2. Si a; = f3;, on intercale ¢; entre t; et tj41;

3. Si a; = @;y1, la racine de t;41 est située a droite de la racine de t; dans Ry(F, G).

Proposition 207 Soient F,G € ]:gR —{1}. On a:

€r-eq = Z €Ry(F,G)-
QGG}%G

Preuve : comme dans la section 6.2.2, on établit une bijection :

f:Cha= |J {ce€Adu(H)/P(H)=F R(H) =G} — Gpg,
HEFP

telle que si ¢ € Ad.(H), alors Ry (F,G) = H. On a alors :

ep.eq = Z n(F,G; H)eg
HeFE R

- Y Y W

HeFpr c€Cf, oNAd«(H)

= Z €R,(F,G)>

gEG}’G

ou n(F,G; H) est le nombre de coupes admissibles de H telles que P°(H) = F et R°(H) = G.
(|

Soient F =t} ...t , G:tl...tneng. On pose :

G;‘,G = {(051, N = G*F,G’/Oém = ﬁn}7
G;,G = {(o1,...,0m) € G*F,G’/O‘m # Bn}-
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Théoreme 208 L’idéal d’augmentation Mg R de Hg r muni des applications suivantes est une
algébre de Hopf dendriforme :

eFp Reg = Z ERy(F,G)>
geG;G

EFp ~eq = Z ERy(F,G)>
gGG;G

n—1
Aley.1,) = E ety t; Q€ .ty
i=1

De plus, les algébres de Hopf MgR et ng,R sont égales.
Ezemple : en écrivant F' a la place de ep,

<t = .t Vigshire vt

et e e et vV ULd

Preuve : pour alléger les notations, on écrira F' pour e, et ainsi de suite. On note :

FxG= > Ry(FG).

gEG’I‘,’G
Fixons F =t ...1,, G=t1...t, € Ffp.
L’application suivante est bijective :

*

.=
¢:Gra ’ Gt’l‘..t’

mfl’G
(@1 1, Bn) — (a1, Q).
Cette bijection vérifie Ry (F,G) = Ry (t] .1y, 1, G)ty,. On a donc :
(ty... ) =<G=[{t)...t,_1)*G]t,,. (6.11)
Pour H € FER, te TIZ’DR, on note :
HTt = Y Ry(H,1).

9€GH ¢t

HTt est un élément de l’espace engendré par les éléments de 7, P? r- Montrons que :

Fotioty= Y [Fix(ti.. .ty1)][FaTtn]. (6.12)
F1F=F

On considere I'application :

m
N
V:Gpg — U Gttty X Gttt
i=0
définie par ¥ (aq,...am) = ((a1,...ak), (g1, - - - @m)), avec k le plus grand entier tel que ay
ne soit pas un angle de t,. Comme o, # 0, ¥ est bien définie et il est clair qu’elle est bijective.

De plUS, si gE G;‘,Gv avec lb(g) = (91792) S G:’l---tg,h.--tnl Gt;+1...tin,tn7 alors :

Ry(F,G) = Ry, (t] ... t5,t1 .. tn_1)Rgy (tiy .. -t tn).
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On en déduit immédiatement le résultat annoncé.

Remarquons que le produit * =< + > est bien le produit de HB PR d’apres la proposition

207, et est donc associatif.
Montrons (7) : solent F =t} ...t., G,H € fER. Posons F' =t} ...t ;.

m

(F<G)<H = [(F'x ]<H

(On a utilisé (6.11) pour la premiere, la deuxieme et la derniere égalité, ainsi que I’associativité
de *).
Montrons (i) : posons G = G't,,, G’ € }—IZJD,Rv t, € ’TIE?R.

- (G=<H) = F» [(G'xH)ty]
= Z [Fl * (G, * H)] (FQTtn)

M Fy=F

= Y [(F*G)«H| (FTty,)

i F=F

= Y [(F«G)(FTt)] < H

P F=F
= (F~-G)<H

(On a utilisé (6.11) pour la premiere et la quatrieme égalité, (6.12) pour la deuxieéme et la
derniere, et 'associativité de ).

Montrons (7i) :

(FxG)xH—-Fx(G«xH) = 0
= F>~G)»~H+(F<G)<H—-F>(G>H)
+(F>G)<H-F»(G=<H)
+F<G)<H-F<(G-H)-F<(G=<H).

On conclut en utilisant (i7) et (i47).

Montrons (iv) : posons F' = Fit.

A(F<G) = A((F*G)t)
= > (A+@) e «6)"t+(Fi+G) et
(FixG)
= RRG+GRRAt+Y F+GoG"t+) G (F«G)t
(@) (@)
+Y (F«G) @ Ft+ ) Fl @ (F «G)t
(£1) (F1)
+ Z (F{ G @ (F«G"t+ (F1 *G)®
(F1),(G)
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= Y RxGaG"t+ Y (F«G)o (F Gt
(@) (F1),(G)
+Y (P +«G) @ Ft+ (P «G)®t+ F @Gt
(F1)
+Y FeF'«Gt+) G o(F«G"t+G® it
(F1) (@)
— Z (F,*G/)(X)(F”<G”)—|—Z(F/*G)®F”
(F),(G) (F)
+Y FoF' <G)+> (o(F<G)+GaF
() (@)

(On a utilisé la multiplicativité de A).

(v) se déduit de la multiplicativité de A et de (iv).
Il est immédiat que Mg’ R= H?,’ r comme algebre de Hopf graduée. O

D’apres le corollaire 205, Hg r est 'algebre enveloppante de ’algebre brace de ses éléments
primitifs. Décrivons cette structure :

Proposition 209 Prim('HgR) est muni d’une structure d’algébre brace donnée par :

< €fyyeey €, >= E CRy(tn—1.-t1,tn)"
9EGt, 1. .t1,tn

Ezemple : en écrivant F' a la place de e,

TR R SR SR S M

Preuve : d’apres [31], on a :

<L €ty vny €y >

n

n—1

= D (D" ey < (e < (o =er) )] = e, < (ery = eryy) =) e, ]
i=0
n—1

= Z(—l)”_l_ieti,_tl ety <[ (et = Chiyn) = ) e, ]
i=0

Soit mp, : Hg R— Hgy r définie par :

mplen . ) = 0sin#l1,
= etl..,tn Si n=1.

Comme < ey, ..., e, > est primitif, mp(< egy, ... e, >) =<et,..., e, >. On a alors :
n—1
_ n—1—1
< €tyy...,€6t, > = WP(Z(—l) €t;..t1 7 Ct, = [( .. (eti“ b 6ti+2) - .. ) - €tn71])
i=0

= mp(et, 1.ty = et,)

= Z eRg(tn—l---tlytn)' U

9€Gt, .. t1,tn
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6.4.3 Algebre des arbres binaires planaires de Loday

On généralise ici la construction de I’algebre dendriforme libre & un générateur de [26]. Un
arbre binaire planaire décoré par D est un couple (¢,d;), ou t est un arbre binaire planaire et d;
une application de I’ensemble des sommets intérieurs de ¢ vers D. Tout arbre binaire planaire
décoré différent de | peut s’écrire t! Vg, t", ol d est la décoration du sommet issu de la racine de
t.

HZL) a pour base ’ensemble des arbres binaires planaires décorés. On définit les produits <
et > par récurrence sur le degré par :

r=| = |[-z=u

x| = |<Kx=0,

1=y = atVe (@ xy)siz A,
z-y = (vxy') Ve, y siy#,
rT*xYy = T<Y+x-y.

Exemples : dans le cas ou D est réduit a un seul élément :

Y alY, LY
YO LY X

VO WYY LYY
\P/>Y:(\>/*)v -

On définit A par récurrence sur le degré par :

Al) = @]

A) = Y (@) @)@ @) Va, @) +20|.
(a'),(a")

On vérifie que (HlL), %, A) est une algebre de Hopf d’élément neutre |, et de counité donnée
par :

e = 1,
e(t) = 0sit#.

De plus, I'idéal d’augmentation (Mf, =<, >, A) est une algebre de Hopf dendriforme; M?

est une algebre dendriforme librement engendrée par les Yy, ou Yy est 'arbre binaire de degré 1
dont I'unique sommet intérieur est décoré par d.

Proposition 210 Soit ¢ : /\/l? — MZJE,R l'unique morphisme d’algébres dendriformes en-
voyant Yy sur e4. Alors ¢ est un isomorphisme d’algébres de Hopf dendriformes graduées.
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Preuve : ¢ existe, car M? est librement engendrée par les Y. De plus, ¢ est homogene de degré
zéro. Montrons que ./\/lg r est engendrée par les o4 : on note M’ la sous-algebre dendriforme
de M?R engendrée par les o4. Il s’agit de montrer que pour tout F' € ng, F#1,epe M.
Comme Hg  est engendrée par Y I'm(B] ) en tant qu’algebre associative et que B (eq) = eca,
(proposition 81), on peut se limiter & F' de la forme Ge,4. rocédons par récurrence sur poids(F') :
si poids(F) = 1, alors F = e, et ep = o4 € M'. Supposons I’hypothése vraie au rang n — 1.
Alors ep = ege, = o, < € € M'.

Par suite, ¢ est surjectif. Par homogénéité, en comparant les dimensions des composantes
homogenes, ¢ est bijectif. L

Prolongeons ¢ en un isomorphisme d’algebres de HP = MIL) dans H]g R= /\/lIDD, - On pose
Lq:HP — HP défini par Ly(t) =Yy < t; Ly € ZL(HP). De plus, pour tout z € MgR, on a:

¢ (Bi(x) = ¢ '(ea=<1)
= Yy=<¢'(2)
= Ld o gbil(%).
D’apres le théoreme 76, ¢! est un morphisme d’algebres de Hopf. Par suite, ¢ est un morphisme
d’algebres de Hopf. O
Corollaire 211 1. HIQR et HZL) sont des algébres de Hopf graduées isomorphes.

2. M%,R est librement engendrée comme algébre dendriforme par les o4, d € D.

Remarque : dans le cas non décoré, ¢ est 'inverse de I'isomorphisme © du théoreme 2.10 de
[18].

6.4.4 Quotients dendriformes de Hp
Proposition 212 Soit A une sous-algébre de Hopf graduée de 'HER engendrée par un sous-

Ny . HB .
espace de Uect(TgR). Alors l'idéal d’augmentation de A*I = % est une algébre de Hopf den-

driforme quotient de M?R.

Preuve : il suffit de montrer que A+ est un idéal dendriforme bilatére ; on sait déja qu’il s’agit
d’un idéal de Hopf. Il suffit donc de montrer :

Va € At Vb e Mpp, a<be At b<aec AL

L’application m~ : Mg r® /\/lg R — Mg r est homogene de degré zéro; considérons alors
Ar=m: MgR — MgR ® MgR. Soient t1...t,, F,G € ng —{1}.

(As(ty...th),erp®eq) = (t1...th,ep <eq)
= (tl...tn, Z eRg(Fva)).
QEG;,G
On en déduit :
AL(ty.. . ty) = > PC(ty ... ty) @ RE(ty .. . ty).

c=(cq,eeny cn)EAd«(t1...tn)
cyp, coupe totale de tp,

En particulier, pour tout t € ’TP?R, AL(t) =0.
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Soient a,b € MIIZ,R' On pose A(a) = ' ® a”, A<(b) = b, @ V. On a alors, pour tous
T,y S Mg,R

(A<(ab),z ®y)

a@bay @ <y +2yes" +yer <y +' 0" <y+yo)
d@d @b, @b, ey er"0y")+(ded @b @y
+a@b, VY @z0y +2' 22" @y)+ (b@a,z®y)

= (b, @d"V, +db@d +V, @ab, +ab, @V, +b®a,z®y).

Par suite,
As(ab) =d'b, @ d"V, +db®d" + b, @ab?, + ab, @V, + b® a.

En particulier, si b € vect(TgR), alors AL (b) =0, et donc :
A(ab) =db@d" +b®a=Ala)(b®1)+ba. (6.13)

Soit T C vect(T2 ) engendrant A. Montrons que pour tout z € Ma, A<(z) € A® A. On peut se
ramener a r = t17 An, ti €T.Sin=1,As(z) =0. Supposons n > 2. Alors comme t1,...,t, €
T C A, etqueAebtunesousalgebredeHopf A( tn-1), (tn @ 1), ty, @ty ... 1y 1€A®A
On déduit alors de (6.13) avec a = t1...t,—1 et b= tn le résultat annoncé.

Soient alors a € A+, b e Mg’R : pour tout x € A :

(a<bx) = (a®bAs(x)) € (A" @ Mpr, AR HPR)

(b<a,z) = (b®a,Ax(x)) e Mp R®ALH r®A)
= 0’

donc a < b et b < a sont dans AL. O

On rappelle que la sous-algebre H de Hp g est construite dans la section 6.2. La poposition
précédente s’appplique. Une base de H est donnée par :

Z t.o ty

poids(t;)=a; a1y yan EN*
Par suite, H' est linéairement engendré par :

Cty.tn, — Gttt poids(t;) = poids(t;), Vi.

Alors I'idéal d’augmentation de H*J est une algebre de Hopf dendriforme graduée. Une base de
cette algebre est donnée par :

§ : 1 *
eah...,an = €tq..tn + H , G5 € N*.

poids(t;)=a;

On a immédiatement :

Aleay,...a E :eah wa; @ €aiy,a

Donc une base de Prim(H*9) est (€q,)a;en«- D’aprés le corollaire 205 et la propriété 209, on a :
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Corollaire 213 L’algebre H*9 est l’algébre enveloppante de [’algébre brace dont une base est
(ez’)ieN’w avec -
2ip+n—3
< €lyyenny €y, >= €iytuidip
n—1

Hg ladders €St 1a sous-algebre de HE engendrée par les arbres tels que la fertilité de chacun
de leurs sommets est inférieure a 1. Ces arbres sont appelés échelles. Si D contient D éléments,
il y a exactement D™ échelles de poids n, qui sont :

Z(dl,...,dn):B;lo...oB;n(l), (di,...,d,) € D"

Hgyladder , est une sous-algebre de Hopf. Son coproduit est donné par :
A(U(dy, - dn) =Y Udpsr, - dn) @1y, ..., dy).
k=0

La proposition 212 s’applique. Une base de (’Hgl adder S)l est donnée par :
(et,..4,), l'un des t; n’est pas une échelle.
Par suite, une base de (Hgladder 5)*9 est donnée par :

(€110 )11, I échelles-
D’apres le corollaire 205 et la propriété 209, on a :

Corollaire 214 L’algebre (Hgladdem)*g est l'algébre enveloppante de ’algébre brace dont une
base est (€1); échelle; avec :

<e€y,...,e, > = 0sn>2;

n

S CUdryedn)s CUd),dly) = = €U, sy diyeendn) -

Soit HP la sous-algebre de HIZZ r engendrée par o4, d € D. Les o4 étant primitifs, il s’agit
d’une sous-algebre de Hopf cocommutative de Hg R

Soit L, le sous-espace de vect(’]?,? ) engendré par les échelles de poids n. Le groupe symétrique
S, agit sur L,, de la maniere suivante :

U.l(dl, ce ,dn) = l(dg(l), ey da(n))

Proposition 215 Une base de (HP)*9 est donnée par :

<l(d1, o ,dn))
La structure dendriforme est donnée par :

I(dy, ... dn) < 1(dns1,. - dnsm) = > o Ndi, . dnym),

ocbat(n,m)
o~ (n+m)=n

di,..dn€D

I(dy, ... dn) = 1(dns1, .- dnsm) = > o (dy, .. dpgm),
ocbat(n,m)
o~ (n+m)=n+m
Wdy, . d)l(dng1s o dpsm) = > o Ld(dy, o dogm),
o€bat(n,m)

Ay, dn)) = D UWdir, - dn) @1(dy, - dy).
k=0

De plus, l’idéal bilatére dendriforme (HP)* est engendré par :

T=<Yy—y =z, m,yeMgR.
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Preuve : une base de HI est donnée par (eg, ...y ), di,...,d, € D. Par suite, une base de
(HP)* est donnée par (es..4, ), I'un au moins des #; n’étant constitué d'un seul sommet. Une
base de (HP)*9 est donc donnée par (Coy, 04, )s d1,....dn € D. D’apres la proposition 81,
€oy,...0a, = l(dy,...,dy), d’ou le premier résultat.

On obtient immédiatement les formules pour < et > par passage au quotient.

Soit I T'idéal bilatere dendriforme de Hg p engendré par * <y —y = x, T,y € M]DJ’ R
Montrons que I = (HP)+

I C (HP)* : il suffit de montrer que pour tous dy, . . ., dyim € D, 1(d1,...,dn) < Udnit, .- dnim) =
Wdps1, - ydptm) = U(dy,...,d,). On considere la bijection suivante :

bat(n,m) — bat(m,n)

. (i) = o(i+n)sii<m,
o — 014 -,. : .
o(t) = o(i—m)sii>m.
On a alors :
I(dy, ... dp) <1(dns1,. - dnsm) = > o Ndi,. . dnym)

o€bat(n,m)
o~ (n+m)=n

— Z 6 N (dpy1, - dngmsdi, ..., dy)

&Ebat(m,n)
Y (n+m)=n+m

= l(dn+1,. . -;dner) - l(dl, C ,dn)

('H?)L C I : pour alléger les notations, on notera F' & la place de ep, et ainsi de suite. On
a, d’apres (6.11), (6.12) :

Fey<ty...tp —t1...tp = Feg = (F*tl t)‘d—(t ..tk*F)Od

—Z % F)BY (tiz1 ... ty) — FBJ (t1 .. . tg).

De plus, six,yEM?}R, [a:,y]zx%y—y»x—(y%x—x»y)EI. Par suite,
Od-<(F*tl...tk—tl...tk*F):(F*tl...tk)Od—(tl...tk*F)odEI.

On en déduit donc :

> (.. tix F)Bj (tiy1...ts) = FBJ (t1...t) € I. (6.14)
i=1
Montrons que VF € .7-']?73, vVt € TP?R, t non réduit a un seul sommet, egp; € I. Posons

t = By(t1...t;), k > 1.Procédons par récurrence sur k. Si k = 1, (6.14) donne directement le
k—1
résultat. Si k > 2, 'hypothese de récurrence implique que Z(tl ot F)Bj(t,url tk) €1 et
i=1
on conclut avec (6.14).
Soit F' = ty...t,, tel qu’il existe k, t; ne soit pas réduit a un seul sommet. On a alors
et..t, € I d’apres ce qui précede et donc ep = er, < (... < (e, < e€..4;,).-.) € 1. O

Remarque : on retrouve ainsi la structure d’algebre de Hopf dendriforme de 'algebre de
battage T'(V) (voir [26, 30]), ou V est un espace possédant une base (vg) indexée par D. Un
isomorphisme d’algebres de Hopf dendriforme est donné par I(dy,...,dy) — v4, @ ... ® vg,.

Corollaire 216 Soit A une algébre dendriforme, telle que a < b = b > a VYa,b € A. Pour
tout d € D, choisissons ag € A. Alors il existe un unique morphisme d’algébres dendriforme de
(HP)*9 dans A envoyant &g sur aq pour tout d € D.

Preuve : d’apres la proposition précédente, (H,D)*g est le quotient d’ une algebre dendriforme
libre par la relation a < b — b > a. O
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6.5 Algebres de Grossman-Larson

6.5.1 Présentation

(Voir [16, 17, 29]). L’algebre HZ; a pour base 'ensemble noté BT (FE) des arbres enracinés

(non plans) dont les sommets, a l’exception de la racine, sont décorés par D. Pour ¢y, ..., t, € T, D,
t € BY(FE), pour tout s = (s1,...,8,) € som(t)", (t1,...,tn) 05t est I'élément de BT (FR)
obtenu en greffant ¢; sur le sommet s; de ¢, pour tout i € {1,...,n}. le produit de HgL est alors
donné par :

Bf(ty...ty)t = > (t1,....ta)ost.

s€som(t)"
L’élément neutre de ce produit est BT (1).
Le coproduit est donné par :
ABF (.. tn) = > BYtr) @Bty np-1),
I1¢{1,...,n}
ot tg, iy = tiy ...t pour toute partie {i1,...,ix} de {1,...,n}. La counité est donné par :
e(BT(1) = 1,

e(BY(F)) = 0si F#1.
L’algebre de Hopf HE, est graduée en posant deg(B*(F)) = poids(F).

6.5.2 Isomorphisme avec (HE)*

On utilise la base (fF)FeFE de (HE)*9 ~ (Ker(®))* décrite dans la proposition 108.

Lemme 217 Soient t1,...,t, € T2, deux a deuz distincts, et soient a1, ...a, des entiers non
nuls.
1. Dans (HE)*9, A(ft‘fl...tzn) = Z ftlilmtl:Ln ® fier qon-
bit+ci=a;
a a
2. Dans H3,, ABT (15 .. to) = Y <b1) (b”>B+(t§1 )y @ BT ten).
bitci=a; > ! "
Preuve :

1. Récurrence sur I = aj + ...+ a,. Sil = 1, c’est immédiat. Supposons le résultat vrai au
rang [ — 1. On a alors, dans HgR :

n
ft‘fl A Z ft‘fl LT g T -
i=1

Par suite :

A(ft‘fl...t‘,in) = ft‘fl...tzn®1

n

+ E E ftbl tbn ® ftel tci71 Cn Tftl
— 1 eeetn 1 ety N
1=

b]-+cj-=a]-7 JFi
bi+ci=a;—1

= ft‘;l'.‘t’,aln & ].
+ Z ftlil...tfl" ® ftil---tfﬁ

bjtcj=aj,
les ¢; non tous nuls

= D o Ol

bj +cj=a;
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2. En effet, le nombre de parties I C {1,...,n} telles que t; = t?l .. .tf{b et ti1 ny-1 =

it est (31) - (5r). O
Lemme 218 Pour tout d € D, on définit dg : HgL — HgL par :

Sa(BT(ty...ty)) = 0sim#1,
Sa(BT(t)) = 0 sila racine de t nest pas décorée par d,

BT (B~ (t)) si la racine de t est décorée par d.

Alors Va,y € HE;, da(zy) = 284(y) + da(z)e(y).

Preuve : on peut supposer que x,y € BT (.7-"}%)).
Si y = BT(1),c’est évident.
Siy =Bt (t1...tm), m > 2 : alors xy est une combinaison linéaire d’arbres de la forme
Bt (¢ ...t}), k > 2, et donc é4(zy) = 0. De plus,
20a(y) + da(z)e(y) =0+ 0 =0.

Siy=DB*(t),t €T : posons x = BT(t...t,). On a :

ry = xVy+ combinaison linaire d’arbres BT (¢} ...t}), k > 1,

avec .
TVy= > (t1,...,tn) ost.

s€(som(t)—{racine})™
On a alors 64(zy) = BT (B~ (2 V y)) si la racine de ¢ est décorée par d, et 0 sinon. De plus,
20a(y) +da(x)e(y) = wda(y)
0 si la racine de ¢ n’est pas décorée par d,
BT (B~ (zVy)) sinon. O

Soit F' € fg. Une symétrie de F' est une permutation o des sommets de F' vérifiant :
1. Vs,s" € som(F), s est un descendant de s’ si, et seulement si, o(s) est un descendant de

a(s).
2. Vs € som(F), s et o(s) ont la méme décoration.
On note Sym(F) le groupe des symétries de F.

Lemme 219 Pour toute forét F € FE, on note sp le nombre de symétries de F. On a alors :

1. se;=1;
. s = Sp;
2 B;(F) F
3. 8101, qan = sfll ...sf:al! coap!, sity, ...ty € ’TRD, deux a deux distincts.
Preuve :
1. Evident.

2. Soit 0 € Sym(B; (F)); alors o envoie la racine de BJ (F) sur elleméme; on a donc une

application :
Sym(By (F)) —  Sym(F)

o — O

Il est immédiat que c’est une bijection.
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3. On note t; 1, ...t 4, les différentes copies de de t; apparaissant dans F' = ¢{* ...t%". Soit
o € Sym(F). Alors o envoie nécessairement ¢; ; sur une autre copie de t;, notée t; ; ;. On a
donc un morphisme de groupes :

Sym(F) — Sy X ...S,,
o — (01,...,00).
Il est surjectif, et son noyau est isomorphe a Sym(t1)® ... Sym(t,)* . Par suite :

S

D’ou le résultat annoncé. O

Théoréme 220 Soit Q : HE, — (HE)*9 défini par Q(BY(F)) = spfr. Alors  est un iso-
morphisme d’algébres de Hopf graduées.

Preuve : il est immédiat que €2 est une bijection homogene de degré zéro. Montrons que c’est un
morphisme de cogebres : soit F' = ¢{* ...t les t; deux & deux distincts.

a a
AQBHE ) = 3 st stal e at e g ® fir e
bitci=a;
_ b1 by | 1C1 Cn . | !
= Sy - Sebilbpls o s e e
bi+ci=a;

aq an
(bl) . (bn> ftlfl...t%" ® ftil.,,t%n

al (7%
2: Sgbrgbn S50 t5n <b1> <bn>ftl{1,..ti’ﬁ @ figt g

bit+ci=a;
= (Q®@Q) o A(BT({*...t2m)).

(On a utilisé les lemmes 217-1 et 2 et 219-3).

Montrons que 20005 =vg308 :

Qodq(BT(F)) = 0siF nest pas de la forme B (G),
= aqgfg sinon.

140 QBY(F)) = arya(fr)
= 0si F n’est pas de la forme B] (G),

= apfqg sinon.

(On a utilisé la proposition 81).
On conclut avec le lemme 219-2.

Considérons alors Q"9 : Hg — (HgL)*g . C’est un morphisme d’algebres, vérifiant 2*9 o
B} = 6700, D’apres le lemme 218, 6,7 € ZL((HE,)*9), donc Q*9 est un morphisme d’algebres
de Hopf. Par suite, 2 est un morphisme d’algebres de Hopf. O

Corollaire 221 Soientt1,to,t € TRD. On rappelle que n(ty, ta;t) est le nombre de coupes simples
c de t telles que P°(t) = t1 et R°(t) = ta. Soit n/(t1,t2;t) le nombre de sommets s de ty tels que

t1 0osta =t. On a alors :
St

n(ty,ta;t) = n'(ty,t2;t).

Stl StQ
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Preuve : soient tq, ty € TRD. Dans HgL, ona:

B (t1).B*(t) = Bf(tits)+ BT | > tiosty

sesom(tz)

= Bl (tita) + BT [ Y n/(t, ta5t)t
teTp

En appliquant 2 aux deux membres, on obtient :

stlstzftlftg = 5t1t2ft1t2 + Z n,(t].?tQ;t)Stft'

teTp

Notons encore (,) : (Hr)*¥ x Hp — K la forme bilinéaire induite par (,) : Hpr X Hpr — K.
On a alors :
n/(tlvt%t)st = 3t15t2(ft1ft27t)
= 3t13t2(ft1 ® [t A(t))

- stlstQ(ftl ®ft27 Z TL(F, G7 t)F®G)
FGeFP

= Sy Sn(t,te;t). O

6.5.3 Lien avec les algebres pré-Lie
On rappelle la définition et les résultats suivants de [8] :
1. Une algebre pré-Lie (a gauche) est un espace vectoriel L muni d’un produit o vérifiant :
Vo,y,2 € L, (toy)oz—zo(yoz)=(yox)oz—yo(xoz).
2. Toute algebre pré-Lie L est munie d’une structure d’algebre de Lie donnée par :
Ve,ye L, [,y =xo0y—youx.

3. L’algebre pré-Lie libre engendrée par un ensemble D a pour base T}%) ; son produit est
donné par :

Vi, to ETRD, tioty = Z t1 o4 to.

sesom(t2)

Elle sera notée PL(D).
Ezemple : la structure d’algebre brace de Pm’m(’Hg’ ) induit une structure pré-Lie donnée
pour tous t1,t2 € ’Z;?R par :

€t 06, = < €4y,6 >

= Z €Ry(t1,t2)

gEth,t2

= ) n(ti,tyt)es.

t€ThR

La structure de Lie induite est la structure usuelle. De plus, la sous-algebre de Lie £1D =
Prim((HE)*9) est une sous-algebre pré-Lie; si t1,t € T2 :

froofr, = Z n(ti, t2;t) fr.

teTp
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Proposition 222 L’application suivante est un isomorphisme d’algébres pré-Lie :
v:PLD) — LP
t e TRD — Stft-
Par suite, LT est une algébre pré-Lie librement engendrée par les fo, =94, deD.

Preuve : 11 est immédiat que v est une bijection. Soient t1,ty € ’Z'}%) .

v(tioty) = v | Y n/(ty,tast)t

teTp

= Z sen/ (1, tost) fi

teTp

— Z Sty Ston(t1, t2;t) fr

teTp
= S,5t,Jt1 © Jto
= v(t1) ov(ta).

(On a utilisé le corollaire 221 pour la troisieme égalité). O

6.6 Applications combinatoires

6.6.1 Factorielles d’arbres enracinés

Définition 223 (Voir [5, 23]). Soit F' € Fpr. On pose :

F!' = H card({s’ € som(F)/s" >paut s})-

sesom(F)

Exzemples :
J=1, =2, V=3,
1=, V=4, Vi Yios
Yoo, b "ol =5,

b b i Vo Vies i diow
V2o, Vi Z 90, {{12\31240,

\(! = 60, l! = 120.
Remarques :

1. Si F, F" € Fp g sont telles que ((F) = ((F') dans Fpg, alors F! = F'l. On peut donc définir
F! pour F € Fg.

2. on peut également définir F'! par récurrence sur le poids de F' de la maniére suivante :
ol = 1,

(t1...tn)! = ti!.. .ty
BY(F) = (poids(F)+1)F!



Proposition 224 VF € Fppr, de poids n, on a :

n!

ﬁ = (Fa.n)7

ot (,) : Hpr X Hpr — K est le couplage défini dans le théoréme 80.

Preuve : par récurrence sur n. Sin = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai pour toute forét
de poids strictement inférieur & n. Si F' = BT (G) :

(o) =

Sinon, il existe F}, Fy foréts de poids strictement inférieur a n, telles que F' = F1F5. On pose
n; = poids(F;). Alors :

(F,e") = (F1 ® Fy,A(e™))
= (FIQFh,(e@l+1xe)")
= (F1®F2,Z<Z> )

k=0

B <n>(F1”n1)(F270”2)+0
n
nt ol gl
nl!nQ! F1! FQ!
n!

ﬁ.
Corollaire 225 Soit ' =ty ...t, € FpRg.
1. Pour tout k < poids(F), on a :

> mmmm - ()

c€Ad(F)
poids(P¢(F))=k

<_1)nc (_1)poids(F)+m

2 We(F) jal

c coupe de F
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Preuve :

1.
(Fo") = (A(F) o @e"F)
= > PUF)@R(F),e" @ e F
ceAd(F)
— Z PC(F) ® RC(F), o ® ok
cEAd(F)
poids(P¢(F))=k
& P R(F)
poids(P¢(F))=k
n!
2.

(S(F),8") = (=1)™ Y (F1)"(W(F),e")

c coupe de F'
n!
-
= (F,5(e"))
(F, (=1)"e")
n!
= (-1

6.6.2 Coeflicients de Connes-Moscovici

(Voir [9], [23]). On utilise les notations de la section 6.5.1. Pour tout arbre t € Tg = BT (Fg),

on pose :
N(t) = Z ® 0y t.

sesom(t)

On pose 71 = o, et on définit par récurrence 7,, = N(7,—1). Par exemple, on a :

T2 = I7

T3 = V—FE,
T \V+3R/+Y+i,

Ts = 'Af/+6{V +4\</+3L/+3U+ Y+3({+Y+L

Pour tout n € N*, on peut écrire :

Tn = Z i,

teTR,
poids(t)=n
ce qui définit ¢; pour tout t € Tg.
Proposition 226 Pour tout t € Tr, on a :
poids(t)!
g =—=.
t!St
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Preuve : d’apres le théoreme 220, on a un isomorphisme d’algebres de Hopf :

O:Her, — (Hg)™
BT (F) — spfr.

Par définition du produit de H¢gr, BT (e)" = 7,41 dans Hgr. On a alors :

Urpt1) = > speperyfe
FeFR,
Poids(F)=n

= QB (e)")

= .n.
Notons encore (,) : (Hgr)* x Hg — K la forme bilinéaire induite par (,)
Pour toute forét G € Fr de poids n, on a alors :

(QA7n41),G) = > speper)(fr,G)
FeFR,
Poids(F)=n

= > SFCB+(F)ORG
FeFR,
Poids(F)=n

SGCB+(@)
= (", G)
n!

G!
(n+1)!
BT (G)V

ce qui implique le résultat car s¢ = sp+g). O
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Chapitre 7

Appendice

7.1 Coproduit dans Hppr

Al) = 1®1
AL) = .91+1®.
AlL) = . @14+1®..+2.®.
Al) = 1@1+1@1+.®.
AGced) = oo ®141®...4+3.®..+3.. Q.
Al) = 1.9141®1.41®.+.01 +..®. +.Q..
ALl = IR141.041®.+.014+..0.+.Q..
AV) = Vel+1eV+.0.+2.0!
A = le1+1ol+t0.+.01
AGceed) = coee@141Q0eee 4000 ®.+6.. @ .. +4. D .0
A(l.)) = 1..9141@1.4+4+1®..+2.0 1. +..01 +21.®.
Feoi®e+ 2.0 +. Q.
A1) = 1014101, 441 Q.. +.01.+.Q0.1 +..®!
1@+ 1@+t @ +2.. Q.. +.Q.u
AV = V.ol+1eoV.+ Ve.+.0 V

e ® e +2.. 01+ @ +2. 01,
Ady = Ler+iel. +le. +. 0l
HF1.®e 4.0l +1®..+.®1.

AGl) = @141 01 +410.. +2.®.1 +.. 01 +2.1 ®.
Fee®e 4200 Qe+ D
A(ll) = 11@1+1011 42101 +1.0.+.1Q.
Fo®l. 4.8+ @
ALY) = . Vel+lew. V+ Ve.+.0V
e @420+ @ +2. 0.1
ACH = de1+1ed+le. +.0l
Fl®e 4 @I +1®eet.®.1
AV) = V1419V +3.9 V +3..01 +...0.
Ay = VerrieV oo viorr.0linort.0v

170



ACY)

A(\}) _ VeiltieoViae.s1e01.0bs

Yo1i410 Y +Vo. 401 +2. 0

A(%) _isitieitie. ttor .ol

7.2 Antipode dans Hppr

el +. 0V

S(1) = 1
S() = -
S(1) = —1+..
S(.) = —
S(t.) = .1 —
S(L1) = 1.—...
S(V) = -V 4+2.1 —...
sh = b+,
S(. -
S(1..) = —o.1 4.
S(1) = —li4.u.
S(Vo) = .V —2..1+..
sty = d-o—nr
S(.1) = —l. +..
S(11) = 11 —1l.i—.il4....
SLV) = V.-2.1.+....
B = oo,
S(V) = -V +3.V -3..1 +....
S(R/ Y P R VU SR S
S(\} Y P R VA SO S
scYy = Y yoviopator—2ag,
S(i N S T S S S SR S
7.3 Valeurs des 7,
- 1 9 = 1430 17 35357670
™ = 1 Tio = 4862 18 = 129644790
T3 = 2 T11 = 16796 719 — 477638700
T4, = b T2 = 58786 To0 = 1767263190
T = 14 T13 = 208012 71 = 6564120420
T6 = 42 |7 = 742900 |7 = 24466267020
o= 132|755 = 2674440 | o3 = 91482563640
T3 429 | 116 9694845 | T4 343059613650
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7.4 Dimensions des composantes homogenes

n HE,R (Hp,R)ab Hr Prim(Hpr) | Prim((Hp,r)a) | Prim(Hg)
0 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 1

3 5 4 4 2 1 1

4 14 10 9 ) 3 2

) 42 26 20 14 7 3

6 132 7 48 42 24 8

7 429 235 115 132 72 16

8 1430 758 286 429 242 41

9 4862 2504 719 1430 804 98
10 16796 8483 1842 4862 2757 250
11 58786 29203 4766 16796 9537 631
12 208012 102030 12486 58786 33514 1646
13 742900 360442 32973 208012 118776 4285
14 2674440 1285926 87811 742900 425102 11338
15 9694845 4625102 235381 2674440 1532502 30135
16 || 35357670 | 16754302 | 634847 9694845 5562864 80791
17 129644790 | 61067430 | 1721159 35357670 20309872 217673
18 || 477638700 | 223803775 | 4688676 129644790 74542248 590010
19 || 1767263190 | 824188993 | 12826228 || 477638700 274857236 1606188

7.5 Forme bilinéaire (,) dans Hppr

dans la base B], décrite ci-dessous (n = 2,3,4,5) :

On se place dans Hp g ; A, est la matrice de la forme bilinéaire (,) restreinte a H,, x H,
) n

8/1:(')7
Bé—(-.,I),
By = (.oo,1.,.1, Vb,
B, = (ool 0, Vot v, ,\If,L/ \}Y{
By = (ceven,leee,do, Voot V,E,\V,{/ \}Yi .1,
Covehiov o bavabr v, Y,MVKV\{/
%L&UVJYVVH
On obtient :
6 33 2 1
31110
2 1
A=7171;, A= . A=1]31100]:;
10000
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7.6 Eléments primitifs

7.6.1 Eléments primitifs de poids <5 dans Hpp

e — 21

)
—e .
[

e/ I.—.1
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7.6.2 Eléments primitifs de poids <5 dans (Hpg)a
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7.6.3 Eléments primitifs de poids < 5 dans Hp
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RESUME : Connes et Kreimer ont introduit une algebre de Hopf des arbres enracinés (éventuelle-
ment décorés) Hg dans le but d’étudier un probléeme de renormalisation. Suivant leur suggestion,
nous introduisons ici une algebre de Hopf des arbres enracinés plans décorés H? Ry généralisant la
construction de Hg. Cette algebre de Hopf est graduée, non commutative, non cocommutative et
vérifie une propriété universelle en cohomologie de Hochschild. Nous montrons que cette algebre
est auto-duale. Cette propriété entraine existence d’un couplage de Hopf non dégénéré ( ,)
entre ’HIDJ r et elle-méme; en conséquence, la base duale de la base des foréts permet de trouver
une base de Pespace des primitifs de HB P.r» buis de trouver tous les primitifs de HE & bar passage
au quotient, ce qui répond a une question de Kreimer.

Nous étudions de plus les H -et les HD PR -comodules de dimension finie. Nous les construisons
et les paramétrons par certaines familles d’éléments primitifs, puis nous les classifions a ’aide
d’actions de certains groupes paraboliques. Nous mettons en évidence une stratification de la
variété des comodules de dimension n + 1 en utilisant les notions de type et de double type et
nous décrivons ’ensemble des comodules de type (n,1), (1,n) et (1,1,1).

Nous établissons ensuite le lien entre H? r et d’autres algebres de Hopf d’arbres telles que
I’algebre des arbres binaires planaires introduites par Brouder et Frabetti dans le cadre de
I’électrodynamique quantique, ’algebre dendriforme libre de Loday et Ronco, la quantification
de Hpr de Moerdijk et van der Laan, ou l’algébre de Grossman-Larson. Nous considérons
également la cohomologie de Hochschild de H p.r €t montrons que pour tout bicomodule B,

H”(HPR, B)=(0)sin >2.

HOPF ALGEBRAS OF DECORATED ROOTED TREES.

ABSTRACT : Connes and Kreimer have introduced a Hopf algebra of (decorated) rooted trees
HE, in order to study a problem of renormalization. As they suggested, we introduce here a Hopf
algebra of planar decorated rooted trees HIDJ’ p» Which construction generalizes the construction of
Hg. This Hopf algebra is graded, non commutative, non cocommutative, and satisfies a universal
property in Hochschild cohomology. We show that it is self-dual. This property induces the
existence of non-degenerate Hopf pairing (,) between H pr and itself. As a consequence, the
dual basis of the basis of forests allows to find a basis of the space of the primitive elements of
Hg r» and then to find all primitive elements of Hg, answering a question of Kreimer.

Moreover, we study the Hg- and H}.?’ r-comodules of finite dimension. We construct and we
parametrize them by certain finite families of primitive elements, and we classify them with the
help of the action of certain parabolic groups. We construct a stratification of the variety of the
comodules of dimension n + 1 using the notion of type and double type of a comodule, and we
describe the set of comodules of type (n,1), (1,n), and (1,1,1).

We establish the link between Hg r and several other Hopf algebras of trees, such as the Hopf
algebra of planar binary trees introduced by Brouder and Frabetti in the context of Quantum
Electrodynamics, the free dendriform algebra of Loday and Ronco, the quantization of Hp r of
Moerdijk and van der Laan, or the Grossman-Larson algebra. We also consider the Hochschild
cohomology of HPR and show that H"(HPR, B) = (0) if n > 2 for every bicomodule B.
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