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Introduction

La théorie des représentations des groupes �nis est l'une des rares dont la naissance est datée
de façon précise. En avril 1896, en répondant à une question de Dedekind 1, Frobenius 2 pose les
bases de la théorie, qu'il va développer dans une série d'une vingtaine d'articles. La théorie sera
ensuite consolidée par Burnside 3, Schur 4 puis par l'école de l'université de Chicago au début du
XXe siècle avec les travaux de Dickson 5, Maschke 6 ou Wedderburn 7. Cette théorie a joué un
rôle majeur dans la classi�cation des groupes �nis simples, achevée dans les années 1980.

Notations 0.1. 1. K désigne un corps commutatif.

2. Les groupes seront notés multiplicativement. Si G est un groupe, son élément neutre est
noté eG.

1 Dé�nitions et premières propriétés

1.1 Représentation d'un groupe

Lorque l'on considère l'action d'un groupe �ni sur un K-espace vectoriel E, il est naturel de
considérer les actions linéaires, c'est-à-dire telles que l'image du morphisme de groupes associé
à l'action a son image incluse dans le sous groupe GL(E) du groupe S (E) des bijections de E.
C'est ce qu'on appelle une représentation de G.

Dé�nition 1.1. Soit G un groupe et E un K-espace vectoriel. Une représentation de G d'espace

E est un morphisme de groupes θ de G dans le groupe GL(E) des automorphismes linéaires de

E. La dimension de E est appelée degré de la représentation θ.

Autrement dit, une représentation d'un groupe G d'espace E peut aussi être considérée
comme une application {

G× E −→ E
(g, x) 7−→ g · x

telle que pour tous g, h ∈ G, tous x, y ∈ E, tout λ ∈ K,

g · (h · x) = (gh) · x, eG · x = x,

g · (x+ y) = g · x+ g · y, g · (λx) = λ(g · x).

On se limitera ici au cas où le degré de la représentation est �ni.

Remarque 1.1. Soit θ une représentation de G d'espace E et de degré n. En choisissant une base
B de E, on obtient un isomorphisme de groupes de GL(E) sur GLn(K), groupe des matrices
inversibles de taille n à coe�cients dans K, envoyant f ∈ GL(E) sur MB(f). Une représentation
de G sur E associe à tout élément g de G une matrice Mg (dépendant du choix de la base), de
sorte que :

� Me = In.
� Si g, h ∈ G, Mgh =MgMh.

Remarque 1.2. Si un groupe G possède une représentation �dèle d'espace E, alors il est isomorphe
à un sous-groupe de GL(E).

Le lemme suivant servira souvent :

Lemme 1.2. Soit G un groupe, E un espace vectoriel et θ : G −→ L (E) une application telle

que θ(eG) = IdE et pour tous g, h ∈ G, θ(gh) = θ(g) ◦ θ(h). Alors θ est une représentation de G.

1. Richard Dedekind (1831�1916), Mathématicien allemand.
2. Ferdinand Georg Frobenius (1849�1917), mathématicien allemand.
3. William Burnside (1852�1927), mathématicien anglais.
4. Issaï Schur(1875�1941), mathématicien d'origine russe actif en Allemagne.
5. Leonard Eugene Dickson (1874�1954 ), mathématicien américain.
6. Heinrich Maschke (1853�1908), mathématicien prussien.
7. Joseph Henry Maclagen Wedderburn (1882�1948), mathématicien écossais.
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Démonstration. Il reste à montrer que pour tout g ∈ G, θ(g) est une bijection.

IdE = θ(eG) = θ(gg−1) = θ(g) ◦ θ(g−1).

De même, θ(g−1) ◦ θ(g) = IdE . Donc θ(g) est bijective, d'inverse θ(g−1).

1.2 Opérations sur les représentations

Proposition 1.3. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation d'un groupe G et soit F un sous-

espace de E. On dit que F est un sous-espace invariant de θ si pour tout g ∈ G, θ(g)(F ) ⊆ F .
Dans ce cas, on obtient une représentation θ|F : G −→ GL(F ) de G :

θ|F :


G −→ GL(F )

g 7−→
{
F −→ F
x 7−→ θ(g)(x).

Cette représentation est appelée sous-représentation de θ restreinte à F .

Démonstration. Par restriction, on obtient une application θ′ : G −→ L (F ) telle que θ′(eG) =
IdF et pour tous g, h ∈ G, θ′(gh) = θ′(g) ◦ θ′(h). D'après le lemme 1.2, θ′ est une représentation
de G.

Proposition 1.4. Soit θ une représentation de G d'espace E et F un sous-espace invariant de

θ. L'espace quotient E/F est également une représentation de G :

∀x ∈ G, ∀x ∈ E/F, θ(g)(x) = θ(g)(x).

Démonstration. Pour tout g ∈ G, on dé�nit une application

θ(g) :

{
E/F −→ E/F

x 7−→ θ(g)(x).

Montrons qu'elle est bien dé�nie. Soient x, y ∈ E tels que x = y. Alors x−y ∈ F . Par hypothèse,
comme F est invariant,

θ(g)(x− y) = θ(g)(x)− θ(g)(y) ∈ F,
donc θ(g)(x) = θ(g)(y) : θ(g) est bien dé�nie. Comme θ(g) est linéaire, θ(g) est linéaire. De plus,
pour tout x ∈ E/F ,

θ(eG)(x) = θ(eG)(x) = x,

donc θ(eG) = IdE/F . Soient g, h ∈ G. Pour tout x ∈ E/F ,

θ(gh)(x) = θ(gh)(x) = θ(g)(θ(h)(x))

= θ(g)(θ(h)(x)) = θ(g)(θ(h)(x)) = θ(g) ◦ θ(h)(x).

Donc θ(gh) = θ(g) ◦ θ(h). D'après le lemme 1.2, θ est une représentation du groupe G.

Proposition 1.5. Soient θ et θ′ deux représentations d'un groupe G, d'espaces respectifs E et

E′. On dé�nit une représentation θ ⊕ θ′ d'espace E × E′ par

∀g ∈ G, ∀(x, x′) ∈ E × E′, (θ ⊕ θ′)(g)(x, x′) = (θ(g)(x), θ′(g)(x′)).

Elle est appelée représentation somme directe de θ et θ′.

Démonstration. Pour tout g ∈ G, (θ ⊕ θ′)(g) est bien un endomorphisme de E × E′. De plus,
pour tout (x, x′) ∈ E × E′,

(θ ⊕ θ′)(eG)(x, x′) = (θ(eG)(x), θ
′(eG)(x

′)) = (x, x′).

Pour tous g, h ∈ G, pour tout (x, x′) ∈ E × E′,

(θ ⊕ θ′)(g) ◦ (θ ⊕ θ′)(h)(x, x′) = (θ(g) ◦ θ(h)(x), θ′(g) ◦ θ′(h)(x′))
= (θ(gh)(x), θ′(gh)(x′))

= (θ ⊕ θ′)(gh)(x, x′).

D'après le lemme 1.2, θ ⊕ θ′ est bien une représentation de G.
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Proposition 1.6. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation d'un groupe G d'espace E. On dé�nit

une représentation θ∗ d'espace le dual E∗ de E (c'est-à-dire l'espace des applications linéaires de

E dans K) par

∀g ∈ G, ∀f ∈ E∗, θ∗(g)(f) = f ◦ θ(g−1).

Elle est appelée représentation duale de θ.

Démonstration. Pour tout f ∈ E∗,

θ∗(eG)(f) = f ◦ θ(e−1
G ) = f ◦ θ(eG) = f ◦ IdE = f,

donc θ∗(eG) = IdE∗ . Soient g, h ∈ G. Pour tout f ∈ E∗,

θ∗(gh)(f) = f ◦ θ((gh)−1) = f ◦ θ(h−1g−1)

= f ◦ θ(h−1) ◦ θ(g−1) = θ∗(g)(f ◦ θ(h−1)) = θ∗(g) ◦ θ∗(h)(f).

Donc θ∗(gh) = θ∗(g) ◦ θ∗(h). Par le lemme 1.2, θ∗ est une représentation du groupe G.

1.3 Morphismes de représentations

Dé�nition 1.7. Soient θ et θ′ deux représentations d'un même groupe G, d'espaces respectifs E et

E′. Soit ϕ : E −→ E′ une application linéaire. On dit que ϕ est un morphisme de représentations

de G de θ vers θ′ si

∀g ∈ G, ϕ ◦ θ(g) = θ′(g) ◦ ϕ.

Lorsque de plus ϕ est bijective, on dira que ϕ est un isomorphisme de représentations de G et

que les représentations θ et θ′ sont isomorphes. Si θ = θ′, on dira que ϕ est un endomorphisme

de la représentation θ et si de plus ϕ est bijective, on dira que ϕ est un automorphisme de la

représentation θ.

Exemple 1.1. 1. Si F est un sous-espace invariant d'une représentation θ d'espace E, l'in-
jection canonique de F dans E et la projection canonique de E dans E/F sont des
morphismes de représentations.

2. Soient F et F ′ deux sous-espaces invariants d'une représentation θ d'espace E. L'appli-
cation suivante est un morphisme de représentations de G de θ|F ⊕ θ|F ′ vers θ :{

F × F ′ −→ E
(x, x′) 7−→ x+ x′.

Si de plus E = F ⊕ F ′, alors il s'agit d'un isomorphisme.

3. L'application suivante est un isomorphisme de représentations de G de θ vers (θ∗)∗ :
E −→ (E∗)∗

x 7−→
{
E∗ −→ K
f 7−→ f(x).

Proposition 1.8. Soient θ : G −→ GL(E) et θ′ : G −→ GL(E′) deux représentations d'un

même groupe G et soit ϕ : E −→ E′ un morphisme de représentations de θ vers θ′. Alors Ker(ϕ)
est un sous-espace invariant de θ et Im(ϕ) est un sous-espace invariant de θ′. Si θ = θ′, les
espaces propres de ϕ sont des sous-espaces invariants de θ.

Démonstration. Soit x ∈ Ker(ϕ). Pour tout g ∈ G,

ϕ(θ(g)(x)) = ϕ ◦ θ(g)(x) = θ′(g) ◦ ϕ(x) = θ′(g)(0E) = 0E′ ,

donc θ(g)(x) ∈ Ker(ϕ) : Ker(ϕ) est un sous-espace invariant de θ.
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Soit y ∈ Im(ϕ). Alors il existe x ∈ E tel que ϕ(x) = y. Pour tout g ∈ G,

θ′(g)(y) = θ′(g)(ϕ(x)) = θ′(g) ◦ ϕ(x) = ϕ ◦ θ(g)(x) ∈ Im(ϕ),

donc Im(ϕ) est un sous-espace invariant de θ′.
Supposons θ = θ′ et soit F un espace propre de ϕ. La valeur propre associée est notée λ. Soit

x ∈ F . Pour tout g ∈ G,

ϕ(θ(g)(x)) = ϕ ◦ θ(g)(x) = θ(g) ◦ ϕ(x) = θ(g)(λx) = λθ(g)(x),

donc θ(g)(x) ∈ F : F est un sous-espace invariant de θ.

2 Représentations irréductibles

2.1 Dé�nition

Dé�nition 2.1. Soit θ une représentation d'un groupe G, d'espace E. On dira qu'elle est simple

ou irréductible si elle est non nulle et si ses seuls sous-espaces invariants sont E et {0E}.

Exemple 2.1. 1. Si E est de dimension 1, alors elle est irréductible de façon évidente.

2. On se place sur le corps K = R. On considère la représentation
θ : Z/4Z −→ GL2(R)

n 7−→
(
0 −1
1 0

)n

,

en identi�ant GL(R2) et GL2(R) de façon canonique. Comme(
0 −1
1 0

)4

=

(
1 0
0 1

)
,

cette représentation est bien dé�nie. La matrice θ(1) =

(
0 −1
1 0

)
ne possède aucun vecteur

propre dans R2, donc elle ne possède aucune droite stable dans R2. Par suite, les sous-
espaces stables par cette matrice sont E et {0E} : θ est donc irréductible.

3. On considère de façon similaire la représentation de Z/4Z en se plaçant sur le corps C :
θ : Z/4Z −→ GL2(C)

n 7−→
(
0 −1
1 0

)n

,

La matrice

(
0 −1
1 0

)
possède deux droites propres, engendrées par les vecteurs

(
i
1

)
et(

−i
1

)
. Chacune de ces droites est un sous-espace invariant de θ : θ n'est pas irréductible.

2.2 Semi-simplicité des représentations

Proposition 2.2. On suppose K de caractéristique ne divisant pas le cardinal de G. Soit θ :
G −→ GL(E) une représentation d'un groupe �ni G et F un sous-espace invariant de θ. Alors il
existe un sous-espace invariant F ′ de θ telle que E = F ⊕ F ′.

Démonstration. Par le théorème de la base incomplète, il existe un sous-espace V de E tel que
E = F ⊕ V . En général, il n'y a aucune raison pour que V soit un sous-espace invariant. Soit
p : E −→ E le projecteur canonique sur F dans cette somme directe. On considère l'application

q =
1

|G|
∑
g∈G

θ(g) ◦ p ◦ θ(g−1).
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Comme G est �ni et que la caractéristique du corps K ne divise pas |G|, cette application existe
et c'est un endomorphisme de E. Pour tout x ∈ E, pour tout g ∈ G, p ◦ θ(g−1)(x) ∈ F car p
est un projecteur sur F . Comme F est un sous-espace invariant θ(g) ◦ p ◦ θ(g−1)(x) ∈ F et donc
q(x) ∈ F : q(E) ⊆ F .

Si x ∈ F , pour tout g ∈ G, θ(g−1)(x) ∈ F et comme p est un projecteur sur F , p◦θ(g−1)(x) =
θ(g−1)(x). En conséquence,

q(x) =
1

|G|
∑
g∈G

θ(g) ◦ θ(g−1)(x) =
1

|G|
∑
g∈G

θ(gg−1)(x)

=
1

|G|
∑
g∈G

θ(eG)(x) =
1

|G|
∑
g∈G

x = x,

donc q est un autre projecteur sur F . Soit F ′ le noyau de q ; alors E = F ⊕F ′. Il reste à montrer
que F ′ est un sous-espace invariant de E. Pour cela, d'après la proposition 1.8, il su�t de montrer
que q est un morphisme de représentations de G. Soit h ∈ G.

q ◦ θ(h) = 1

|G|
∑
g∈G

θ(g) ◦ p ◦ θ(g−1) ◦ θ(h)

=
1

|G|
∑
g∈G

θ(g) ◦ p ◦ θ(g−1h)

=
1

|G|
∑
k∈G

θ(hk) ◦ p ◦ θ(k−1)

=
1

|G|
∑
k∈G

θ(h) ◦ θ(k) ◦ p ◦ θ(k−1)

= θ(h) ◦

(
1

|G|
∑
k∈G

θ(k) ◦ p ◦ θ(k−1)

)
= θ(h) ◦ q.

On a fait le changement de variable k = h−1g : quand g parcourt G, k parcourt G ; de plus,
g−1h = k−1 et g = hk. Donc q est bien un morphisme de représentations de G.

Remarque 2.1. On peut appliquer ce théorème pour tout groupe �ni lorsque la caractéristique
de K est nulle.

Remarque 2.2. Ce théorème est faux si G n'est pas �ni ou si la caractéristique de K divise le
cardinal de G. Voici des contre-exemples.

1. On considère la représentation du groupe Z dé�nie par

θ :


Z −→ GL2(C)

n 7−→
(
1 n
0 1

)
.

La matrice θ(1) =

(
1 1
0 1

)
, non diagonalisable, possède une seule droite propre D, en-

gendrée par le vecteur

(
1
0

)
. Cette droite D est donc le seul sous-espace invariant de

dimension 1 de θ : elle ne possède pas de supplémentaire invariant.
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2. Soit p un nombre premier. On considère la représentation du groupe Z/pZ dé�nie par

θ :


Z/pZ −→ GL2(Z/pZ)

k 7−→
(
1 k
0 1

)
.

Un raisonnement semblable à celui e�ectué sur l'exemple précédent montre que cette
représentation possède un seul sous-espace invariant de dimension 1, qui ne possède donc
pas de supplémentaire invariant.

Théorème 2.3. (Théorème de Maschke) On suppose K de caractéristique ne divisant pas

le cardinal de G. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation non nulle d'un groupe �ni G. Alors il
existe des sous-espaces invariants irréductibles E1, . . . , Ek de θ telles que E = E1 ⊕ . . .⊕ Ek.

Démonstration. On procède par récurrence forte sur n = dim(E). Si dim(E) = 1, alors E est
irréductible et on prend k = 1, E1 = E. Supposons le résultat vrai pour toutes les représentations
θ′ de G de dimension < n. Si θ est irréductible, on prend k = 1 et E1 = E. Sinon, il existe un
sous-espace invariant F de θ, non trivial. Par la proposition 2.2, il existe un sous-espace invariant
F ′ de θ, telle que E = F ⊕ F ′. Comme F ̸= {0E} et F ̸= E, dim(F ) < n et dim(F ′) < n. Par
l'hypothèse de récurrence, il existe des sous-espaces invariants E1, . . . , Ek et Ek+1, . . . Ek+l de
θ|F et θ|F ′ (et donc de θ) telles que

F = E1 ⊕ . . .⊕ Ek, F ′ = Ek+1 ⊕ . . .⊕ Ek+l.

Comme E = F ⊕ F ′, E = E1 ⊕ . . .⊕ Ek+l.

Remarque 2.3. 1. En conséquence, θ est isomorphe à la représentation θ1 ⊕ . . . ⊕ θk, où
θi = θ|Fi

.

2. La décomposition de θ en somme directe de représentations irréductibles n'est pas unique :
par exemple, si G agit trivialement sur E, toute décomposition de E en somme directe
de sous-espaces de dimension 1 est une décomposition de θ.

3. Ce résultat est faux si la caractéristique de K divise |G| ou si G n'est pas �ni, comme le
montrent les exemples de la remarque 2.2.
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3 Caractères d'un groupe abélien �ni

À partir de maintenant, le corps de base est C et tous les espaces vectoriels considérés sont
sur C.

3.1 Représentations d'un groupe abélien �ni

On souhaite maintenant trouver toutes les représentations d'un groupe �ni G. Il su�t de
trouver toutes les représentations irréductibles de G , d'après le théorème 2.3. On débute avec
les groupes abéliens.

Lemme 3.1. Soit G un groupe �ni d'ordre n, non nécessairement abélien, et soit θ : G −→
GL(E) une représentation de G. Alors pour tout g ∈ G, θ(g) est diagonalisable et ses valeurs

propres sont des racines n-ièmes de l'unité.

Démonstration. D'après le théorème de Lagrange, gn = eG, donc θ(g)n = θ(gn) = θ(eG) = IdE .
Par suite, le polynôme Xn− 1 annule l'application linéaire θ(g). Comme ce polynôme est scindé
à racines simples, θ(g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont certaines racines de ce
polynôme, donc des racines n-ièmes de l'unité.

Proposition 3.2. Soit G un groupe abélien �ni. Les représentations irréductibles de G sont ses

représentations de dimension 1.

Démonstration. On a déjà observé que les représentations de dimension 1 sont irréductibles. Il
faut maintenant montrer la réciproque lorsque G est abélien.

Première étape. Soit E un espace vectoriel et soient f1, . . . , fk des endomorphismes de E tous
diagonalisables. On suppose que pour tous i, j, fi ◦ fj = fj ◦ fi. Montrons qu'alors f1, . . . , fk
possèdent une base commune de vecteurs propres. On procède par récurrence sur k. Si k = 1,
il n'y a rien à démontrer. Supposons k > 1. Comme fk est diagonalisable, E se décompose en
somme d'espaces propres de fk :

E =
⊕

λ∈Sp(fk)

Eλ,

où Eλ = {x ∈ E, fk(x) = λx}. Soit i < k. Si x ∈ Eλ,

fk(fi(x)) = fk ◦ fi(x) = fi ◦ fk(x) = fi(λx) = λfi(x),

donc Eλ est stable par fi pour tout i < k. Comme fi est diagonalisable, il existe un polynôme
P scindé à racines simples tel que P (fi) = 0, donc par restriction, P ((fi)|Eλ

) = 0 et (fi)|Eλ

est diagonalisable. Par l'hypothèse de récurrence appliquée à (f1)|Eλ
, . . . , (fk−1)|Eλ

, il existe une
base Bλ de Eλ, formée de vecteurs propres communs à f1, . . . , fk−1. Comme ce sont des éléments
de Eλ, ce sont aussi des vecteurs propres de fk. On considère alors

B =
⋃

λ∈Sp(fk)

Bλ.

Comme les Eλ sont en somme directe, on obtient une base de E, formée de vecteurs propres
communs à tous les fi.

Seconde étape. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation irréductible de G. On pose G =
{g1, . . . , gk} et pour tout i, fi = θ(gi). Pour tous i, j, gigj = gjgi car G est abélien, donc
fi ◦ fj = fj ◦ fi. Par le lemme 3.1, les fi sont diagonalisables, donc il existe une base (e1, . . . , en)
de vecteurs propres communs aux fi. En particulier, Vect(e1) est un sous-espace invariant de E.
Comme θ est irréductible, E = Vect(e1).

Remarque 3.1. La première étape de cette preuve est le théorème de diagonalisation simultanée.

8



3.2 Groupe dual

Lorsque E est dimension 1, le groupe GL(E) est isomorphe à K∗, par le morphisme
K∗ −→ GL(E)

λ 7−→
{
E −→ E
x 7−→ λx.

Dé�nition 3.3. Soit G un groupe. Les caractères de G sont les morphismes de groupes de G
dans C∗. L'ensemble des caractères de G est noté Ĝ.

Lorsque K = C et G est abélien, il s'agit donc des représentations irréductibles de G.

Proposition 3.4. Soit G un groupe. Alors Ĝ est un groupe abélien, avec le produit dé�ni par

∀λ, µ ∈ Ĝ, ∀g ∈ G, λµ(g) = λ(g)µ(g).

Ce groupe est appelé groupe dual de G.

Démonstration. Montrons d'abord qu'il s'agit bien d'une loi interne. Soient λ, µ ∈ Ĝ. Alors λµ
prend bien ses valeurs dans C∗. Pour tous g, h ∈ G,

λµ(gh) = λ(gh)µ(gh) = λ(g)λ(h)µ(g)µ(h) = λ(g)µ(g)λ(h)µ(h) = λµ(g)λµ(h),

donc λµ ∈ Ĝ. Cette loi est clairement associative et commutative, avec pour élément neutre le
caractère constant 1, qui est bien un morphisme de groupes de G dans C∗. Si λ ∈ Ĝ, on dé�nit
µ : G −→ K∗ par

µ(g) =
1

λ(g)
.

Comme x 7−→ 1

x
est un endomorphisme du groupe C∗, par composition µ ∈ Ĝ et de manière

évidente, λµ = 1.

Théorème 3.5. Soit G un groupe cyclique d'ordre n, engendré par un élément g. Alors Ĝ est

également un groupe cyclique d'ordre n, engendré par le caractère λ dé�ni par

λ(gk) = e
2iπk
n .

Démonstration. Pour alléger l'écriture, on pose ω = e
2iπ
n . Soit µ ∈ Ĝ. Alors pour tout k ∈ Z,

µ(gk) = µ(g)k : comme G est cyclique, µ est caractérisé par µ(g). De plus gn = eG, donc
µ(g)n = µ(eG) = 1 et µ(g) est une racine n-ième de l'unité. Par suite, il existe un unique
k ∈ {0, . . . , n− 1} tel que µ(g) = ωk. Alors

µ(g) = λ(g)k = λk(g),

donc µ = λk. Les éléments de Ĝ sont donc λ0, . . . , λn−1, ce qui démontre que Ĝ est cyclique
d'ordre n, engendré par λ.

En conséquence, si G est cyclique d'ordre n, engendré par g, on connaît toutes ses représen-
tations irréductibles : il y en a n, données par

θk :


G −→ GL(C)

gl 7−→

{
C −→ C
x 7−→ e

2iπkl
n x,

pour 0 ⩽ k < n. En particulier, θ0 est une représentation triviale.

Remarque 3.2. Si G est un groupe cyclique, alors Ĝ est isomorphe à G. Ceci se généralise au cas
de tous les groupes abéliens �nis, par le théorème de Kronecker, que nous allons montrer dans
le paragraphe suivant.
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3.3 Théorème de Kronecker

Nous allons utiliser le groupe dual d'un groupe abélien �ni pour démontrer le théorème de
structure des groupes abéliens �nis de Kronecker.

Dé�nition 3.6. Soit G un groupe �ni. L'exposant de G est le maximum des ordres de ses

éléments.

Lemme 3.7. Soit G un groupe abélien �ni d'exposant n. Alors G possède un élément d'ordre n
et tout élément de G est d'ordre divisant n.

Démonstration. Première étape.Montrons que si g et h sont deux éléments deG d'ordre respectifs
k et l premiers entre eux, alors xy est d'ordre kl. Soit p ∈ Z tel que (xy)p = eG, alors xp = y−p ∈
⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩. De plus, H = ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩, sous-groupe de ⟨x⟩ et de ⟨y⟩, est d'ordre divisant k et l par
le théorème de Lagrange, donc d'ordre divisant le PGCD de k et l qui vaut 1 : H = {eG}, donc
xp = y−p = eG. Par suite, k et l divisent p et, comme k et l sont premiers entre eux, kl divise p.
Donc l'ordre de xy est divisible par kl. De plus,

(xy)kl = xklykl = (xk)l(yl)k = eG,

donc l'ordre de xy est kl.
Par une récurrence simple, on montre que si x1, . . . , xp sont des éléments de G d'ordre res-

pectifs k1, . . . , kp deux-à-deux premiers entre eux, alors x1 . . . xp est d'ordre k1 . . . kp.

Deuxième étape. Soit N le PPCM des ordres des éléments de G, qu'on décompose en produit
de nombres premiers :

N = pα1
1 . . . pαm

m ,

où les pi sont des nombres premiers deux-à-deux distincts. Si g ∈ G, son ordre divise N , donc
est de la forme

o(g) = p
α1(g)
1 . . . pαm(g)

m .

Il reste à montrer que N est l'exposant de G. Comme N est le PPCM des ordres des éléments
de G, pour tout i ∈ {1, . . . ,m},

αi = max{αi(g) | g ∈ G}.

Donc pour tout i, il existe un élément gi ∈ G tel que αi(g) = αi : p
αi
i divise l'ordre de gi. Alors

l'élément yi = g

o(gi)

p
αi
i

i est d'ordre pαi
i . D'après la première étape, y1 . . . ym est d'ordre N , qui est

donc l'exposant de G.

Lemme 3.8. Soit G un groupe abélien �ni, H un sous-groupe de G et χ ∈ Ĥ. Il existe χ ∈ Ĝ
tel que χ|H = χ.

Démonstration. On procède par récurrence sur [G : H]. Si [G : H] = 1, alors G = H et on prend
χ = χ. Supposons maintenant [G : H] > 1 et le résultat vrai pour tout sous-groupe K de G
tel que [G : K] < [G : H] et tout caractère ξ′ de K. Comme H ̸= G, on choisit un élément
x ∈ G \H et on considère le sous-groupe K de G engendré par H et par x. Alors H ⊊ K, donc
[G : K] < [G : H]. De plus, comme K est engendré par H et x, K/H est engendré par x, donc
est un groupe cyclique d'ordre noté r.

Montrons que tout élément de K s'écrit de façon unique hxi, avec h ∈ H et i ∈ {0, . . . , r−1}.
Existence. Soit y ∈ K. Comme K/H est cyclique d'ordre r, engendré par x, il existe i ∈

{0, . . . , r − 1} tel que y = xr. Alors h = yx−r est un élément de H et on obtient y = hxr.
Unicité. Supposons hxi = kxj , avec h, k ∈ H et 0 ⩽ i, j ⩽ r − 1. Dans K/H, xi = xj , donc

i = j. Par suite, h = k.
Notons que xr = eG, donc xr ∈ H : χ(xr) est bien dé�ni. On choisit ζ ∈ C tel que ζr = χ(xr).

On dé�nit alors une application χ′ : K −→ C par χ′(hxi) = χ(h)ζi pour tout h ∈ H et tout
i ∈ {0, . . . , r − 1}. Par l'existence et l'unicité de l'écriture prouvées précédemment, ceci est une
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application bien dé�nie. Montrons qu'il s'agit d'un caractère de K. Soit y = hxi et z = kxj dans
K. Soit i+ j = pr + s la division euclidienne de i+ j par r, avec 0 ⩽ s ⩽ r − 1. Alors l'écriture
unique de yz est

yz = hxikxj = (hkxpr)︸ ︷︷ ︸
∈H

xs,

donc

χ′(yz) = χ(hkxpr)ζs = χ(h)χ(k)χ(xr)pζs = χ(h)χ(k)ζrp+s = χ(h)ζiχ(k)ζj

= χ′(y)χ′(z),

car h, k et xr sont dans H. Donc χ′ est un caractère de K. Par l'hypothèse de récurrence, il
existe un caractère χ de G tel que χ|K = χ′. Alors χ|H = χ′

|H = χ.

Théorème 3.9. (Théorème de Kronecker 8) Soit G un groupe abélien �ni non nul. Il existe

des entiers n1, . . . , nk tous supérieurs ou égaux à 2 tels que nk | nk−1 | . . . | n1 et

G ≈ Z
n1Z

× . . .× Z
nkZ

.

Démonstration. On procède par récurrence sur |G|. Si |G| = 2, c'est évident, G est cyclique
d'ordre 2. On suppose |G| > 2 et le résultat vrai pour tout groupe abélien H d'ordre < |G|. Soit
n1 l'exposant de G. Par le lemme 3.7, il existe un élément x de G d'ordre n1. On considère le
sous-groupe H = ⟨x⟩ de G. Si G = H, alors G est cyclique : on prend k = 1 et c'est terminé.

Sinon, soient ζ = e
2iπ
n1 et χ : ⟨x⟩ −→ C∗ le caractère du groupe cyclique H envoyant x sur ζ :

c'est un isomorphisme de groupes de H dans le groupe Un1 des racines n1-ièmes de l'unité. Par
le lemme 3.8, soit χ un caractère de G prolongeant χ. Comme n1 est l'exposant de G, pour tout
y ∈ G, yn1 = eG, donc χ(y)n1 = 1 : χ prend ses valeurs dans Un1 . On pose

α :

{
H ×Ker(χ) −→ G

(h, k) 7−→ hk.

Montrons que α est un homomorphisme de groupes. Soient (h, k) et (h′, k′) ∈ H×Ker(χ). Comme
G est abélien,

α((h, k)(h′, k′)) = α(hh′, kk′) = hh′kk′ = hkh′k′ = α(h, k)α(h′, k′).

Montrons que α est injectif. Soit (h, k) ∈ Ker(α). Alors hk = eG, donc h = k−1 ∈ Ker(χ).
Par suite, comme h ∈ H, χ(h) = χ(h) = eG. Comme χ est injectif, h = eG et, en conséquence,
k = eG. Par suite, Ker(α) = {(eG, eG)} et donc α est injectif.

Montrons que α est surjectif. Soit g ∈ G. Alors χ(g) ∈ Un1 = χ(H), donc il existe h ∈ H tel
que χ(g) = χ(h). Posons k = h−1g. Alors

χ(k) = χ(h)−1χ(g) = χ(h)−1χ(g) = eG,

donc k ∈ Ker(χ) et g = hk = α(h, k).
En conséquence, G est isomorphe à Z/n1Z×Ker(χ). On peut appliquer le résultat à Ker(χ),

d'ordre |G|/n1 < |G| : il existe des entiers n2, . . . , nk tels que nk | nk−1 | . . . | n2 et

Ker(χ) ≈ Z
n2Z

× . . .× Z
nkZ

.

Il ne reste plus qu'à montrer que n2 divise n1. Via l'isomorphisme précédent, Ker(χ) contient un
élément y d'ordre n2. Comme n1 est l'exposant de G, yn1 = eG et par suite, n2 | n1.

4 Caractères d'une représentation

Dans cette section, K = C.

8. Leopold Kronecker (1823�1891), mathématicien et logicien allemand.
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4.1 Dé�nition

Dé�nition 4.1. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation d'un groupe �ni G. Le caractère de

cette représentation est l'application

χ :

{
G −→ C
g 7−→ Tr(θ(g)),

où Tr désigne la trace.

Proposition 4.2. Soit χ le caractère d'une représentation θ : G −→ GL(E) d'un groupe �ni G.

1. χ(eG) = dim(E).

2. Si g, h ∈ G, alors χ(gh) = χ(hg) : on dit que χ est une fonction centrale.

3. Si g ∈ G, alors χ(g) est une somme de racines de l'unité.

4. Si g ∈ G, χ(g−1) = χ(g).

Démonstration. 1. θ(eG) = IdE , donc χ(e) = Tr(IdE) = dim(E).

2. χ(gh) = Tr(θ(gh)) = Tr(θ(g) ◦ θ(h)) = Tr(θ(h) ◦ θ(g)) = χ(hg).

3. D'après le lemme 3.1, θ(g) est diagonalisable et ses valeurs propres sont des racines de
l'unité. La trace de θ(g) étant la somme des valeurs propres de g, on obtient le résultat.

4. Comme θ(g−1) = θ(g)−1, χ(g−1) est la somme des valeurs propres de g−1, c'est-à-dire la
somme des inverses des valeurs propres de G. Ces nombres complexes étant des racines
de l'unité, leurs inverses sont leurs conjugués et donc χ(g−1) = χ(g).

Dé�nition 4.3. Soit G un groupe �ni. L'ensemble C (G) des fonctions centrales sur G est l'en-

semble des applications ψ : G −→ C telles que pour tous g, h ∈ G, ψ(gh) = ψ(hg). Il s'agit d'un
espace vectoriel, pour la somme et la multiplication externe usuelle des applications de G dans

C. C'est également une algèbre, pour le produit usuel des applications de G dans C.

En particulier, les caractères des représentations de G sont dans C (G).

Proposition 4.4. Soit G un groupe �ni. Alors C (G) est de dimension le nombre de classes de

conjugaison de G.

Démonstration. Soit f : G −→ C une application quelconque. Montrons que f ∈ C (G) si, et
seulement si, f est constante sur chacune des classes de conjugaison de G.

=⇒. Si ψ est centrale, alors pour tout g, h ∈ G,

ψ(ghg−1) = ψ((gh)g−1) = ψ(g−1(gh)) = ψ(h),

donc ψ est constante sur les classes de conjugaison de G.
⇐=. Si ψ est constante sur les classes de conjugaison de G, pour tout g, h ∈ G,

ψ(gh) = ψ(ghgg−1) = ψ(g(hg)g−1) = ψ(hg).

Donc ψ est centrale.
Soient C1, . . . , Ck les classes de conjugaison de G. Pour tout i, on pose

δi :


G −→ C

x 7−→

{
1 si x ∈ Ci,

0 sinon.

δi est constante sur chaque classe de conjugaison, donc appartient à C (G). Si ψ ∈ C (G), alors
ψ s'écrit de façon unique

ψ =
k∑

i=1

aiδi,

où ai est la valeur prise par ψ sur chacun des éléments de Ci. Donc (δi)1⩽i⩽k est une base de
C (G), qui est donc de dimension k.
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Proposition 4.5. Soient θ1 et θ2 deux représentations d'un même groupe G, de caractères

respectifs χ1 et χ2. Le caractère de θ1 ⊕ θ2 est χ1 + χ2.

Démonstration. Soit B1 = (e1, . . . , em) une base de l'espace E1 de θ1 et B2 = (f1, . . . , fn) une
base de l'espace E2 de θ2. Alors

B = ((e1, 0), . . . , (em, 0), (0, f1), . . . , (0, fn))

est une base de E1 × E2. Pour tout g ∈ G,

MB(θ1 ⊕ θ2(g)) =
(
MB1(θ1(g)) 0

0 MB1(θ2(g))

)
.

En prenant la trace de cette matrice par blocs, en notant χ le caractère de θ1 ⊕ θ2,

χ(g) = χ1(g) + χ2(g).

Par la suite, on sera amené à chercher les caractères des représentations irréductibles d'un
groupe G donné, ce qu'on appellera caractères irréductibles de G. La �n de ce paragraphe est
consacrée à des résultats qui seront utiles pour e�ectuer cette recherche.

Proposition 4.6. Soit θ :−→ GL(E) une représentation d'un groupe �ni, de caractère χ. Le
caractère de la représentation duale θ∗ est χ. De plus, si θ est irréductible, alors θ∗ est irréductible.

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base de E et (e∗1, . . . , e
∗
n) la base duale. Pour tout g, on

note Mg la matrice de θ(g) dans la base (e1, . . . , en). Comme θ∗(g) = θ(g−1)T , la matrice de
θ∗(g) dans la base (e∗1, . . . , e

∗
n) est M

T
g−1 . En prenant la trace de cette matrice,

Tr(θ∗(g)) = Tr(MT
g−1) = Tr(Mg−1) = χ(g−1) = χ(g).

Supposons θ irréductible. Soit F ′ ⊆ E∗ un sous-espace invariant de θ∗. On suppose que
F ′ ̸= E∗. On considère F = {x ∈ E | ∀f ∈ F ′, f(x) = 0}. Il s'agit d'un sous-espace de E
(orthogonal de F ′). Soit (f1, . . . , fk) une base de F ′, avec k < n. On obtient alors que pour tout
x ∈ E,

x ∈ F ⇐⇒ f1(x) = . . . = fk(x) = 0.

En choisissant une base de E, ceci donne un système homogène de k équations à n inconnues.
Comme k < n, il possède des solutions non nulles : autrement dit, F ̸= {0E}. Soient x ∈ F et
g ∈ G. Pour tout f ∈ F ′,

f(θ(g)(x)) = f ◦ θ(g)(x) = (θ∗(g−1)(f))(x) = 0,

car θ∗(g−1)(f) ∈ F ′ et x ∈ F . Donc F est un sous-espace stable de θ. Comme θ est irréductible
et que F ̸= {0E}, F = E. On obtient que pour tout f ∈ F ′, pour tout x ∈ E, f(x) = 0,
donc f = 0E∗ et F ′ = {0E∗}. Les seuls sous-espaces stables de θ∗ sont {0E∗} et E∗ : θ∗ est
irréductible.

En conséquence, si χ est un caractère irréductible d'un groupe G, son conjugué χ également.

Proposition 4.7. Soit G un groupe �ni.

1. Soit λ ∈ Ĝ un caractère de G. Alors λ est le caractère d'une représentation irréductible

de G.

2. Soit χ le caractère d'une représentation θ : G −→ GL(E) de G et soit λ ∈ Ĝ un carac-

tère de G. Alors λχ est aussi le caractère d'une représentation de G. De plus, si θ est

irréductible, alors λχ est aussi le caractère d'une représentation irréductible de G.
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Démonstration. 1. On obtient une représentation de G de dimension 1 :
G −→ GL(C)

g 7−→
{

C −→ C
x 7−→ λ(g)x.

Comme elle est de dimension 1, elle est irréductible et son caractère est λ.
2. On considère l'application

θ′ :


G −→ GL(E)

g 7−→
{
E −→ E
x 7−→ λ(g)θ(g)(x).

Il s'agit d'une représentation de G, de caractère λχ. De plus, si F est un sous-espace de E, c'est
un sous-espace invariant de θ si, et seulement si, c'est un sous-espace invariant de θ′, car λ ne
prend pas la valeur 0. Par suite, si θ est irréductible, alors θ′ aussi (et réciproquement).

Remarque 4.1. On obtient ainsi une action du groupe des caractères Ĝ sur l'ensemble des carac-
tères des représentations irréductibles de G par multiplication.

Proposition 4.8. Soient G un groupe �ni, H un sous-groupe distingué de G et θ : G/H −→
GL(E) une représentation irréductible de G/H, de caractère χ. On note π : G −→ G/H la

surjection canonique. Alors θ◦π est une représentation irréductible de G. En notant son caractère

χ̃, pour tout g ∈ G,
χ̃(g) = χ(π(g)).

Démonstration. Par composition, θ ◦ π : G −→ GL(E) est un morphisme de groupes, donc une
représentation de G. En appliquant la trace, on obtient la formule pour χ̃. Soit F un sous-espace
invariant de θ ◦ π. Pour tout g ∈ G, θ(π(g))(F ) ⊆ F , donc F est un sous-espace invariant de θ.
Comme θ est irréductible, F = {0E} ou E, donc θ ◦ π est irréductible.

Ainsi, les caractères irréductibles des quotients de G permettent de trouver certains caractères
irréductibles de G.

4.2 Lemme de Schur et applications

Théorème 4.9. (Lemme de Schur) Soient θ : G −→ GL(E) et θ′ : G −→ GL(E′) deux repré-
sentations irréductibles d'un groupe �ni G. Soit ψ : E −→ E′ un morphisme de représentations

de θ vers θ′.

1. Soit ψ = 0, soit ψ est un isomorphisme.

2. Si θ = θ′, alors ψ = λIdE pour un certain nombre complexe λ.

Démonstration. 1. Comme ψ est un morphisme de représentations, Ker(ψ) est un sous-espace
invariant de E. Comme θ est irréductible, Ker(ψ) = {0E} ou E. Si Ker(ψ) = E, alors ψ = 0.
Sinon, ψ est injectif. Comme E est non nul, Im(ψ) est un sous-espace invariant non nul de E′.
Comme θ′ est irréductible, Im(ψ) = F et ψ est un isomorphisme.

2. Supposons θ = θ′. Comme K = C, ψ possède une valeur propre λ. Alors Eλ est un sous-
espace invariant de θ, d'après la proposition 1.8. Par dé�nition de λ, Eλ ̸= {0E}. Comme θ est
irréductible, Eλ = E et donc ψ = λIdE .

Corollaire 4.10. Soit θ : G −→ GL(E) et θ′ : G −→ GL(E′) deux représentations irréductibles

d'un même groupe �ni G et soit ψ : E −→ E′ une application linéaire quelconque. On dé�nit une

application linéaire ψ0 : E −→ E′ par

ψ0 =
1

|G|
∑
g∈G

θ′(g−1) ◦ ψ ◦ θ(g).

1. Si θ et θ′ ne sont pas isomorphes, alors ψ0 = 0.
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2. Si θ = θ′, alors ψ0 =
Tr(ψ)

dim(E)
IdE.

Démonstration. Montrons que ψ0 est un morphisme de représentations. Soit h ∈ G.

ψ0 ◦ θ(h) =
1

|G|
∑
g∈G

θ′(g−1) ◦ ψ ◦ θ(g) ◦ θ(h)

=
1

|G|
∑
g∈G

θ′(g−1) ◦ ψ ◦ θ(gh)

=
1

|G|
∑
k∈G

θ′(hk−1) ◦ ψ ◦ θ(k)

=
1

|G|
∑
k∈G

θ′(h) ◦ θ′(k−1) ◦ ψ ◦ θ(k)

= θ′(h) ◦

(
1

|G|
∑
k∈G

θ′(k−1) ◦ ψ ◦ θ(k)

)
= θ′(h) ◦ ψ0.

On a e�ectué le changement d'indice k = gh, de sorte que g−1 = hk−1. Par le lemme de Schur,
ψ0 est nul ou est un isomorphisme. En particulier, si θ et θ′ ne sont pas isomorphes, ψ0 = 0.

Supposons maintenant θ = θ′. Par le lemme de Schur, ψ0 = λIdE , pour un certain λ ∈ C.
Calculons la trace de ψ0. D'une part,

Tr(ψ0) = Tr(λIdE) = λdim(E).

D'autre part, pour tout g ∈ G, l'application θ(g−1) ◦ ψ ◦ θ(g) = θ(g)−1 ◦ ψ ◦ θ(g) est conjuguée
à ψ, et par suite possède la même trace. En conséquence,

Tr(ψ0) =
1

|G|
∑
g∈G

Tr(ψ) = Tr(ψ),

ce qui implique le résultat annoncé.

4.3 Orthonormalité des caractères irréductibles

Dé�nition 4.11. Soit G un groupe �ni. L'espace C (G) est muni d'une forme hermitienne dé�nie

positive donnée par

⟨ϕ, ψ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)ψ(g).

Démonstration. Il est immédiat que ⟨−,−⟩ est hermitienne. Pour tout ϕ ∈ C (G),

⟨ϕ, ϕ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G
|ϕ(g)|2,

donc ⟨−,−⟩ est dé�nie positive.

Proposition 4.12. Soient θ : G −→ GL(E) et θ′ : G −→ GL(E′) deux représentations irréduc-

tibles de G, de caractères respectifs χ et χ′.

1. Si θ et θ′ ne sont pas isomorphes, ⟨χ′, χ⟩ = 0.

2. Si θ et θ′ sont isomorphes, alors χ = χ′ et ⟨χ′, χ⟩ = 1.

Démonstration. On choisit des bases B et B′ de E et E′ et on écrit les matrices de θ(g) et θ′(g)
dans ces bases :

MB(θ(g)) = (ai,j(g))1⩽i,j⩽n, MB′(θ′(g)) = (a′i,j(g))1⩽i,j⩽n′ .
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Les coe�cients ai,j et a′i,j sont des applications de G dans C. Soit ψ : E −→ E′ une application
linéaire quelconque. On pose MB,B′(ψ) = (xi,j)1⩽i⩽n′

1⩽j⩽n
. On pose

ψ0 =
1

|G|
∑
g∈G

θ′(g−1) ◦ ψ ◦ θ(g).

Le coe�cient i, j de la matrice de ψ0 dans ces bases est

yi,j =
1

|G|
∑
g∈G

n′∑
k=1

n∑
l=1

a′i,k(g
−1)xk,lal,j(g).

1. Supposons θ et θ′ non isomorphes. D'après le corollaire 4.10, pour tout i, j, yi,j = 0. On
choisit ψ de sorte que seul le coe�cient xk,l soit non nul et égal à 1 et ce, successivement pour
tout couple (k, l). On obtient

∀i, k ∈ {1, . . . , n′}, ∀j, l ∈ {1, . . . , n}, 1

|G|
∑
g∈G

a′i,k(g
−1)al,j(g) = 0.

En sommant pour i = k et l = j,

0 =
1

|G|
∑
g∈G

n′∑
i=1

n∑
j=1

a′i,i(g
−1)aj,j(g) =

1

|G|
∑
g∈G

χ′(g−1)χ(g)

=
1

|G|
∑
g∈G

χ′(g)χ(g) = ⟨χ′, χ⟩.

2. Supposons θ et θ′ isomorphes. Soit ξ : E −→ E′ un isomorphisme. Pour tout g ∈ G,
θ′(g) ◦ ξ = ξ ◦ θ(g), donc θ(g) = ξ−1 ◦ θ′(g) ◦ ξ. Comme θ(g) et θ′(g) sont conjugués, ils ont la
même trace, donc χ(g) = χ′(g).

Par suite, ⟨χ′, χ⟩ = ⟨χ, χ⟩. On est ramené à θ = θ′ et on choisit alors B = B′. On choisit ψ
de sorte que seul le coe�cient xk,l soit non nul et égal à 1 et ce, successivement pour tout couple
(k, l). On obtient, en utilisant le corollaire 4.10 :

∀i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}, 1

|G|
∑
g∈G

ai,k(g
−1)al,j(g) =


Tr(ψ)

n
si i = j,

0 sinon,

=


1

n
si i = j et k = l,

0 sinon.

En sommant sur i = k et j = l, on obtient

⟨χ, χ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

n∑
i=1

n∑
j=1

ai,i(g
−1)aj,j(g) =

n∑
i=1

1

n
= 1.

Autrement dit, la famille des caractères des représentations irréductibles de G forment une
famille orthonormale de C (G). Elle est donc libre et il y en a donc au plus dim(C (G)), c'est-à-dire
le nombre de classes de conjugaison de G.

Théorème 4.13. 1. Soit θ : G −→ GL(E) une représentation d'un groupe �ni G, de carac-

tère χ. On la décompose en sous-représentations irréductibles par le théorème de Maschke :

E = E1 ⊕ . . .⊕ Ek.

Pour tout i, posons θi = θ|Ei
. Soit θ′ une représentation irréductible de G, de caractère

χ′. Le nombre de θi isomorphe à θ′ est ⟨χ′, χ⟩. En particulier, il ne dépend pas de la

décomposition choisie.
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2. Soient θ et θ′ deux représentations d'un même groupe �ni. Alors θ et θ′ sont isomorphes

si, et seulement si, leurs caractères sont égaux.

Démonstration. 1. Alors θ est isomorphe à θ1 ⊕ . . . ⊕ θk. En notant χi le caractère de θi, le
caractère de θ est χ = χ1 + . . .+ χk. Donc

⟨χ′, χ⟩ = ⟨χ′, χ1⟩+ . . .+ ⟨χ′, χk⟩.

D'autre part, ⟨χ′, χi⟩ vaut 1 si θ′ est isomorphe à θi et 0 sinon, d'où le résultat.
2. Si θ et θ′ sont isomorphes, alors elles ont le même caractère. Réciproquement, si θ et θ′

ont le même caractère χ = χ′, décomposons θ et θ′ en représentations irréductibles. En notant
θ1, . . . , θk les di�érentes représentations irréductibles qui apparaissent dans ces décompositions,
il existe des entiers a1, . . . , ak et b1, . . . , bk, éventuellement nuls, tels que

θ ≈ θa11 ⊕ . . .⊕ θ
ak
k , θ′ ≈ θb11 ⊕ . . .⊕ θ

bk
k .

D'après le premier point, en notant χi le caractère de θi, on obtient

ai = ⟨χi, χ⟩ = ⟨χi, χ
′⟩ = bi.

Donc θ et θ′ sont isomorphes.

La connaissance des représentations irréductibles d'un groupe �ni G permet donc de connaître
toutes les représentations de G à isomorphisme près. De plus, ces représentations irréductibles
sont en nombre �ni, inférieur ou égal au nombre de classes de conjugaison de G. On montrera
dans le théorème 4.17 qu'il s'agit en fait toujours d'une égalité.

Corollaire 4.14. Soit θ une représentation d'un groupe �ni G, de caractère χ. Alors θ est

irréductible si, et seulement si ⟨χ, χ⟩ = 1.

Démonstration. Soient θ1, . . . , θk les di�érentes représentations irréductibles de G, à isomor-
phisme près. Leurs caractères sont notés χ1, . . . , χk. Il existe des entiers a1, . . . , ak, uniques tels
que

θ ≈ θa11 ⊕ . . .⊕ θ
ak
k .

Alors χ = a1χ1+ . . .+akχk. Comme la famille (χi)1⩽i⩽k est orthonormale, ⟨χ, χ⟩ = a21+ . . .+a
2
k.

Donc ⟨χ, χ⟩ = 1 si, et seulement si, tous les ai sont nuls à l'exception d'un seul valant 1, autrement
dit si et seulement si θ est irréductible.

4.4 Représentation régulière

Lemme 4.15. Soient G un groupe �ni, λ une fonction centrale sur G et θ : G −→ GL(E) une
représentation irréductible de G, de caractère χ. On considère ψ : E −→ E, dé�nie par

ψ =
∑
g∈G

λ(g)θ(g).

Alors

ψ =
|G|

dim(E)
⟨χ, λ⟩IdE .

Démonstration. Soit h ∈ G.

ψ ◦ θ(h) =
∑
g∈G

λ(g)θ(g) ◦ θ(h) =
∑
g∈G

λ(g)θ(gh) =
∑
k∈G

λ(kh−1)θ(k)

=
∑
k∈G

λ(h−1k)θ(k) =
∑
l∈G

λ(l)θ(hl) =
∑
l∈G

λ(l)θ(h) ◦ θ(l)

= θ(h) ◦

(∑
l∈G

λ(g)θ(l)

)
= θ(h) ◦ ψ,
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avec les changements d'indice gh = k puis l = h−1k. Donc ψ est un morphisme de représentations.
Par le lemme de Schur, comme θ est irréductible, ψ = aIdE pour un certain scalaire a. Calculons
la trace de ψ :

adim(E) = Tr(ψ) =
∑
g∈G

λ(g)χ(g) =
∑
g∈G

χ(g)λ(g) = |G|⟨χ, λ⟩.

Dé�nition 4.16. Soit G un groupe �ni et Ereg un espace vectoriel ayant une base (xh)h∈G
indexée par les éléments de G. On dé�nit une représentation de G en posant

∀g, h ∈ G, θreg(g)(xh) = xgh.

Cette représentation s'appelle représentation régulière de G et son caractère est noté χreg.

Démonstration. Notons que θreg est bien dé�nie par linéarité. Soit h ∈ G.

θreg(eG)(xh) = xeGh = xh,

donc θreg(eG) = IdE .
Soient g, h ∈ G. Pour tout k ∈ G,

θreg(gh)(xk) = x(gh)k = xg(hk) = θreg(g) ◦ θreg(h)(xk),

donc θreg(gh) = θreg(g) ◦ θreg(h). En conséquence, θreg est une représentation de G.

Théorème 4.17. Soit G un groupe �ni. Les caractères des représentations irréductibles de G
forment une base orthonormale de G. Il y en a donc exactement autant que de classes de conju-

gaison de G.

Démonstration. On sait déjà que les caractères irréductibles, que l'on note χ1, . . . , χk, forment
une famille orthonormale. Il reste à montrer que c'est une famille génératrice de C (G). Pour
cela, il su�t de montrer que l'orthogonal du sous-espace Vect(χ1, . . . , χk) est nul. Soit donc
une fonction centrale λ, orthogonale à χ1, . . . , χk. Si χ est un caractère irréductible, alors χ
également (proposition 4.6). Par le lemme 4.15, l'application ψ associée à λ est nulle pour toute
représentation irréductible θ, car par hypothèse ⟨χ, λ⟩ = 0 si χ est le caractère de θ. En sommant,
cette application est aussi nulle pour la représentation régulière. On trouve, pour x = xeG ,

0 = ψ(x) =
∑
g∈G

λ(g)θreg(g)(xeG) =
∑
g∈G

λ(g)xg.

Comme (xg)g∈G est une base de E, pour tout g ∈ G, λ(g) = 0. Donc λ est nul.

Remarque 4.2. Les représentations irréductibles de G sont donc en bijection avec les classes de
conjugaison de G. À l'heure actuelle, aucune bijection � naturelle � n'est connue, hormis des cas
très particuliers (groupes symétriques).

Proposition 4.18. Soit G un groupe �ni.

1. Le caractère χreg de la représentation régulière de G est donné par

χreg(g) =

{
|G| si g = eG,

0 sinon.

2. Soit θ une représentation irréductible de G. Alors θ apparaît dans la décomposition de la

représentation régulière de G exactement deg(θ) fois.

3. Soient θ1, . . . θk les représentations irréductibles de G, n1, . . . , nk leurs degrés et χ1, . . . , χk

leurs caractères. Alors

∀g ∈ G \ {eG},
k∑

i=1

niχi(g) = 0 et

n∑
i=1

n2i = |G|.
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Démonstration. 1. χreg(eG) = dim(Ereg) = |G|. Si g ̸= eG, la matrice de θ(g) dans la base
(xh)h∈G est une matrice de permutation dont la diagonale est entièrement nulle, donc Tr(θ(g)) =
χreg(g) = 0.

2. Le nombre de fois où θ apparaît dans la décomposition de la représentation régulière est

⟨χ, χreg⟩ =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)χreg(g) = χ(eG) = deg(θ).

3. En conséquence, la décomposition de la représentation régulière est

θn1
1 ⊕ . . .⊕ θ

nk
k ,

donc χreg = n1χ1 + . . . + nkχk. On trouve directement les résultats annoncés en évaluant en
g ̸= eG et en eG.

4.5 Noyaux des représentations

Lemme 4.19. Soient G un groupe �ni et θ : G −→ GL(E) une représentation irréductible de G
de caractère χ. Alors

Ker(θ) = {g ∈ G | χ(g) = dim(E)}.

Démonstration. Soit g ∈ Ker(θ). Alors χ(g) = Tr(θ(g)) = Tr(IdE) = dim(E).
Soit g ∈ G tel que χ(g) = dim(E). On note n = dim(E) et λ1, . . . , λn les valeurs propres de

θ(g). Par le lemme 3.1, θ(g) est diagonalisable et λ1, . . . , λn sont des racines n-ièmes de l'unité.
De plus, par hypothèse,

|λ1|+ . . .+ |λn| = n = Tr(θ(g)) = λ1 + . . .+ λn = |λ1 + . . .+ λn|.

Par le cas d'égalité dans l'inégalité triangulaire, λ1, . . . , λn sont positivement colinéaires. Comme
elles sont toute de module 1, λ1 = . . . = λn. Comme leur somme vaut n,

λ1 = . . . = λn = 1.

Comme θ(g) est diagonalisable, θ(g) = IdE et donc g ∈ Ker(θ).

Lemme 4.20. Soient θ1, . . . , θk des représentations d'un groupe �ni G. Alors

Ker(θ1 ⊕ . . .⊕ θk) =
k⋂

i=1

Ker(θi).

Démonstration. On note Ei l'espace de θi. Soit g ∈ G. Alors

g ∈ Ker(θ1 ⊕ . . .⊕ θk)
⇐⇒ ∀(x1 . . . , xk) ∈ E1 × . . .× Ek, (θ1(g)(x1), . . . , θk(g)(xk)) = (x1, . . . , xk)

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , k}, θi(g) = IdEi

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , k}, g ∈ Ker(θi)

⇐⇒ g ∈
k⋂

i=1

Ker(θi).

Proposition 4.21. Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Il existe des repré-

sentations irréductibles θ1, . . . , θk de G telles que

H =

k⋂
i=1

Ker(θi).
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Démonstration. Soit E un espace vectoriel possédant une base (eg)g∈G/H indexée par les éléments
de G/H. On dé�nit alors une représentation θ : G −→ GL(E) par

∀g ∈ G, ∀h ∈ G/H, θ(g)(eh) = egh.

Si g ∈ H, alors pour tout h ∈ G/H,

θ(g)(eh) = egh = eh,

donc H ⊆ Ker(θ). Si g ∈ Ker(θ), alors

eg = θ(g)(eeG) = eeG ,

d'où g = eG et g ∈ H : nous avons montré que Ker(θ) = H. D'après le théorème de Maschke, il
existe des représentations irréductibles θ1, . . . , θk de G telles que θ est isomorphe à θ1⊕ . . .⊕ θk.
Alors, par le lemme 4.20,

Ker(θ1 ⊕ . . .⊕ θk) =
k⋂

i=1

Ker(θi) = Ker(θ) = H.

Corollaire 4.22. Soit G un groupe �ni non nul.

1. Soit θ une représentation de G, de caractère χ. Alors cette représentation est �dèle si, et

seulement si, χ(g) ̸= χ(eG) pour tout g ∈ G \ {eG}.
2. G est un groupe simple si, et seulement si, pour tout caractère irréductible χ de G distinct

du caractère trivial et pour tout g ∈ G \ {eG}, χ(g) ̸= χ(eG).

Démonstration. 1. C'est une conséquence directe du lemme 4.19.

2. Supposons G simple. Soit θ une représentation irréductible de G, non triviale. Alors Ker(θ)
est un sous-groupe distingué de G, di�érent de G. Comme G est simple, Ker(θ) = {eG}, donc θ
est �dèle. On conclut avec le premier point.

Supposons G non simple. Soit alors H un sous-groupe distingué non trivial de G. D'après la
proposition 4.21, il existe des représentations irréducibles θ1, . . . , θk de G telles que

H =
k⋂

i=1

Ker(θi).

Comme H est non trivial, au moins l'une de ces représentations irréductibles possède un noyau
non trivial. Cette représentation θi n'est donc pas triviale et pour tout h ∈ H, en notant χi son
caractère, χi(h) = χi(eG).

5 Exemples de tables de caractères

On cherche maintenant tous les caractères irréductibles d'un groupe �ni G donné. Leurs
valeurs sont données dans une table, appelée table des caractères de G.

Remarque 5.1. Chaque groupe possède une représentation triviale de degré 1, qui est donc irré-
ductible. Chaque groupe a donc un caractère irréductible χT valant 1 sur tous les éléments du
groupe.

5.1 Les groupes cycliques

Soit G un groupe cyclique d'ordre n. D'après la proposition 3.2, ses représentations irré-
ductibles sont de dimension 1 et ses caractères irréductibles sont les éléments de Ĝ. D'après le
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théorème 3.5, ce groupe Ĝ est cyclique, ce qui détermine la table des caractères. En notant x un
générateur de G, on obtient la table de caractères suivante, où ω = e

2iπ
n :

eG x x2 . . . xn−1

T 1 1 1 . . . 1

χ 1 ω ω2 . . . ωn−1

χ2 1 ω2 ω4 . . . ω2(n−1)

...
...

...
...

...

χn−1 1 ωn−1 ω2(n−1) . . . ω(n−1)2

On peut noter que la matrice sous-jacente à cette table est une matrice de Vandermonde 9.

5.2 Le groupe Z/2Z× Z/2Z

Ce groupe Z/2Z×Z/2Z étant abélien, toutes ses représentation irréductibles sont de dimen-

sion 1 et ses caractères irréductibles sont les éléments du groupe ̂Z/2Z× Z/2Z, au nombre de 4. Si
χ1 et χ2 sont deux éléments de Ẑ/2Z, on obtient un élément de ̂Z/2Z× Z/2Z par multiplication :

∀(x1, x2) ∈ Z/2Z× Z/2Z, χ1 · χ2(x1, x2) = χ1(x1)χ2(x2).

Ceci permet de dé�nir quatre éléments de ̂Z/2Z× Z/2Z et donc de trouver les quatre caractères
de G à partir des deux caractères de Z/2Z. Les caractères de Z/2Z sont donnés dans la table
suivante :

0 1

T 1 1

χ 1 −1

On obtient la table des caractères de G :

(0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

T · T 1 1 1 1

T · χ 1 −1 1 −1
χ · T 1 1 −1 −1
χ · χ 1 −1 −1 1

On peut remarquer que ce groupe n'a aucune représentation irréductible �dèle.
Cette méthode se généralise à tous les produits cartésiens de groupes cycliques et donc à tous

les groupes abéliens par le théorème de Kronecker et le théorème 3.2.

5.3 Le groupe symétrique S3

Il y a trois classes de conjugaison dans S3 :
� La classe de conjugaison de Id3, réduite à un singleton.
� Une classe de conjugaison formée des trois transpositions (12), (13) et (23).
� La classe de conjugaison formée des deux 3-cycles (123) et (132).

Il y a donc trois représentations irréductibles. La représentation triviale en est une, ainsi que la
représentation signature, de dimension 1, correspondant au caractère signature de S3. La table
des caractères a donc la forme suivante :

Id1 (12)3 (123)2

T 1 1 1

ε 1 −1 1

χ a b c

9. Alexandre-Théophile Vandermonde (1745�1796), mathématicien français qui semble-t-il n'a jamais étudié
les matrices qui portent son nom.
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Les petits indices correspondent au cardinal de chaque classe de conjugaison. D'après la propo-
sition 4.18,

12 + 12 + a2 = 6,

donc a = 2. On calcule en�n b et c utilisant l'orthonormalité des caractères irréductibles :{
0 = 6⟨T, χ⟩ = 2 + 3b+ 2c,

0 = 6⟨ε, χ⟩ = 2− 3b+ 2c
⇐⇒

{
b = 0,

c = −1.

On obtient �nalement
Id1 (12)3 (123)2

T 1 1 1

ε 1 −1 1

St 2 0 −1
On a trouvé le caractère de la troisième représentation irréductible mais on ne la connaît pas
explicitement pour l'instant. Pour la trouver, on s'aide de la représentation de S3 par permuta-
tions : E = C3 et en notant (e1, e2, e3) la base canonique de E, σ.ei = eσ(i). Matriciellement, Id,
(12) et (123) sont représentés par les matrices de permutations1 0 0

0 1 0
0 0 1

 ,

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Le caractère de cette représentation est donc donné par

χ(Id) = 3, χ((12)) = 1, χ((123)) = 0.

Donc

⟨χT , χ⟩ =
1.3 + 3.1.1 + 0

6
= 1,

⟨χS , χ⟩ =
1.3− 3.1.1 + 0

6
= 0,

⟨χSt, χ⟩ =
2.3 + 0 + 0

6
= 1.

Par suite, la décomposition de θ est T ⊕ St. Cette représentation contient donc un sous-espace
ET invariant isomorphe à T et un autre noté ESt, isomorphe à St. Décrivons les explicitement.
Pour tout σ ∈ S3,

θ(σ)(e1 + e2 + e3) = eσ(1) + eσ(2) + eσ(3) = e1 + e2 + e3

et on en déduit que ET = Vect(e1 + e2 + e3). On considère la forme linéaire

f :

{
E −→ C

λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 7−→ λ1 + λ2 + λ3.

Pour tout σ ∈ S3, pour tout λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 ∈ E,

f ◦ θ(σ)(λ1e1 + λ2e2 + λ3e3) = f(λ1eσ(1) + λ2eσ(2) + λ3eσ(3))

= λ1 + λ2 + λ3

= f(λ1e1 + λ2e2 + λ3e3),

donc f est un morphisme de représentations de θ vers la représentation triviale. Son noyau ESt

est une sous-représentation de θ de dimension 2. De plus, dans la base (e1 − e2, e1 − e3) de ESt,
Id, (12) et (123) sont représentés par les matrices(

1 0
0 1

)
,

(
−1 −1
0 1

)
,

(
−1 −1
1 0

)
et donc Est est une sous-représentation de caractère donné par la troisième ligne de la table de
caractères. Cette représentation est appelée représentation standard de S3.
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6 Intégralité des caractères

6.1 Entiers algébriques

Dé�nition 6.1. Soit z ∈ C. On dit que z est un entier algébrique s'il existe un polynôme P à

coe�cients dans Z, unitaire, tel que P (z) = 0.

Exemple 6.1. �
√
2 est un entier algébrique, car racine de X2 − 2.

� Les racines de l'unité sont des entiers algébriques, car racines de Xn − 1 pour un certain
entier n.

Les entiers algébriques sont donc des nombres algébriques, mais la réciproque est fausse. Les
rationnels sont tous des nombres algébriques, mais :

Proposition 6.2. Soit a ∈ Q. Alors a est un entier algébrique si, et seulement si, a ∈ Z.

Démonstration. Supposons que a est un entier algébrique. Posons a =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N∗, p et q

premiers entre eux. Soit P = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 ∈ Z[X] tel que P (a) = 0. Alors

P (a) =
pn + an−1qp

n−1 + . . .+ a0q
n

qn
= 0 =⇒ −q(an−1p

n−1 + . . .+ a0q
n−1) = pn.

donc q divise pn. Comme q et p sont premiers entre eux, q = 1 et a ∈ Z.

Réciproquement, si a ∈ Z, alors a est racine de X − a, donc a est un entier algébrique.

Proposition 6.3. Soit a un nombre algébrique et P son polynôme minimal (supposé unitaire).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. a est un entier algébrique.

2. P ∈ Z[X].

Démonstration. 2. =⇒ 1. Évident, car P (a) = 0.

1. =⇒ 2. Soit Q ∈ Z[X], unitaire, tel que Q(a) = 0. On décompose Q en polynômes irréduc-
tibles de Z[X] : Q = Q1 . . . Qk. Comme Q est unitaire, le coe�cient dominant de chacun des Qi

vaut 1 ou −1. Quitte à normaliser, on suppose que les Qi sont tous unitaires. Comme Q(a) = 0,
Q1(a) . . . Qk(a) = 0, donc au moins l'un des Qi s'annule en a : quitte à remplacer Q par Qi, on
peut supposer Q irréductible dans Z[X], et donc aussi dans Q[X] 10. Par dé�nition du polynôme
minimal, Q = P .

Théorème 6.4. Soit a ∈ C. On dénote par Z[a] le plus petit sous-anneau de C qui contient a :

Z[a] = {a0 + a1a+ . . .+ ana
n | n ∈ N, a0, . . . , an ∈ Z}.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. a est un entier algébrique.

2. (Z[a],+) est un groupe abélien libre de type �ni.

3. Il existe un sous-groupe M non nul de (C,+) de type �ni, tel que aM ⊆M .

Démonstration. 1. =⇒ 2. On considère le morphisme d'anneaux

ψ :

{
Z[X] −→ C
Q(X) −→ Q(a).

Par dé�nition, l'image de ψ est Z[a]. En notant P (X) le polynôme minimal de a, le noyau de ψ
est ⟨P (X)⟩. En conséquence, les anneaux Z[a] et Z[X]/⟨P (X)⟩ sont isomorphes. Posons x = X
dans Z[X]/⟨P (X)⟩. Soit n le degré de P (X) ; montrons que (1, x, . . . , xn−1) est une Z-base de

10. C'est un résultat classique sur les polynômes à coe�cients dans un anneau factoriel.

23



Z[X]/⟨P (X)⟩. Soit Q(X) ∈ Z[X]. posons Q(X) = P (X)R(X) + S(X) la division euclidienne
de Q(X) par P (X) dans Q[X]. Comme P (X) est unitaire, il est facile de montrer que R(X)
et S(X) sont dans Z[X]. Comme deg(S(X)) < n, posons S(X) = a0 + . . . + an−1X

n−1, avec
a0, . . . , an−1 ∈ Z. Alors

Q(X) = P (X)Q(X) + S(X) = a0 + . . .+ an−1x
n−1.

Donc (1, x, . . . , xn−1) engendre (Z[X]/⟨P (X)⟩,+).
Soient a0, . . . , an−1 ∈ Z, tels que a0 + . . . + an−1x

n−1 = 0. Alors, dans Z[X], P (X) divise
a0 + . . . + an−1X

n−1. Comme deg(P (X)) = n, nécessairement a0 + . . . + an−1X
n−1 = 0, donc

a0 = . . . = an−1 = 0.

On obtient donc que (Z[X]/⟨P (X)⟩,+) est un groupe abélien libre de rang n et de Z-base
(1, x, . . . , xn−1). Par isomorphisme, (Z[a],+) est un groupe abélien libre de rang n et de de Z-
base (1, a, . . . , an−1).

2. =⇒ 3. On peut prendre M = Z[a].

3. =⇒ 1. Soit (e1, . . . , en) ∈ Cn une famille génératrice de M , formée d'éléments tous non
nuls. Comme aM ⊆M , pour tout i, aei ∈M , donc il existe des entiers relatifs ai,j tels que

aei =
n∑

j=1

ai,jej .

Soit A = (ai,j)1⩽i,j⩽n ∈Mn(Z). Dans Cn,

a

e1...
en

 = A

e1...
en

 ,

donc a est valeur propre de la matrice A, le vecteur

e1...
en

 étant non nul. Par suite, a est racine

du polynôme caractéristique χA de A. Comme A est à coe�cients entiers, ce polynôme est à
coe�cients entiers et unitaire, au signe près. donc a est un entier algébrique.

Théorème 6.5. Soient a et b deux entiers algébriques. Alors a + b et ab sont des entiers algé-

briques.

Démonstration. Une première preuve. Par le théorème 6.4, il existe des sous-groupes M et N
non nuls de C, de type �ni, tel que aM ⊆ M et bN ⊆ N . Soient (x1, . . . , xk) un système de
générateurs de M et (y1, . . . , yl) un système de générateurs de N . On considère le sous-groupe
MN de C engendré par les éléments xiyj , avec 1 ⩽ i ⩽ k et 1 ⩽ j ⩽ l. Alors MN est un
sous-groupe non nul de C de type �ni. Soient 1 ⩽ i ⩽ k et 1 ⩽ j ⩽ l. Alors axi ∈M , donc peut
s'écrire sous la forme

axi =

k∑
p=1

apxp.

Donc axiyj =
k∑

p=1

apxpyj ∈MN . Donc aMN ⊆MN . De même, bMN ⊆MN . En conséquence,

(a+ b)MN ⊆ aMN + bMN ⊆ MN +MN ⊆ MN et abMN = a(bMN) ⊆ aMN ⊆ MN . Par
le théorème 6.4, a+ b et ab sont des entiers algébriques.

Une seconde preuve, utilisant l'élimination. Soit P le polynôme minimal de a et Q celui de
b. Le degré de P est noté p et celui de Q est noté q. Comme a et b sont des entiers algébriques,
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P et Q sont des polynômes de Z[X], unitaires. Les polynômes P (X) et Q(a+ b−X) ont a pour
racine commune. Par suite, le résultant de ces deux polynômes est nul :

res(P (X), Q(a+ b−X)) = 0.

Comme degXQ(a+ b−X) = degXQ(Y −X), on obtient

resX(P (X), Q(Y −X))|Y=a+b = res(P (X), Q(a+ b−X)) = 0.

Posons resX(P (X), Q(Y − X)) = R(Y ), alors R(a + b) = 0. De plus, R est donné par un
déterminant de la forme

R(Y ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ∗
...

. . .
...

. . .
... 1

...
. . .

...
... Y q + ∗ ∗

∗
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

∗ Y q + ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
où les ∗ sont des entiers relatifs ou des polynômes de Z[Y ] de degré < q. En développant,
on obtient que R(Y ) est un polynôme de degré pq de Z[X], unitaire. Par suite, a + b est un
entier algébrique. On montre de même que ab est un entier algébrique en considérant P (X)
et XqQ(ab/X), tous deux ayant a pour racine (en se limitant au cas où a ̸= 0). Par suite, le
résultant en X de P (X) et de XqQ(Y/X) est un polynôme unitaire de Z[X] qui s'annule en
αβ.

6.2 Intégralité des caractères

Proposition 6.6. Soit χ le caractère d'une représentation d'un groupe �ni G. Pour tout g ∈ G,
χ(g) est un entier algébrique.

Démonstration. Comme χ(g) est une somme de racines de l'unité, c'est un entier algébrique.

Théorème 6.7. Soit χ un caractère irréductible d'un groupe �ni G. Pour tout g ∈ G, on note

c(g) le cardinal de la classe de conjugaison de g. Le nombre suivant est un entier algébrique :

c(g)χ(g)

χ(eG)
.

Démonstration. On munit C (G) d'un produit (dit produit de convolution), dé�ni de la manière
suivante :

∀λ, µ ∈ C (G), ∀g ∈ G, λ ∗ µ(g) =
∑

h,k∈G,
hk=g

λ(h)µ(k) =
∑
h∈G

λ(h)µ(h−1g).

Comme G est �ni, ceci a bien un sens. Montrons que λ ∗ µ est bien une fonction centrale : si
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g, h ∈ G

λ ∗ µ(gh) =
∑
k∈G

λ(k)µ(k−1gh)

=
∑
k∈G

λ(k)µ(hk−1g)

=
∑
l∈G

λ(l−1h)µ(lg)

=
∑
l∈G

λ(hl−1µ(lg)

=
∑
m∈G

λ(m)µ(m−1hg)

= λ ∗ µ(hg).

Donc ∗ est bien un produit interne. Soient λ, µ, ν ∈ C (G). Pour tout g ∈ G,

(λ ∗ µ) ∗ ν(g) =
∑

hh′=g,kk′=h

λ(k)µ(k′)ν(h′)

=
∑
hkl=g

λ(h)µ(k)ν(l)

=
∑

hh′=g,kk′=h′

λ(h)µ(k)ν(k′)

= λ ∗ (µ ∗ ν)(g).

Donc ∗ est associatif. Si λ, µ ∈ C (G), pour tout g ∈ G,

λ ∗ µ(g) =
∑
k∈G

λ(k)µ(gk−1)

=
∑
k∈G

λ(k)µ(k−1g)

=
∑
k∈G

µ(h)λ(gh−1)

=
∑
k∈G

µ(h)λ(h−1g)

= µ ∗ λ(g).

Donc ∗ est commutative. L'élément neutre est l'application δ{eG}. Ainsi, C (G) devient un anneau
commutatif. En notant CZ(G) le sous-ensemble des fonctions centrales de G prenant leurs valeurs
dans Z, on obtient un sous-anneau de C (G).

On note θ : G −→ GL(E) une représentation de G de caractère χ. Soit λ ∈ C (G). On lui
associe l'endomorphisme de E dé�ni par

ϕλ =
∑
g∈G

λ(g)θ(g)
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Pour tout h ∈ G,

ϕλ ◦ θ(h) =
∑
g∈G

λ(g)θ(g) ◦ θ(h)

=
∑
g∈G

λ(g)θ(gh)

=
∑
g′∈G

λ(g′h−1)θ(g′)

=
∑
g′∈G

λ(h−1g′)θ(g′)

=
∑
g′′∈G

λ(g′′)θ(hg)

=
∑
g′′∈G

λ(g′′)θ(h) ◦ θ(g)

= θ(h) ◦ ϕλ,

avec les changements de variables gh = g′ puis h−1g′ = g′′. Donc ϕλ est un endomorphismes de
représentations de θ. Comme θ est irréductible, ϕλ est une homothétie : il existe un scalaire aλ
tel que ϕλ = aλ.

Soient λ, µ ∈ C (G).

ϕλ ◦ ϕµ =
∑
g∈G

µ(g)ϕλ ◦ θ(g)

=
∑
g∈G

∑
h∈G

µ(g)λ(h)θ(h) ◦ θ(g)

=
∑
g∈G

∑
h∈G

µ(g)λ(h)θ(hg)

=
∑
g′∈G

∑
g,h∈G, gh=g′

µ(g)λ(h)θ(g′)

= ϕλ∗µ.

Par suite, aλ∗µ = aλaµ. On obtient donc un morphisme d'anneaux

Λ :

{
C (G) −→ C

λ −→ aλ.

L'image de CZ(G) par ce morphisme est notée M . Comme CZ(G) est un groupe abélien de type
�ni, A aussi. De plus,M est un sous-anneau de C : si a ∈M , alors aM ⊆M . D'après le théorème
6.4, a est un entier algébrique, donc tout élément de M est un entier algébrique.

Pour toute classe de conjugaison C de G, on pose

δC :


G −→ C

g −→

{
1 si g ∈ C,
0 sinon.

Ces fonctions centrales forment une base de C (G). De plus, si λ est une fonction centrale, en
notant λ(C) la valeur commune de λ sur chaque élément de C, on obtient

λ =
∑

λ(C)δC .

Prenons λ = δC . Alors
ϕλ =

∑
g∈C

θ(g).
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Par suite,

aλ =
Tr(ϕλ)

dim(E)
=

1

dim(E)

∑
g∈C

Tr(θ(g)) =
1

χ(eG)

∑
g∈C

χ(g) =
χ(g)|C|
χ(eG)

,

où g est un élément quelconque de C. Comme aλ ∈M , c'est un entier algébrique.

Corollaire 6.8. Soit χ un caractère irréductible d'un groupe �ni G. Soit λ une fonction cen-

trale sur G dont toutes les valeurs sont des entiers algébriques. Le nombre suivant est un entier

algébrique :
1

χ(1)

∑
g∈G

λ(g)χ(g).

Démonstration. On pose n = χ(1). Alors, en décomposant dans la base des δC ,

1

n

∑
g∈G

λ(g)χ(g) =
∑
C

λ(C)
∑
g∈G

δC(g)χ(g).

Comme les sommes et produits d'entiers algébriques sont des entiers algébriques, pour obtenir
le résultat on peut se limiter à λ = δC pour une certaine classe de conjugaison C. Dans ce cas,

1

n

∑
g∈G

λ(g)χ(g) =
1

n

∑
g∈C

χ(g) =
|C|χ(C)

n
,

en notant χ(C) la valeur commune de χ sur chaque élément de C. Ceci découle du théorème
précédent.

Corollaire 6.9. Soit θ une représentation irréductible d'un groupe �ni G. Alors le degré de θ
divise le cardinal de G.

Démonstration. Soit χ le caractère de θ et soit λ : G −→ C dé�ni par λ(g) = χ(g−1). Comme
χ est une fonction centrale, λ aussi. De plus, comme les valeurs prises par χ sont des entiers
algébriques, il en est de même pour λ. On applique le corollaire 6.8, qui implique que le nombre
suivant est un entier algébrique :

a =
1

dim(E)

∑
g∈G
|χ(g)|2 = |G|

dim(E)
⟨χ, χ⟩ = |G|

dim(E)
.

Comme a ∈ Q et que a est un entier algébrique, nécessairement a ∈ Z. Don dim(E) divise
|G|.

7 Produit tensoriel

Le produit de deux fonctions centrales sur G est encore une fonction centrale : C (G) est une
algèbre. Si χ1 et χ2 sont les caractères de deux représentations de G, qu'en est-il de χ1χ2 ?

7.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

Proposition 7.1. Soit B un ensemble. Il existe un espace vectoriel V dont B est une base.

Démonstration. Soit V1 l'espace vectoriel des applications de B dans K. Pour tout b ∈ B, on
considère l'application

δb :

{
B −→ K
b′ −→ δb,b′ .

Il s'agit d'une famille libre de V1 : si b1, . . . , b2 ∈ B sont distincts et si α1, . . . , α2 ∈ K tels que
f = α1δb1 + . . .+ αkδbk = 0, alors, pour tout i ∈ {1, . . . , k},

f(bi) = αi = 0.
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Soit V2 le sous-espace de V1 engendré par la famille (δb)b∈B. Alors (δb)b∈B est une base de V2.
Soit maintenant

V = (V2 \ {δb, b ∈ B}) ⊔B.
Il existe une bijection de V dans V2 :

ψ :


V −→ V2

v ∈ V2 \ {δb, b ∈ B} −→ v
b ∈ B −→ δb.

On dé�nit alors une structure d'espace vectoriel sur V de la façon suivante :

v + w = ψ−1(ψ(v) + ψ(w)),

λv = ψ−1(λψ(v)).

De plus, ψ est un isomorphisme. Comme (δb)b∈B est une base de V2, son image par ψ−1, c'est-
à-dire B, est une base de V .

Remarque 7.1. Si b1, . . . , bk ∈ B et si α1, . . . , αk ∈ K, alors α1b1+ . . .+αkbK est, soit un élément
de B, soit une application de B dans K.

Théorème 7.2. Soient X et Y deux espaces vectoriels. Il existe un couple (V,⊗) où V est un

espace vectoriel et ⊗ : X × Y −→ V est une application bilinéaire, tel que pour toute application

bilinéaire F : X × Y −→ Z, il existe une unique application linéaire f : V −→ Z telle que

F = f ◦ ⊗.

Ce couple (V,⊗) est unique à isomorphisme près.

Démonstration. Existence de (V,⊗). Soit W un espace vectoriel ayant pour base X × Y et soit
W ′ le sous-espace de W engendré par les éléments suivants :

(x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y),x, x′ ∈ X, y ∈ Y,
(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′),x ∈ X, y, y′ ∈ Y,

(αx, y)− α(x, y),α ∈ K, x ∈ X, y ∈ Y,
(x, αy)− α(x, y),α ∈ K, x ∈ X, y ∈ Y.

On pose V =W/W ′ et

⊗ :

{
X × Y −→ V

(x, y) −→ x⊗ y = (x, y).

Pour tous x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y , α∈K,

(x+ x′, y) = (x, y) + (x′, y),

(x, y + y′) = (x, y) + (x, y′),

(αx, y) = α(x, y),

(x, αy) = α(x, y),

donc ⊗ est bilinéaire.

Soit F : X × Y −→ Z une application bilinéaire.

Existence de f . Soit g : W −→ Z l'unique application linéaire envoyant (x, y) sur F (x, y) :
ceci existe, car X × Y est une base de W . Soient x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y , α∈K. Comme F est
bilinéaire,

g((x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y)) = F (x+ x′, y)− F (x, y)− F (x′, y) = 0,

g((x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)) = F (x, y + y′)− F (x, y)− F (x, y′) = 0,

g((αx, y)− α(x, y)) = F (αx, y)− α(x, y)) = 0,

g((x, αy)− α(x, y)) = F (x, αy)− α(x, y)) = 0.
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Donc W ′ ⊆ Ker(g). Par suite, on obtient une application linéaire F : V −→ Z, par passage au
quotient de g. Pour tous x ∈ X, y ∈ Y ,

f(x⊗ y) = f((x, y)) = g(x, y) = F (x, y).

Unicité de f . Soit f ′ : V −→ Z une autre application linéaire telle que f ′(x ⊗ y) = F (x, y)
pour tout (x, y) ∈ X × Y . Comme X × Y engendre W , V =W/W ′ est engendré par les classes
(x, y), avec x ∈ X, y ∈ Y . Or f((x, y)) = F (x, y) = f ′((x, y)). Comme f et f ′ sont linéaires,
f = f ′.

Unicité de (V,⊗). Soit (V ′,⊗) un autre couple convenant. Comme ⊗′ : X × Y −→ V ′

est bilinéaire, il existe une application linéaire f : V −→ V ′ telle que f ◦ ⊗ = ⊗′. Comme
⊗ : X × Y −→ V est bilinéaire, il existe une application linéaire f ′ : V ′ −→ V telle que
f ′ ◦ ⊗′ = ⊗. Considérons f ◦ f ′ : V ′ −→ V ′. Alors f ◦ f ′ ◦ ⊗′ = f ◦ ⊗ = ⊗′. Donc f ◦ f ′ est
l'unique application g : V ′ −→ V ′ telle que g ◦⊗′ = ⊗′ : il s'agit évidemment de IdV ′ . De même,
f ′◦f = IdV . Donc V et V ′ sont isomorphes, via les bijections inverses l'une de l'autre f et f ′.

Dé�nition 7.3. Cet espace V est appelé produit tensoriel de X et Y et est noté X ⊗ Y . Il est
muni d'une application bilinéaire

⊗ :

{
X × Y −→ X ⊗ Y
(x, y) −→ x⊗ y.

Proposition 7.4. Soit (xi)i∈I une base de X et (yj)j∈J une base de Y . Alors (xi ⊗ yj)i∈I,j∈J
est une base de X ⊗ Y .

Démonstration. Par construction, tout élément de X⊗Y est une combinaison linéaire d'éléments
x ⊗ y = (x, y) avec x ∈ X, y ∈ Y . Il existe des scalaires (ai)i∈I , (bj)j∈J , tous nuls sauf un
nombre �ni, tels que

x =
∑
i∈I

aixi, y =
∑
j∈J

bjyj .

Comme ⊗ est bilinéaire,
x⊗ y =

∑
i∈I,j∈J

aibjxi ⊗ yj .

Tout élément de X⊗Y est une combinaison linéaire de termes xi⊗yj : la famille (xi⊗yj)i∈I,j∈J
est génératrice. Soient (ai,j)i∈I,j∈J des scalaires tous nuls sauf un nombre �ni, tels que

a =
∑

i∈I,j∈J
ai,jxi ⊗ yj = 0.

Soit i0 ∈ I, j0 ∈ J . On considère l'application bilinéaire

F :


X × Y −→ K∑

i∈I
aixi,

∑
j∈J

bjyj

 −→ ai0bj0 .

Il existe une application linéaire f : X ⊗ Y −→ K telle que F = f ◦ ⊗. Alors

f(a) = 0 =
∑

i∈I,j∈J
ai,jF (xi, yj) = ai0,j0 .

Donc (xi ⊗ yj)i∈I,j∈J est une famille libre.

Remarque 7.2. En particulier, si X et Y sont de dimension �nie, X ⊗ Y également et

dim(X ⊗ Y ) = dim(X)dim(Y ).
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Proposition 7.5. Soit f : X −→ X ′ et g : Y −→ Y ′ deux applications linéaires. Il existe une

unique application linéaire f ⊗ g : X ⊗ Y −→ X ′ ⊗ Y ′ telle que pour tous x ∈ X, y ∈ Y ,

f ⊗ g(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y).

De plus, si X = X ′, Y = Y ′ sont des espaces de dimension �nie,

Tr(f ⊗ g) = Tr(f)Tr(g).

Démonstration. Soit F : X × Y −→ X ′ ⊗ Y ′, dé�nie par F (x, y) = f(x) ⊗ g(y). Comme f et g
sont linéaires et ⊗ est bilinéaire, F est bilinéaire. Donc il existe une unique application linéaire
f ⊗ g : X ⊗ Y −→ X ′ ⊗ Y ′ telle que si x ∈ X, y ∈ Y , f ⊗ g(x ⊗ y) = f(x) ⊗ g(y). Supposons
X = X ′ et Y = Y ′, de dimension �nie. Soit (xi)i∈I une base de X, A la matrice de f dans cette
base, (yj)j∈J une base de Y et B la matrice de g dans cette base. Si i0 ∈ I et j0 ∈ J ,

f ⊗ g(xi0 ⊗ yj0) =

(∑
i∈I

ai,i0xi

)
⊗

∑
j∈J

bj,j0yj


=

∑
i∈I, j∈J

ai,i0bj,j0xi ⊗ yj .

Donc

Tr(f ⊗ g) =
∑

i∈I, j∈J
ai,ibj,j =

(∑
i∈I

ai

)∑
j∈J

bj

 = Tr(f)Tr(g).

7.2 Produit tensoriel de deux représentations

Théorème 7.6. Soient θ : G −→ GL(E) et θ′ : G −→ GL(E′) deux représentations d'un même

groupe �ni G, de caractères respectifs χ et χ′. On dé�nit une représentation de G sur E⊗E′ par

∀g ∈ G, ∀x ∈ E, ∀y ∈ E′, θ ⊗ θ′(g)(x⊗ y) = θ(g)(x)⊗ θ′(g)(y).

Le caractère de cette représentation est χχ′.

Démonstration. Pour tout g ∈ G, θ(g)⊗θ′(g) est une application linéaire de E⊗E′ dans E⊗E′.
Si g, h ∈ G, x ∈ E, y ∈ E′,

(θ ⊗ θ′)(g) ◦ (θ ⊗ θ′)(h)(x⊗ y) = θ(g) ◦ θ(h)(x)⊗ θ′(g) ◦ θ′(h)(y)
= θ(gh)(x)⊗ θ′(gh)(y)
= (θ ⊗ θ′)(gh)(x⊗ y).

Donc (θ ⊗ θ′)(g) ◦ (θ ⊗ θ′)(h) = (θ ⊗ θ′)(gh). De plus, si x ∈ E, y ∈ E′,

(θ ⊗ θ′)(eG)(x⊗ y) = θ(eG)(x)⊗ θ′(eG)(y) = x⊗ y,

donc (θ ⊗ θ′)(eG) = IdE⊗E′ . Il s'agit bien d'une représentation de G par le lemme 1.2. De plus,
pour tout g ∈ G, en notant χ′′ le caractère de cette représentation,

χ′′(g) = Tr(θ(g)⊗ θ′(g)) = Tr(θ(g))Tr(θ′(g)) = χ(g)χ′(g),

donc χ′′ = χχ′.

8 Rappels sur les polynômes à n indéterminées

Dans toute cette section, on �xe un entier n ⩾ 1. On désigne par A un anneau commutatif.
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8.1 Construction

On �xe un entier n ⩾ 1. On considère les A-modules produit direct et somme directe

ANn
=
∏
n∈Nn

A = {(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn , ∀(k1, . . . , kn) ∈ Nn, a(k1,...,kn) ∈ A}

A(Nn) =
⊕
n∈Nn

A = {(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn ∈ ANn | (a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn à support �ni}.

On rappelle que leur structure de A-module est donnée par

(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn + (b(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn = (a(k1,...,kn) + b(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn ,

λ.(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn = (λa(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn .

Si (i1, . . . , in) ∈ Nn, on dé�nit e(i1,...,in) ∈ A(Nn) par

e
(i1,...,in)
(k1,...,kn)

= δ(i1,...,in),(k1,...,kn) =

{
1 si i1 = k1, . . . , in = kn,
0 sinon.

La famille (e(i1,...,in))(i1,...,in)∈Nn est une base de A(Nn), qui est donc un A-module libre. Les

éléments de A(Nn) sont appelés polynômes à n indéterminées à coe�cients dans A.

Proposition 8.1. On munit A(Nn) d'un produit par

(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn .(b(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn

=

 ∑
(i1,...,in)+(j1,...,jn)=(k1,...,kn)

a(i1,...,in)b(j1,...,jn)


(k1,...,kn)∈Nn

.

Ainsi A(Nn) devient une A-algèbre commutative unitaire, d'élément neutre e(0,...,0). On l'appelle

algèbre des polynômes à une indéterminée à coe�cients dans A.

Remarque 8.1. 1. L'application suivante est donc un morphisme de A-algèbres injectif

ϕ :

{
A −→ A(Nn)

a −→ a.e(0,...,0).

Son image est l'ensemble des polynômes constants, qui est donc une sous-algèbre de A(Nn).
Par la suite, on identi�era via ce morphisme les éléments de A et les polynômes constants.

2. Pour tout (i1, . . . , in), (j1, . . . , jn) ∈ Nn,

e(i1,...,in).e(j1,...,jn) = e(i1+j1,...,in+jn).

Ceci justi�e la dé�nition suivante :

Dé�nition 8.2. 1. Pour tout 1 ⩽ i ⩽ n, on pose Xi = e(0,...,0,1,0,...,0) (le 1 étant en i-ième

position) ; X1, . . . , Xn sont appelées indéterminées.

2. Tout élément f non nul de A(Nn) de degré k s'écrit de manière unique

f =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

a(k1,...,kn)X
k1
1 . . . Xkn

n .

Notons que, dans ce cas, f = (a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn.

3. L'algèbre des polynômes à n indéterminées à coe�cients dans A sera maintenant notée

A[X1, . . . , Xn].

Remarque 8.2. Le noms donnés aux indéterminées sont arbitraires. En conséquence, les algèbres
A[X1, . . . , Xn], A[Y1, . . . , Yn], A[T1, . . . , Tn], . . . sont égales.
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Théorème 8.3 (Propriété universelle). Soit B un anneau commutatif, ϕ : A −→ B un mor-

phisme d'anneaux et x1, . . . , xn des éléments de B. Il existe un unique morphisme d'anneaux

Φ : A[X1, . . . , Xn] −→ B, tel que Φ|A = ϕ et ϕ(Xi) = xi si 1 ⩽ i ⩽ n.

Démonstration. Ce morphisme Φ est dé�ni par

Φ

 ∑
(i1,...,in)∈Nn

a(i1,...,in)X
i1
1 . . . Xin

n

 =
∑

(i1,...,in)∈Nn

ϕ(a(i1,...,in))x
i1
1 . . . x

in
n .

Exemple 8.1. Dans le cas particulier où A = B et ϕ = IdA, on obtient un morphisme d'anneaux{
A[X1, . . . , Xn] −→ A
f(X1, . . . , Xn) −→ f(x1, . . . , xn).

8.2 Autres écritures dans A[X1, . . . , Xn]

Proposition 8.4. Les algèbres A[X1, . . . , Xn] et A[X1, . . . , Xn−1][Xn] sont isomorphes.

Démonstration. Remarquons d'abord que, contrairement à ce qu'on pourrait croire, A[X1, . . . , Xn]
et A[X1, . . . , Xn−1][Xn] ne sont pas égales. Les éléments de A[X1, . . . , Xn] s'écrivent sous la forme
(a(k1,...,kn))(k1,...,kn)∈Nn , alors que les éléments de A[X1, . . . , Xn−1][Xn] s'écrivent sous la forme
((a(k1,...,kn))(k1,...,kn−1)∈Nn−1)kn∈N. On dé�nit une application entre les deux par

A[X1, . . . , Xn−1][Xn] −→ A[X1, . . . , Xn]
f0(X1, . . . , Xn−1) + . . .+ fk(X0, . . . , Xn−1)X

k
n −→ f0(X1, . . . , Xn−1)+

...
+fk(X0, . . . , Xn−1)X

k
n.

Attention aux notations, X1, . . . , Xn n'ont pas la même signi�cation à gauche et à droite ! On
véri�e facilement que cette application est un isomorphisme d'algèbres.

Plus généralement, on peut montrer de la même manière (ou par une récurrence. . .) que si
I ⊔ J = {1, . . . , n}, alors A[X1, . . . , Xn] ≈ A[Xi, i ∈ I][Xj , j ∈ J ]. Par la suite, on identi�era ces
algèbres et on considèrera qu'elles sont égales et non plus seulement isomorphes. Ceci permettra
d'utiliser des méthodes liées aux polynômes à une indéterminée, par exemple les théorèmes de
transfert ou les divisions pseudo-euclidiennes.

Exemple 8.2. Par exemple, R[X,Y ] = R[X][Y ] = R[Y ][X]. Chaque polynôme de cette algèbre
peut donc s'écrire de trois façons di�érentes :

f(X,Y ) =


1 + 4X2 − 3XY + Y 5 − 2X2Y ∈ R[X,Y ],
(1 + 4X2) + (−3X + 2X2)Y + Y 5 ∈ R[X][Y ],
(1 + Y 5) + (−3Y )X + (4− 2Y )X2 ∈ R[Y ][X].

On rappelle les résultats suivants, valable pour tout anneau commutatif A :

1. A[X] est intègre si, et seulement si, A est intègre.

2. A[X] est principal si, et seulement si, A est un corps.

3. A[X] est factoriel si, et seulement si, A est factoriel.

En conséquence :

Théorème 8.5. Soit A un anneau commutatif et n ⩾ 1.

1. A[X1, . . . , Xn] est intègre si, et seulement si, A est intègre.

2. A[X1, . . . , Xn] est principal si, et seulement si, A est un corps et n = 1.

3. A[X1, . . . , Xn] est factoriel si, et seulement si, A est factoriel.
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8.3 degrés partiels et degré total

Dé�nition 8.6. Soit f =∈ A[X1, . . . , Xn].

1. Le degré partiel en Xi de f est son degré dans A[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn][Xi]. On le

note degXi
(f).

2. Le degré total de f est

deg(f) = max{k1 + . . .+ kn | a(k1,...,kn) ̸= 0},

où les a(k1,...,kn) sont les coe�cients de f . Par convention, deg(0) = −∞.

Exemple 8.3. Soit f = 4X2 −XY 3 ∈ R[X,Y ]. Alors degX(f) = 2, degY (f) = 3, deg(f) = 4.

Remarque 8.3. 1. En particulier, f est constant et non nul si, et seulement si, il son degré
total est 0, si, et seulement si, son degré partiel en Xi est 0 pour tout i.

2. En général, deg(f) ̸= degX1
(f) + . . .+ degXn

(f).

Proposition 8.7. Soient f, g ∈ A[X1, . . . , Xn].

1. degXi
(f + g) ⩽ max(degXi

(f),degXi
(g)) pour tout i, avec égalité si degXi

(f) ̸= degXi
(g).

2. degXi
(fg) ⩽ degXi

(f) + degXi
(g). Si A est intègre, on a l'égalité.

3. deg(f + g) ⩽ max(deg(f),deg(g)), avec égalité si deg(f) ̸= deg(g).

4. deg(fg) ⩽ deg(f) + deg(g), avec égalité si A est intègre.

Démonstration. Les deux premiers points proviennent des résultat à une indéterminée. Pour les
deux autres points, on remarque si f ∈ A[X1, . . . , Xn], de degré d, on peut l'écrire sous la forme

f =

d∑
k=0

∑
k1+...+kn=k

a(k1,...,kn)X
k1
1 . . . Xkn

n︸ ︷︷ ︸
fk

.

Par dé�nition du degré, fd est non nulle. On a alors

f + g =
∑

k⩽max(deg(f),deg(g))

fk + gk,

donc deg(f + g) ⩽ max(deg(f),deg(g)). Si on suppose par exemple deg(f) < deg(g), le dernier
terme de cette somme est gdeg(g), qui est non nul, donc on a l'égalité.

On remarque facilement que le produit de deux monômes de degrés respectifs k et l est un
monôme de degré k + l. En conséquence,

fg =

deg(f)+deg(g)∑
p=0

∑
k+l=p

fkgl︸ ︷︷ ︸
somme de monômes de degré p

.

Donc fg est de degré ⩽ deg(g) + deg(g). Si A est intègre,

fg =

deg(f)+deg(g)−1∑
p=0

∑
k+l=p

fkgl︸ ︷︷ ︸
somme de monômes de degré p

+ fdeg(f)gdeg(g)︸ ︷︷ ︸
somme de monômes de degré deg(f) + deg(g)

.

Comme A est intègre, A[X1, . . . , Xn] aussi, donc fdeg(f)gdeg(g) ̸= 0. On en déduit que l'écriture de
f contient au moins un monôme de degré deg(f) + deg(g), donc deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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8.4 Homogénéité

Formalisons les notations fk utilisées dans la preuve précédente.

Dé�nition 8.8. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn] et soit k ⩾ 0. On dit que f est homogène de degré k
si tous les monômes apparaissant dans son écriture sont de degré total k. Par convention, on

conviendra que le polynôme nul est homogène de tout degré.

Exemple 8.4. Le polynôme X5 + 4X4Y − 2XY 4 + Y 5 est homogène de degré 5 dans R[X,Y ].

Remarque 8.4. Notons que si f est non nul, homogène de degré k, alors deg(f) = k (et donc k
est unique).

Les observations de la preuve précédente impliquent :

Proposition 8.9. 1. Si f et g sont homogènes de degré k, f + g est homogène de degré k et

pour tout a ∈ A, af est homogène de degré k (autrement dit, l'ensemble Ak[X1, . . . , Xn]
des polynômes homogènes de degré k est un sous A-module de A[X1, . . . , Xn]).

2. Si f est homogène de degré k et g est homogène de degré l, fg est homogène de degré

k + l.

3. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]. Alors f s'écrit de manière unique f = f0 + . . . + fd, avec d =
deg(f), pour tout i, fi est homogène de degré i, et fd ̸= 0. Les fi sont appelés composantes
homogènes de f .

Démonstration. Seule l'unicité des composantes homogènes de f n'a pas été faite. On suppose
que f = f0 + . . . + fd = f ′0 + . . . + f ′d. Alors (f0 − f ′0) + . . . + (fd − f ′d) = 0. Chaque terme du
membre de gauche est une somme de monômes de degré i, 0 ⩽ i ⩽ d. Par unicité des coe�cients,
f0 − f ′0 = . . . = fd − f ′d = 0, donc (f0, . . . , fd) = (f ′0, . . . , f

′
d).

Proposition 8.10. On suppose A intègre. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn], non nul, homogène. Alors

tous les diviseurs de f sont eux-mêmes homogènes.

Démonstration. Soit g un diviseur de f , de degré k. On pose f = gh, h étant de degré l. A étant
intègre, f est homogène de degré k + l. Alors

f =
k+l∑
p=0

∑
i+j=p

gihj + gkhl.

En identi�ant les composantes homogènes de f ,
∑

i+j=p

gihj = 0 si 0 ⩽ p ⩽ k + l − 1,

gkhl = f.

Soit r le plus petit indice tel que gr ̸= 0 et s le plus petit indice tel que hs ̸= 0. Si r < k, la
composante de degré r+ s < k+ l− 1 donne grhs = 0. Par intégrité, gr = 0 ou hs = 0 : absurde.
Donc r = k et g = gk : g est homogène.

Proposition 8.11. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]. Alors f est homogène de degré k si, et seulement

si, f(TX1, . . . , TXn) = T kf(X1, . . . , Xn) dans A[X1, . . . , Xn, T ].

Démonstration. =⇒. Supposons f homogène de degré k. On pose alors

f =
∑

k1+...+kn=k

a(k1,...,kn)X
k1
1 . . . Xkn

n .
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Alors

f(TX1, . . . , TXn) =
∑

k1+...+kn=k

a(k1,...,kn)(TX1)
k1 . . . (TXn)

kn

=
∑

k1+...+kn=k

a(k1,...,kn)T
k1+...+knXk1

1 . . . Xkn
n

= T k
∑

k1+...+kn=k

a(k1,...,kn)X
k1
1 . . . Xkn

n

= T kf.

⇐=. Décomposons f = f0 + . . .+ fd en composantes homogènes. Par le premier point (sens
direct),

f(TX1, . . . , TXn) = f0(TX1, . . . , TXn) + . . .+ f0(TX1, . . . , TXn)

= f0(X1, . . . , Xn)T
0 + . . .+ fd(X1, . . . , Xn)T

d

= f(X1, . . . , Xn)T
k.

En identi�ant les coe�cients dans A[X1, . . . , Xn][T ], fi = 0 si i ̸= k et f = fk, donc f est
homogène de degré k.

9 Polynômes symétriques

9.1 Introduction et exemples

Le groupe symétrique Sn agit sur A[X1, . . . , Xn] par permutations des variables : si σ ∈ Sn,

σ.f(X1, . . . , Xn) = f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)).

Lorsque A est un corps, on obtient ainsi une représentation de Sn de dimension in�nie.
On peut noter que l'espace Ak[X1, . . . , Xn] des polynômes homogènes de degré k est un sous-
espace invariant de Sn, de dimension �nie. et on cherche la sous-représentations triviale de cette
représentation, autrement dit les polynômes symétriques :

Dé�nition 9.1. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]. On dira que f est symétrique si

∀σ ∈ Sn, f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = f(X1, . . . , Xn).

L'ensemble des polynômes symétriques de A[X1, . . . , Xn] est noté A[X1, . . . , Xn]
Sym. Il s'agit

d'une sous-algèbre de A[X1, . . . , Xn].

Démonstration. Si f et g sont symétriques et si a ∈ A, pour tout σ ∈ Sn,

(f + ag)(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = f((Xσ(1), . . . , Xσ(n))) + ag((Xσ(1), . . . , Xσ(n))

= f(X1, . . . , Xn) + ag(X1, . . . , Xn)

= (f + ag)(X1, . . . , Xn),

(fg)(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = f(Xσ(1), . . . , Xσ(n))g(Xσ(1), . . . , Xσ(n))

= f(X1, . . . , Xn)g(X1, . . . , Xn)

= (fg)(X1, . . . , Xn).

Donc f + ag et fg sont symétriques. Le polynôme constant 1 est évidemment symétrique, donc
A[X1, . . . , Xn]

Sym est une sous-algèbre de A[X1, . . . , Xn].

Exemple 9.1. Voici quelques exemples de polynômes symétriques :

1. (Polynômes de Newton) : pour tout k ⩾ 0, N (n)
k = Xk

1 + . . .+Xk
n est symétrique.
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2. (Polynômes symétriques élémentaires) : si 1 ⩽ k ⩽ n, on pose

Σ
(n)
k =

∑
1⩽i1<...ik⩽n

Xi1 . . . Xik .

Ce sont des polynômes symétriques. Par exemple, si n = 3 :

Σ
(3)
1 = X1 +X2 +X3, Σ

(3)
2 = X1X2 +X1X3 +X2X3, Σ

(3)
3 = X1X2X3.

D'une manière générale, Σ(n)
1 = X1 + . . .+Xn et Σ(n)

n = X1 . . . Xn.

Proposition 9.2 (Relations coe�cients-racines). Dans A[X1, . . . , Xn, T ],

(T −X1) . . . (T −Xn) = Tn − Σ
(n)
1 Tn−1 +Σ

(n)
2 Tn−2 + . . .+ (−1)nΣ(n)

n .

Démonstration. Calcul direct.

Remarque 9.1. Il est facile de voir que Σ
(n)
k (X1, . . . , Xn−1, 0) = Σ

(n−1)
k si 0 ⩽ k < n.

9.2 Indépendance algébrique des polynômes symétriques élémentaires

Théorème 9.3. Soient f, g ∈ A[Y1, . . . , Yn]. Si f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
= g

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
, alors

f = g. On dit que Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n sont algébriquement indépendants.

Démonstration. Première étape. On montre d'abord que si f ̸= 0, alors f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
̸= 0

par récurrence sur n. Si n = 1, comme Σ
(1)
1 = X1, f

(
Σ
(1)
1

)
= f ̸= 0. Supposons le résultat vrai

au rang n−1. Montrons alors le résultat par récurrence sur deg(f). Si deg(f) = 0, f est constant

et non nul, donc f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
aussi. Supposons le résultat vrai pour tout polynôme de degré

deg(f)− 1. On considère f1 = f(Y1, . . . , Yn−1, 0). En évaluant f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
en Xn = 0, on

obtient
f
(
Σ
(n−1)
1 , . . . ,Σ

(n−1)
n−1 , 0

)
= f1

(
Σ
(n−1)
1 , . . . ,Σ

(n−1)
n−1

)
.

Deux cas sont possibles :

1. Supposons f1 ̸= 0. Par l'hypothèse de récurrence sur n, f1
(
Σ
(n−1)
1 , . . . ,Σ

(n−1)
n−1

)
̸= 0, donc

nécessairement f(Σ(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n ) ̸= 0.

2. Supposons f1 = 0. En travaillant dans K[Y1, . . . , Yn−1][Yn], Yn divise f : posons f = Yng.
En considérant l'écriture en mônomes, on déduit que deg(g) = deg(Yn)− 1, donc l'hypo-

thèse de récurrence sur le degré s'applique à g : g
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
̸= 0. En conséquence,

f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ(n)

n

)
= Σ(n)

n g
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ(n)

n

)
̸= 0,

même si A n'est pas intègre (il su�t de considérer l'écriture en monômes, comme Σ
(n)
n =

X1 . . . Xn).

Seconde étape. Si f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
= g

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
, (f − g)

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
= 0. Par

la première étape, nécessairement f = g.

Remarque 9.2. Comme A[X1, . . . , Xn]
Sym est une algèbre, pour tout f ∈ A[Y1, . . . , Yn], le po-

lynôme f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
est donc symétrique. On va voir (théorème fondamental) que la réci-

proque est vraie, c'est-à-dire que tout polynôme symétrique s'écrit sous la forme f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
.

Soit f ∈ A[Y1, . . . , Yn]. Quand f
(
Σ
(n)
n , . . . ,Σ

(n)
n

)
est-il homogène ?
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Dé�nition 9.4. 1. Soit Y a1
1 . . . Y an

n un monôme de A[Y1, . . . , Yn]. Son poids est 1a1+ . . .+
nan.

2. Soit f ∈ A[Y1, . . . , Yn], non nul. On dira qu'il est homogène de poids k si tous les monômes

apparaissant dans son écriture son de poids k. Par convention, 0 est homogène de tout

poids k.

Exemple 9.2. Y3−Y1Y2+4Y 3
1 est homogène de poids 3. Attention, il n'est pas homogène au sens

de la dé�nition 8.8.

Lemme 9.5. Soit f ∈ A[Y1, . . . , Yn] et soit k ⩾ 0. Le polynôme f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
est homogène

de degré k si, et seulement si, f est homogène de poids k.

Démonstration. ⇐=. Soit Y a1
1 . . . Y an

n un monôme de poids 1a1 + . . .+ nan = k. En remarquant

que Σ
(n)
i est homogène de degré i pour tout i,

(
Σ
(n)
1

)a1
. . .
(
Σ
(n)
n

)an
est homogène de degré

1a1 + . . . + nan = k. Par suite, si f est homogène de poids k, en utilisant son écriture en mo-

nôme, f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
est une combinaison linéaire de polynômes homogènes de degré k, donc

est homogène de degré k.

=⇒. Comme pour le degré, en séparant les monômes suivant leurs poids, on peut écrire
f = f0 + . . .+ fp, où fi est homogène de poids i pour i. En conséquence,

f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ(n)

n

)
= f0

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ(n)

n

)
︸ ︷︷ ︸
homogène de degré 0

+ . . .+ fp

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ(n)

n

)
︸ ︷︷ ︸
homogène de degré p

.

Comme f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
est homogène de degré k, en identi�ant les composantes homogènes,

f
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
= fk

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
. Par le théorème 9.3, f = fk est homogène de poids

k.

9.3 Théorème fondamental

Lemme 9.6. 1. Soit A ∈ A[X1, . . . , Xn]. Alors A est symétrique si, et seulement si, toutes

ses composantes homogènes sont symétriques.

2. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]
Sym. Alors f(X1, . . . , Xn−1, 0) ∈ A[X1, . . . , Xn−1]

Sym. De plus, si

f est homogène de degré k, alors f(X1, . . . , Xn−1, 0) est homogène de degré k.

Démonstration. Il est clair que si f est homogène de degré k, alors f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) est
aussi homogène de degré k. Par suite, les composantes homogènes de f(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) sont
les fi(Xσ(1), . . . , Xσ(n)). En conséquence, en identi�ant les composantes homogènes, on obtient
l'équivalence de 1.

2. Posons f1 = f(X1, . . . , Xn−1, 0). Soit σ ∈ Sn−1. Alors, comme f est symétrique, on a
f(Xσ(1), . . . , Xσ(n−1), Xn) = f . En évaluant en Xn = 0, f1(Xσ(1), . . . , Xσ(n−1)) = f1, donc f1 est
symétrique.

Supposons f homogène de degré k. Si Xa1
1 . . . Xan

n est un monôme apparaissant dans f , alors
a1 + . . .+ an = k. En évaluant ce monôme en Xn = 0, on trouve, soit lui-même si an = 0, soit 0
si an ⩾ 1. Donc dans f1 n'apparaissent que des monômes de degré k : f1 est homogène de degré
k.

Théorème 9.7. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]
Sym. Il existe un unique g ∈ A[Y1, . . . , Yn], tel que

f = g
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
.

Démonstration. Unicité. C'est le théorème 9.3.
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Existence. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]
Sym. On va montrer qu'il existe g ∈ K[X1, . . . , Xn], tel

que f = g
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
. Par le lemme 9.6-1, en décomposant f en ses composantes homo-

gènes, chacune d'elles est symétrique. Il su�t alors de prouver l'existence d'un g convenable
pour chacune d'elles, puis de sommer : on est ainsi ramené au cas où f est homogène de degré
k. On procéde par récurrence sur n + k. Plus précisément, montrons que pour tout polynôme
f ∈ A[X1, . . . , Xn]

Sym, homogène de degré k, il existe g ∈ A[Y1, . . . , Yn], homogène de poids k,

tel que f = g
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
.

Initiation. Si n = 1, X1 = Σ
(1)
1 et le résultat est évident, en prenant g = f . Si k = 0, f est

constant et c'est évident. Si k = 1, par symétrie f = a(X1 + . . . + Xn) = aΣ
(n)
1 en on prend

g = aY1. Ces cas incluent n+ k = 1.

Hérédité. Supposons le résultat vrai pour tout f ′ tel que n′ + k′ ⩽ n + k − 1. Posons
f1 = f(X1, . . . , Xn−1, 0). Par le lemme 9.6-2, f1 ∈ A[X1, . . . , Xn−1]

Sym et est homogène de degré
k. L'hypothèse de récurrence s'applique à f1, qu'on écrit donc sous la forme

f1 = g1

(
Σ
(n−1)
1 , . . .Σ

(n−1)
n−1

)
,

avec g1 homogène de poids k. Considérons f2 = f−g1
(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n−1

)
. Alors f2 est symétrique.

Par le lemme 9.5, f2 est homogène de degré k. De plus, f2(X1, . . . , Xn−1, 0) = f1 − f1 = 0. En
se plaçant dans A[X1, . . . , Xn−1][Xn], on obtient que Xn divise f2. Comme f2 est symétrique,
X1, . . . , Xn−1 divisent f2, et on déduit (même si A n'est pas intègre), en considérant l'écriture

en monômes, que X1 . . . Xn divise f2. Donc f2 = Σ
(n)
n f3(X1, . . . , Xn). De plus, f3(X1, . . . , Xn)

est homogène de degré k − n. D'autre part, pour tout σ ∈ Sn, comme f2 est symétrique,
X1 . . . Xnf3(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = X1 . . . Xnf3. Comme X1, . . . , Xn ne sont pas diviseurs de zéro,
f3 est symétrique. Par l'hypothèse de récurrence au rang k − n + n < k + n, il existe g3 ∈
A[X1, . . . , Xn], homogène de poids k − n, tel que f3 = g3

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
. On prend alors

g = g1 + Yng3, qui est bien homogène de poids k.

9.4 Ordre lexicographique

On ordonne totalement les monômes de A[X1, . . . , Xn] par l'ordre lexicographique, avec
X1 > . . . > Xn. Autrement dit, Xk1

1 . . . Xkn
n > X l1

1 . . . X
ln
n si k1 = l1, . . . , ki = li, ki+1 > li+1

pour un certain indice i.

Exemple 9.3. Si n = 3 : X1 > X2 > X3 ; X2
1 > X1X2 > X1X3 > X2

2 > X2X3 > X2
3 .

Dé�nition 9.8. Si f =
∑
a(k1,...,kn)X

k1
1 . . . Xkn

n ∈ A[X1, . . . , Xn], non nul, le monôme dominant

de f est a(k1,...,kn)X
k1
1 . . . Xkn

n , avec Xk1
1 . . . Xkn

n maximal pour l'ordre lexicographique parmi les

monômes apparaissant dans l'écriture de f . On le note MD(f).

Exemple 9.4. Si f = −5X2
1X

4
3 + 2X2

1X2X3 + 7X1X
6
2X

2
3 , MD(f) = 2X2

1X2X3.

Proposition 9.9. 1. Si Xi1
1 . . . Xin

n < Xj1
1 . . . Xjn

n , alors pour tous k1, . . . , kn,

Xi1+k1
1 . . . Xin+kn

n < Xj1+k1
1 . . . Xjn+kn

n .

2. Si Xi1
1 . . . Xin

n < Xj1
1 . . . Xjn

n et si Xk1
1 . . . Xkn

n < X l1
1 . . . X

ln
n , alors

Xi1+k1
1 . . . Xin+kn

n < Xj1+l1
1 . . . Xjn+ln

n .

Démonstration. 1. Découle de la dé�nition de l'ordre lexicographique.
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2. D'après le premier point (appliqué deux fois),

Xi1+k1
1 . . . Xin+kn

n < Xj1+k1
1 . . . Xjn+kn

n < Xj1+l1
1 . . . Xjn+ln

n .

Comme l'ordre lexicographique est un ordre, on obtient le résultat.

Proposition 9.10. 1. Soient f et g ∈ A[X1, . . . , Xn], non nuls, tels que le coe�cient de

MD(f) ne soit pas un diviseur de zéro. Alors MD(fg) = MD(f)MD(g).

2. Si A est intègre, pour tous f et g ∈ A[X1, . . . , Xn], non nuls, MD(fg) = MD(f)MD(g).

Démonstration. 1. On pose MD(f) = aXk1
1 . . . aXkn

n et MD(g) = bX l1
1 . . . X

ln
n . Soit Xp1

1 . . . Xpn
n

un monôme apparaissant dans fg. Par dé�nition du produit, il existe (i1, . . . , in) et (j1, . . . , jn),
tels que (i1, . . .+ in) + (j1, . . . , jn) = (p1, . . . , pn) et X

i1
1 . . . Xin

n apparaît dans f , Xj1
1 . . . Xjn

n ap-
paraît dans g. Par dé�nition des monômes dominant, Xi1

1 . . . Xin
n ⩽ Xk1

1 . . . Xkn
n et Xj1

1 . . . Xjn
n ⩽

X l1
1 . . . X

ln
n . D'après la proposition précédente, Xp1

1 . . . Xpn
n ⩽ Xi1+j1 . . . Xin+jn , avec égalité si,

et seulement si, (i1, . . . , in) = (k1, . . . , kn) et (j1, . . . , jn) = (l1, . . . , ln). En conclusion, les mo-
nômes apparaissant dans fg sont tous ⩽ Xi1+j1 . . . Xin+jn et le coe�cient de Xi1+j1 . . . Xin+jn

est ab. Comme a ou b n'est pas un diviseur de zéro, ab ̸= 0. Donc le monôme dominant de fg
est abXi1+j1 . . . Xin+jn = MD(f)MD(g).

2. Car dans ce cas, les coe�cients non nuls sont tous non diviseurs de zéro.

Donnons maintenant une autre preuve de l'existence dans le théorème fondamental.

Démonstration. Soit f ∈ A[X1, . . . , Xn]
Sym, homogène de degré k. Montrons l'existence d'un g

convenable pour ce f .
On considère l'ensemble des monômes de degré k de A[X1, . . . , Xn]. C'est un ensemble �ni,

totalement ordonné par l'ordre lexicographique : soientM1 < . . . < Mp ses éléments. Le monôme
dominant de f est de la forme MD(f) = aMi. Posons Mi = Xk1

1 . . . Xkn
n . On commence par

décrire un processus permettant d'abaisser le monôme dominant.

Première étape. Montrons que k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ kn. Si ce n'est pas le cas on obtient par
exemple k1 ⩾ k2 ⩾ . . . ⩾ ki et ki < ki+1. Par permutation des indéterminées Xi et Xi+1, comme
f est symétrique, le monôme Xk1

1 . . . Xki+1
i Xki

i+1 . . . X
kn
n apparaît aussi dans l'écriture de f . Or,

il est plus grand strictement que Xk1
1 . . . Xkn

n pour l'ordre lexicographique : ceci contredit la dé-
�nition du monôme dominant.

Seconde étape. Le monôme dominant de Σ
(n)
i est X1 . . . Xi. D'après la proposition 9.10-1, le

monôme dominant de a
(
Σ
(n)
1

)k1−k2
. . .
(
Σ
(n)
n−1

)kn−1−kn (
Σ
(n)
n

)kn
est :

aX
k1−k2+k2−k3+...+kn−1−kn+kn
1 X

k2−k3+...+kn−1−kn+kn
2 . . . Xkn

n = aXk1
1 . . . Xkn

n = MD(f).

De plus, comme les Σ(i)
n sont homogènes de degré i, ce polynôme est homogène de degré

k1 − k2 + 2(k2 − k3) + . . .+ (n− 1)(kn−1 − kn) + nkn

= k1 + (2− 1)k2 + (3− 2)k3 + . . .+ (n− 1− n+ 2)kn−1 + (n− n+ 1)kn

= k1 + . . .+ kn

= k.

Par suite, le polynôme f1 = f − a
(
Σ
(n)
1

)k1−k2
. . .
(
Σ
(n)
n−1

)kn−1−kn (
Σ
(n)
n

)kn
est symétrique et

homogène de degré k et ne s'écrit qu'avec des monômes strictement inférieur à Mi.

40



Montrons maintenant le résultat par récurrence sur i. Si i = 1, alors f1 ne s'écrit qu'avec des

monômes strictement inférieur à M1 : il est donc nul. Donc f = a
(
Σ
(n)
1

)k1−k2
. . .
(
Σ
(n)
n

)kn
et

on prend g = aXk1−k2
1 . . . X

kn−kn−1

n−1 Xkn
n . Supposons le résultat vrai à tous les rangs < i. Alors

l'hypothèse de récurrence s'applique à f1. Par suite, on peut écrire f1 = g1

(
Σ
(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n

)
et

on prend alors g = g1 + aXk1−k2
1 . . . X

kn−kn−1

n−1 Xkn
n .

Cette preuve est algorithmique. On en déduit aussi le résultat suivant :

Théorème 9.11. L'algorithme suivant permet de calculer g dans le théorème fondamental. On

considère un polynôme f ∈ A[X1, . . . , Xn]
Sym, homogène.

� g ← 0.
� Tant que f est non nul :

� Trouver le monôme dominant aXk1
1 . . . Xkn

n de f .

� g ← g + aY k1−k2
1 Y k2−k3

2 . . . Y
kn−1−kn
n−1 Y kn

n .

� f ← f − a
(
Σ
(n)
1

)k1−k2
. . .
(
Σ
(n)
n−1

)kn−1−kn (
Σ
(n)
n

)kn
.

� Rendre g.

Exemple 9.5. On prend n = 3 et

f = 2(X3
1 +X3

2 +X3
3 ) + 7(X2

1X2 +X2
1X3 +X2

2X1 +X2
2X3 +X2

3X1 +X2
3X2) + 11X1X2X3.

Ce polynôme est bien symétrique, homogène de degré 3.

Première itération. Le monôme dominant de f est 2X3
1 .

g1 = 2Y 3−0
1 Y 0−0

2 Y 0
3 = 2Y 3

1 ,

f1 = f − 2
(
Σ
(3)
1

)3
= f − 2((X3

1 +X3
2 +X3

3 ) + 3(X2
1X2 +X2

1X3 +X2
2X1 +X2

2X3 +X2
3X1 +X2

3X2) + 6X1X2X3)

= (X2
1X2 +X2

1X3 +X2
2X1 +X2

2X3 +X2
3X1 +X2

3X2)−X1X2X3.

Deuxième itération. Le monôme dominant de f1 est X2
1X2.

g2 = g1 + Y 2−1
1 Y 1−0

2 Y 0
3 = 2Y 3

1 + Y1Y2,

f2 = f1 − Σ
(3)
1 Σ

(3)
2

= f1 − (X1 +X2 +X3)(X1X2 +X1X3 +X2X3)

= f1 − (((X2
1X2 +X2

1X3 +X2
2X1 +X2

2X3 +X2
3X1 +X2

3X2) + 3X1X2X3)

= −4X1X2X3.

Troisième itération. Le monôme dominant de f2 est −4X1X2X3.

g3 = g2 − 4Y 1−1
1 Y 1−1

2 Y 1
3 = 2Y 3

1 + Y1Y2 − 4Y3,

f3 = f2 + 4Σ
(3)
3

= f2 + 4X1X2X3

= 0.

Donc g = g3 = 2Y 3
1 + Y1Y2 − 4Y3.

9.5 Formules de Newton

Dans le cas particulier des polynômes de Newton N
(n)
k = Xk

1 + . . . + Xk
n, on dispose de

formules permettant de calculer le polynôme g du théorème fondamental.
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Théorème 9.12 (Formules de Newton). 1. Si k ⩾ n,

N
(n)
k − Σ

(n)
1 N

(n)
k−1 + . . .+ (−1)pΣ(n)

p N
(n)
k−p + . . .+ (−1)nΣ(n)

n N
(n)
k−n = 0.

2. Si k < n,

N
(n)
k − Σ

(n)
1 N

(n−1)
k−1 + . . .+ (−1)pΣ(n)

p N
(n)
k−p + . . .+ (−1)k−1Σ

(n)
k−1N

(n)
1 + (−1)kkΣ(n)

k = 0.

Démonstration. 1. On considère le polynôme suivant dans A[X1, . . . , Xn, T ],

f = T k−n(T −X1) . . . (T −Xn) = T k − Σ
(n)
1 T k−1 + . . .+ (−1)nΣ(n)

n T k−n.

On évalue T en Xi pour tout 1 ⩽ i ⩽ n. On obtient

0 = Xk
i − Σ

(n)
1 Xk−1

i + . . .+ (−1)nΣ(n)
n Xk−n

i .

En sommant ces n égalités,

0 = N
(n)
k − Σ

(n)
i N

(n)
k−1 + . . .+ (−1)nΣ(n)

n N
(n)
k−n.

2. Soit 1 ⩽ k ⩽ n− 1. Pour tout 1 ⩽ i ⩽ n,

∂Σ
(n)
k+1

∂Xi
=

∑
1⩽j1<...<jk+1⩽n

∂(Xj1 . . . Xjk+1
)

∂Xi

=
∑

1⩽i1<...<ik⩽n
∀p,ik ̸=i

Xi1 . . . Xik

=
∑

1⩽i1<...<ik⩽n

Xi1 . . . Xik −
∑

1⩽i1<...<ik⩽n
∃p,ik=i

Xi1 . . . Xik

=
∑

1⩽i1<...<ik⩽n

Xi1 . . . Xik −Xi

∑
1⩽i1<...<ik−1⩽n

∀p,ip ̸=i

Xi1 . . . Xik−1

= Σ
(n)
k −Xi

∂Σ
(n)
k−1

∂Xi
.

Par une récurrence simple, on démontrerait que

∂Σ
(n)
k

∂Xi
=

k∑
j=1

(−1)k−jΣ
(n)
j−1X

k−j
i ,

avec la convention Σ
(n)
0 = 1. En multipliant par Xi et en sommant,

n∑
i=1

Xi
∂Σ

(n)
k

∂Xi
=

k∑
j=1

(−1)k−jΣ
(n)
j−1N

(n)
k−j+1 =

k−1∑
j=0

(−1)k−j+1Σ
(n)
j N

(n)
k−j .

Par la formule d'Euler, ceci est égal à kΣ(n)
k , car Σ

(n)
k est homogène de degré k. En passant

tout dans le membre de gauche et en multipliant par (−1)k, on obtient la seconde formule de
Newton.

Ces formules permettent d'exprimer N (n)
k en fonction de Σ

(n)
1 , . . . ,Σ

(n)
n par récurrence sur

n. Si K est un corps de caractéristique nulle, la seconde formule de Newton permet à l'inverse
de calculer Σ

(n)
k en fonction de N (n)

1 , . . . , N
(n)
n par récurrence sur k. On a besoin d'inverser

un coe�cient k, la caractéristique nulle est donc nécessaire. En combinant avec le théorème
fondamental :
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Corollaire 9.13. Si K est un corps de caractéristique nulle, pour tout f ∈ K[X1, . . . , Xn]
Sym, il

existe un unique h ∈ K[Z1, . . . , Zn] tel que f = h
(
N

(n)
1 , . . . , N

(n)
n

)
. Autrement dit, N

(n)
1 , . . . , N

(n)
n

engendrent K[X1, . . . , Xn]
Sym et sont algébriquement indépendants.

Remarque 9.3. En caractéristique non nulle, les élements N (n)
1 , . . . , N

(n)
n ne sont pas nécessaire-

ment algébriquement indépendants. En e�et, par l'endomorphisme de Frobenius,

N (n)
p = Xp

1 + . . .+Xp
n = (X1 + . . .+Xn)

p =
(
N

(n)
1

)p
.
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