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Introduction

La notion d’opérade a été introduite dans les années 70 pour étudier les espaces de lacets
[2, 4, 14, 16, 21] (on peut cependant trouver les prémisses dans [11] en 1955). Pour décrire un
type d’algèbres, au lieu de se donner les opérations élémentaires définissant le type d’algèbre
et les relations entre ces opérations, on se donne pour tout n P N toutes les opérations sur n
éléments d’une telle algèbre et toutes les relations entre ces opérations. L’objet obtenu est appelé
opérade. On peut ainsi, par exemple, introduire les opérades As (correspondant aux algèbres
associatives), Com (correspondant aux algèbres associatives commutatives) Lie (correspondant
aux algèbres de Lie) ou Pois (correspondant aux algèbres de Poisson).

On peut alors comparer les types d’algèbres en introduisant la notion de morphisme d’opé-
rades. Ainsi, on peut par exemple retrouver le fait que les algèbres associatives sont également
des algèbres de Lie en décrivant un morphisme d’opérades de Lie dans As.
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On peut associer à tout espace vectoriel V une opérade fondée sur les applications linéaires
de V bn dans V . On peut donc définir une notion de représentation d’une opérade ; on parlera
plutÃ´t d’algèbre sur une opérade. Ainsi, on peut associer à une opérade P une catégorie appelée
catégorie des P-algèbres. Par exemple, lorsque P est Ass, cette catégorie est la catégorie des
algèbres associatives (il en est de même pour Com, Lie et Pois). Il est possible de décrire
les objets libres de cette catégorie à l’aide de l’opérade ; réciproquement, la connaissance des
objets libres de la catégorie donne quelques renseignements sur l’opérade, comme par exemple la
dimension. On peut enfin associer à chaque P-algèbre A une catégorie de représentations appelée
catégorie des P-modules sur A. On montre qu’il existe une algèbre associative unitaire (appelée
algèbre enveloppante de A) dont la catégorie des modules à gauche est équivalente à la catégorie
des P-modules sur A.

On peut également s’intéresser à des types de cogèbres, au lieu de type d’algèbres. Une possi-
bilité est d’introduire la notion de coopérade ; cependant, on échoue à construire une coopérade
associée à un espace vectoriel V de dimension infinie, ce qui exclut d’étudier les cogèbres de di-
mension infinie. Une autre solution (plus satisfaisante) consiste à introduire la notion de cogèbre
sur une opérade. On peut alors décrire les cogèbres colibres.

D’autre part, Ginzburg et Kapranov se sont plus particulièrement intéressés dans [10] aux
opérades quadratiques. Les types d’algèbres correspondant aux opérades quadratiques sont les
types d’algèbres définis par différents produits de deux variables, vérifiant des relations quadra-
tiques (par exemple, l’associativité, la relation de jacobi. . .). Ainsi, As, Com, Lie et Pois sont
quadratiques. On introduit la notion de dual de Koszul d’une opérade quadratique, i.e. un fonc-
teur ! involutif (à équivalence près) envoyant une opérade quadratique sur une autre opérade
quadratique. Par exemple, As! “ As, Lie! “ Com, Com! “ Lie. Comme application, on peut par
exemple montrer que si A est une P-algèbre et B une P !-algèbre, alors AbB est naturellement
munie d’une structure d’algèbre de Lie.

Si P est quadratique, on peut également munir la catégorie des P-algèbres d’une homologie.
Pour As, on retrouve l’homologie de Hochschild à coeficients triviaux ; pour Lie, l’homologie de
Chevalley-Eilenberg ; pour Com, l’homologie de Harrison.

Toutes ces notions ont été utilisées pour étudier certains types d’algèbres "exotiques", comme
par exemple les algèbres pré-Lie [3]. Citons également les algèbres de Leibniz, les digèbres et les
algèbres dendriformes [12, 13].

Ce texte a pour but d’introduire toutes ces notions de manière détaillée. Il est construit
comme suit : la première partie est consacrée aux définitions d’une opérade non symétrique
et d’une opérade. En particulier, nous introduisons l’opérade A construite à l’aide des groupes
symétriques.

Nous donnons quelques propriétés élémentaires des opérades. En particulier, nous définissons
les sous-opérades, les idéaux et les opérades quotients d’une opérade, ainsi que le produit tensoriel
d’opérades. De plus, nous définissons la notion d’algèbres sur une opérade. Cette notion joue pour
les opérades un rôle semblable à la notion de modules pour une algèbre associative.

La troisième partie est dédiée aux opérades libres. Pour cela, nous définissons une catégorie
tensorielle dont les algèbres sont précisément les opérades. Nous décrivons les opérades libres à
l’aide de l’ensemble des arbres plans décorés.

Nous pouvons alors définir les opérades par générateurs et relations, ce que nous faisons dans
la quatrième partie. Nous définissons ainsi les opérades As, Com, Lie et Pois. Nous montrons que
les algèbre sur As (respectivement Com, Lie, Pois) sont les algèbres associatives (respectivement
les algèbres associatives commutatives, les algèbres de Lie, les algèbres de Poisson).

La partie suivante concerne l’étude des P-algèbres, P étant une opérade fixée. Nous construi-
sons d’abord les P-algèbres libres et montrons comment la connaissance des P-algèbres libres
permet de trouver la dimension de Ppnq pour tout n. Nous définissons un P-module sur une
P-algèbre. Lorsque P “ Com ou Lie, nous retrouvons la notion de module habituelle ; lorsque
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P “ As, nous retrouvons la notion de bimodule habituelle. Enfin, pour toute P-algèbre A, nous
décrivons une algèbre associative unitaire UPpAq (l’algèbre enveloppante de A) dont la catégorie
des modules est équivalente à la catégorie des P-modules sur A.

Nous définissons les opérades quadratiques dans la sixième partie. Il s’agit des opérades
définies par des générateurs de degré 2 et des relations de degré 3. Par exemple, P, Com, Lie et
Pois sont des opérades quadratiques. De plus, nous définissons un foncteur contravariant ! de la
catégorie des opérades quadratiques dans elle-même. Ce foncteur est appelé dualité de Koszul.
En particulier, nous montrons que As! « As, Com! « Lie et Lie! « Com.

Dans la septième partie, nous définissons deux produits ˝ et ‚ sur la catégorie OQ des
opérades quadratiques, duaux l’un de l’autre pour la dualité de Koszul. L’objet neutre pour ˝
est Com et l’objet neutre pour ‚ est Lie. Nous en déduisons que si A est une P-algèbre et si B
est une P !-algèbre, alors AbB est naturellement munie d’une structure d’algèbre de Lie.

La huitième partie est consacrée aux opérades différentielles graduées et à leurs algèbres
différentielles graduées. Par analogie avec le cas des opérades, nous décrivons les opérades dif-
férentielles graduées libres ainsi que les algèbres différentielles graduées libres sur une opérade
différentielle graduée.

Dans la neuvième partie, nous étudions les cogèbres sur une opérade. Nous montrons par
exemple que les cogèbres sur l’opérade As (respectivement Com, Lie) sont les cogèbres coasso-
ciatives (respectivement les cogèbres coassociatives cocommutatives, les cogèbres de Lie). Nous
décrivons également les cogèbres colibre sur une opérade fixée. Nous étendons ces résultats aux
opérades différentielles graduées.

La dixième partie est dédiée à la définition de l’homologie d’une P-algèbre A lorsque P est
une opérade quadratique. Cette homologie est définie en considérant la P !-cogèbre différentielle
colibre engendrée par A placée en degré ´1, munie de la codifférentielle coïncidant avec la P
structure de A en degré 2. Dans le cas de As, nous retrouvons l’homologie de Hochschild à
coefficients triviaux ; dans le cas de Lie, l’homologie de Chevalley-Eilenberg.

La partie suivante est consacrée à la Bar-construction d’une opérade quadratique. A toute
opérade quadratique P, nous associons une opérade différentielle graduée DpPq. Cette construc-
tion utilise la combinatoire des arbres, en particulier la notion de contraction d’arêtes.

On montre que l’homologie deDpPq est égale en degré 0 à P !. Lorsque l’homologie deDpPq est
exacte sauf en 0, l’opérade P est dite de Koszul. Nous admettons un théorème reliant l’homologie
définie dans la dixième partie avec cette notion. Nous utilisons ce résultat pour montrer que As,
Com, Lie sont de Koszul. En application, nous donnons les séries de Hilbert de As, Com et Lie.

Enfin, la treizième et dernière partie est consacrée à l’étude d’une opérade quadratique :
l’opérade pré-Lie. Nous décrivons l’algèbre enveloppante d’une algèbre pré-Lie, ainsi que l’opé-
rade duale et l’homologie d’une algèbre pré-Lie. Nous montrons que l’opérade pré-Lie est de Kos-
zul. Enfin, nous donnons une description combinatoire de l’opérade pré-Lie à l’aide des arbres
enracinés.

Notation 0.1. K désigne un corps quelconque.

1 Définitions

On considère une catégorie d’algèbres (par exemple, la catégorie des algèbres associatives,
des algèbres associatives et commutatives, des algèbres de Lie, des algèbres de Poisson...). Soit
n P N. Soit Ppnq l’espace des opérations que l’on peut effectuer sur n éléments de n’importe quel
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objet de la catégorie. Un élément p de Ppnq est représenté de la manière suivante :

p

1
. . .

n

1.1 Définition d’une opérade non symétrique

(Voir [9, 10, 13]). Pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, p P Ppkq, pi P Ppniq p1 ď i ď kq, on peut
définir p ˝ pp1, . . . , pkq P Ppn1 ` . . .` nkq de la manière suivante :

p

p1 p2

1 n m11 m1nk

. . .

. . . . . .

avec m11 “ n1` . . .`nk´1` 1 et m1n´k “ n1` . . .`nk. On a une propriété d’associativité : pour
tous k P N, n1, . . . , nk P N, nji P N, p1 ď i ď k, 1 ď j ď ni) et pour tous p P Ppkq, pi P Ppniq,
pji P Ppn

j
i q :

p ˝ pp1 ˝ pp
1
1, . . . p

n1
1 q, . . . , pk ˝ pp

1
k, . . . , p

nk
k qq

“ pp ˝ pp1, . . . , pkqq ˝ pp
1
1, . . . , p

n1
1 , . . . , p1

k, . . . , p
nk
k q.

De plus, en notant I l’identité dans Pp1q, on a pour tout p P Ppnq,

p ˝ p

n
hkkikkj

I, . . . , Iq “ p, I ˝ ppq “ p.

Définition 1.1. Une opérade non symétrique P est la donnée d’une collection pPpnqqnPN de
K-espaces vectoriels et pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, d’une application ˝ pn` 1q-linéaire :

˝ :

"

Ppkq ˆ Ppn1q ˆ . . .ˆ Ppnkq ÝÑ Ppn1 ` . . .` nkq
pp, p1, . . . , pkq ÝÑ p ˝ pp1, . . . , pkq,

vérifiant les propriétés suivantes :
— Associativité : pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, nji P N, p1 ď i ď k, 1 ď j ď ni) et pour

tous p P Ppkq, pi P Ppniq, pji P Ppn
j
i q :

p ˝ pp1 ˝ pp
1
1, . . . p

n1
1 q, . . . , pk ˝ pp

1
k, . . . , p

nk
k qq

“ pp ˝ pp1, . . . , pkqq ˝ pp
1
1, . . . , p

n1
1 , . . . , p1

k, . . . , p
nk
k q. (1)

— Élément neutre : il existe I P Pp1q tel que pour tous n P N, p P Ppnq :

p ˝ p

n
hkkikkj

I, . . . , Iq “ p, (2)
I ˝ p “ p. (3)
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Remarque 1.1. on a ˝ : Pp1q ˆ Pp1q ÝÑ Pp1q. De plus, par (1), ce produit est associatif et par
(2) et (3), I est un élément neutre pour ce produit. Par suite, Pp1q est une algèbre associative
unitaire et donc l’élément neutre I est unique.

Exemple 1.1. 1. Soit A une algèbre associative unitaire. On prend Ppnq “ 0 si n ‰ 1 et
Pp1q “ A. On définit la composition de P par :

˝ :

"

Pp1q ˆ Pp1q “ AˆA ÝÑ Pp1q “ A
pa, bq ÝÑ ab.

On définit ainsi une opérade non symétrique.

2. Soit A une algèbre associative unitaire et soit M un A-module à gauche. On pose Pp0q “
M , Pp1q “ A et Ppnq “ p0q si n ě 2. On munit P d’une structure de opérade non
symétrique en posant, pour tous a, b P Pp1q “ A, m P Pp0q “M :

a ˝ b “ a.b , a ˝m “ a.m.

3. Soit V un K-espace vectoriel. On pose LV pnq “ LpV bn, V q, avec la convention V b0 “ K.
La composition est définie de la manière suivante :

f ˝ pg1, . . . , gkq “ f ˝ pg1 b . . .b gkq.

On vérifie facilement que LV est une opérade non symétrique. Son élément neutre est
Id P LV p1q “ LpV q.

4. On pose Cpnq “ K pour tout n P N. La composition est définie de la manière suivante :

˝ :

"

Cpkq ˆ Cpn1q ˆ . . .ˆ Cpnkq ÝÑ Cpn1 ` . . .` nkq
p1, 1, . . . , 1q ÝÑ 1 ˝ p1, . . . , 1q “ 1.

On vérifie facilement que C est une opérade non symétrique.

5. On pose pour tout n P N, Apnq “ KSn (algèbre du groupe symétrique Sn). La compo-
sition est définie de la manière suivante : pour k P N, n1, . . . , nk P N, σ P Sk, τi P Sni

p1 ď i ď kq ; pour 1 ď i ď k et 1 ď j ď ni :

σ ˝ pτ1, . . . τkqpn1 ` . . .` ni´1 ` jq “ nσ´1p1q ` . . .` nσ´1pσpiq´1q ` τipjq. (4)

Proposition 1.2. A est une opérade non symétrique.

Démonstration. pour toute permutation ρ P Sk, on poseMρ “ pδi,σpjqq PMkpCq. On vérifie alors
facilement que Mσ˝pτ1,...,τkq est la matrice par blocs suivante :

`

Mσ˝pτ1,...,τkq

˘

i,j
“

#

p0q PMnσ´1piq,nj
si i ‰ σpjq,

Mτj si i “ σpjq.

L’associativité est alors immédiate ; l’élément neutre est évidemment Id P S1.

Exemple 1.2.

σ “

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

τ1 “

ˆ

1 2
2 1

˙

, τ2 “

ˆ

1 2 3 4
1 4 2 3

˙

, τ3 “

ˆ

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4

˙

.
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Par suite,

Mσ “

¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚,

Mτ1 “

ˆ

0 1
1 0

˙

, Mτ2 “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

˛

‹

‹

‚

, Mτ3 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Par suite :

Mσ˝pτ1,τ2,τ3q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

d’où :

σ ˝ pτ1, τ2, τ3q “

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
7 6 8 11 9 10 5 1 2 3 4

˙

.

Exercice 1.1. Soient k, n1, . . . , nk P N, τ P Sk, σi P Spniq. Montrer que :

pσ ˝ pτ1, . . . , τkqq
´1 “ σ´1 ˝

´

τ´1
σ´1p1q

, . . . , τ´1
σ´1pkq

¯

.

1.2 Définition d’une opérade

Remarquons que les opérade non symétriques peuvent encoder les relations telles que l’as-
sociativité, mais ne peuvent encoder les relations nécessitant des permutations des coordonnées,
telles que la commutativité ou la relation de Jacobi. Nous devons donc faire opérer le groupe
symétrique Sn sur Ppnq pour tout n P N.

Prenons l’exemple de LV . Le groupe symétrique Sn agit à gauche sur V bn de la manière
suivante :

σ.pv1 b . . .b vnq “ vσ´1p1q b . . .b vσ´1pnq.

En effet, en posant wi “ vσ´1piq :

τ.pσ.v1 b . . .b vnq “ τ.pw1 b . . .b wnq

“ wτ´1p1q b . . .b wτ´1pnq

“ vσ´1τ´1p1q b . . .b vσ´1τ´1p1q

“ pτσq.v1 b . . .b vn.

Par suite, Sn agit à droite sur LV pnq en posant pour tous f P LV pnq “ LpV bn, V q, σ P Sn,
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fσpv1 b . . .b vnq “ fpvσp1q b . . .b vσpnqq. De plus :

fσ ˝ pgτ11 , . . . , g
τk
k qpv

1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q

“ fσ
ˆ

g1

ˆ

v
τ´1
1 p1q

1 b . . .b v
τ´1
1 pn1q

1

˙

b . . .b gk

ˆ

v
τ´1
k p1q

k b . . .b v
τ´1
k pnkq

k

˙˙

“ f

ˆ

gσ´1p1q

ˆ

v
τ´1

σ´1p1q
p1q

σ´1p1q
b . . .b v

τ´1

σ´1p1q
pnσ´1p1qq

σ´1p1q

˙

b . . .b gσ´1pkq

ˆ

v
τ´1

σ´1pkq
p1q

σ´1pkq
b . . .b v

τ´1

σ´1pkq
pnσ´1pkqq

σ´1pkq

˙˙

“ f ˝
`

gσ´1p1q, . . . , gσ´1pkq

˘

ˆ

v
τ´1

σ´1p1q
p1q

σ´1p1q
b . . .b v

τ´1

σ´1p1q
pnσ´1p1qq

σ´1p1q
b . . .b v

τ´1

σ´1pkq
p1q

σ´1pkq
b . . .b v

τ´1

σ´1pkq
pnσ´1pkqq

σ´1pkq

˙

“ f ˝
`

gσ´1p1q, . . . , gσ´1pkq

˘σ˝pτ1,...,τkq
pv1

1 b . . .b v
n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q.

(On a utilisé l’exercice 1.1 pour la dernière égalité).

De manière équivalente :

fσ ˝
´

g
τσp1q
σp1q , . . . g

τσpkq
σpkq

¯

“ f ˝ pg1, . . . , gkq
σ˝pτσp1q,...,σpkqq.

Définition 1.3. Une opérade est une opérade non symétrique P telle que pour tout n P N, Ppnq
soit munie d’une structure de Sn-module à droite, avec la compatibilité suivante :

— Compatiblité entre l’action de Sn et la composition : pour tous k P N, n1, . . . , nk P N,
pour tous p P Ppkq, pi P Ppniq, pour tous σ P Sk, τi P Sni :

p ˝ pp1, . . . , pkq
σ˝pτσp1q,...,τσpkqq “ pσ ˝

´

p
τσp1q
σp1q , . . . , p

τσpkq
σpkq

¯

, (5)

où σ ˝ pτ1, . . . , τkq est décrit par (4).

Exemple 1.3. 1. Soit A une algèbre et P construite dans l’exemple 1 la partie précédente.
Comme Ppnq “ 0 si n ‰ 1, P est naturellement munie d’une structure d’opérade. Il en
est de même pour l’exemple 2.

2. On munit C d’une structure d’opérade en munissant Cpnq “ K de la structure de Sn-
module triviale, c’est-à-dire 1σ “ 1 pour tout σ P Sn.

3. Comme on l’a vu précédemment, On munit LV d’une structure d’opérade en posant, pour
tous f P LV pnq “ LpV bn, V q, σ P Sn, fσpv1 b . . .b vnq “ fpvσp1q b . . .b vσpnqq.

4. On munit A s’une structure d’opérade en posant pour tous σ P Sn Ă Apnq, τ P Sn,
στ “ στ P Sn Ă Apnq.

Exercice 1.2. Vérifier que A est une opérade.

Notation 1.1. Posons S “
ž

nPN
Sn ; S est muni d’une structure de monoïde. De plus, un S-module

est un espace N-gradué pEpnqqnPN tel que pour tout n, Epnq soit un Sn-module. Ainsi, les
opérades sont des S-modules.

2 Propriétés élémentaires des opérades

2.1 Sous-opérades, idéaux et opérades-quotients

Définition 2.1. Soit P une opérade.

1. Une sous-opérade P 1 de P est un sous-S-module pP 1pnqqnPN de P contenant I et stable
par ˝.
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2. Un idéal I de P est un sous-S-module pIpnqqnPN de P tel que pour tous p P Ppkq, pi P
Ppniq,

(p ou l’un des pi P I) ùñ pp ˝ pp1, . . . , pnq P Iq.

Exemple 2.1. Soit P une opérade. Alors P` définie par P`p0q “ p0q, P`pnq “ Ppnq si n ě 1 est
une sous-opérade de P.

Proposition 2.2. Soit P une opérade.

1. Toute sous-opérade de P est une opérade.

2. Si I est un idéal de P, alors P
I
“

ˆ

Ppnq
Ipnq

˙

nPN
est une opérade, appelée opérade-quotient

de P par I.

3. Soit pP 1iqiPI une famille de sous-opérades de P. Alors
č

iPI

P 1i “

˜

č

iPI

P 1ipnq

¸

nPN

est une

sous-opérade de P.
4. Soit pIjqjPJ une famille d’idéaux de P.

Alors
č

jPJ

Ij “

˜

č

jPJ

Ijpnq

¸

nPN

et
ÿ

jPJ

Ij “

˜

ÿ

jPJ

Ijpnq

¸

nPN

sont des idéaux de P.

Cette proposition permet donc la définition suivante :

Définition 2.3. Soit P une opérade et soit V “ pVpnqqnPN un sous-S-module de P. La plus petite
sous-opérade de P contenant V est appelée sous-opérade de P engendrée par V. Le plus petit idéal
de P contenant V est appelé idéal de P engendré par V.

Exemple 2.2. 1. Dans C, soit n ě 1. On note 1n “ 1 P Cpnq “ K. On a 11 “ I (élément neutre
de A). Si n ě 2, alors 1n “ 1n´1 ˝p12, 11, . . . , 11q. Par suite, une récurrence simple permet
de montrer que C est engendrée par pK, 0,K, 0, 0, . . .q. De même, on montre facilement
que C` est engendrée par K “ C`p2q.

2. Dans A, on note Idn “ Id P Sn Ă Apnq. Soit A1 la sous-opérade de A engendrée par le
sous-module de Ap2q engendrée par Id2 (il s’agit de KS2 “ Ap2q). On remarque Idn “
Idn´1 ˝ pId2, Id1, . . . , Id1q. Par suite, une récurrence simple montre que pour tout n ě 1,
Idn P A1pnq. Par suite, pour tout σ P Sn, n ě 1, pIdnqσ “ σ P A1pnq. On en déduit que
A1 “ A`. On peut également montrer que A est engendrée par pK, 0,KS2, 0, 0, . . .q.

2.2 Morphismes d’opérades

Définition 2.4. Soient A et B deux opérades. Un morphisme d’opérades de A dans B est une
collection φ “ pφpnqqnPN telle que :

— Pour tout n P N, φn : Apnq ÝÑ Bpnq est un morphisme de Sn-modules.
— Pour tout k P N, n1, . . . , nk P N, a P Apkq, ai P Apniq,

φpn1 ` . . .` nkqpa ˝ pa1, . . . , akqq “ φpkqpaq ˝ pφpn1qpa1q, . . . , φpnkqpakqq. (6)

— φ1pIAq “ IB.

Exemple 2.3. on définit ΨA : A ÝÑ C de la manière suivante : pour tout n P N,

ΨApnq :

"

Apnq “ KSn ÝÑ Cpnq “ K
σ P Sn ÝÑ 1n.

Alors ΨA est un morphisme d’opérades.
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Proposition 2.5. Soient P, Q deux opérades et Φ : P ÝÑ Q. On pose KerpΦq “ pKerpΦpnqqqnPN
et ImpΦq “ pImpΦpnqqqnPN. Alors KerpΦq est un idéal de P et Q est une sous-opérade de Q. De
plus, il existe un unique morphisme d’opérades Φ bijectif rendant le diagramme suivant commu-
tatif :

P Φ //

����

Q

P
KerpΦq

� �

Φ

// // ImpΦq
?�

OO

(Les flêches verticales étant les surjections canoniques).

2.3 Produit tensoriel d’opérades

Soient P, Q deux opérades. Alors P b Q “ pPpnq b QpnqqnPN est munie d’une structure
d’opérade donnée par les formules suivantes :

ppb qq ˝ pp1 b q1, . . . , pk b qkq “ p ˝ pp1, . . . , pkq b q ˝ pq1, . . . , qkq,

ppb qqσ “ pσ b qσ,

IPbQ “ IP b IQ.

La catégorie des opérades est ainsi munie d’une structure de catégorie tensorielle.

2.4 P-algèbres

Définition 2.6. Soit P une opérade. Une représentation de P ou encore une P-algèbre est un
couple pV, ρq où V est un espace vectoriel et ρ un morphisme d’opérades de P dans LV .

De manière équivalente, une P-algèbre est un espace vectoriel V muni pour chaque n P N
d’une application :

"

Ppnq b V bn ÝÑ V
pb pv1 b . . .b vnq ÝÑ p.pv1 b . . .b vnq,

telle que :
— Pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, p P Ppnq, pi P Ppniq, vji P V (1 ď i ď k, 1 ď j ď ni) :

pp ˝ pp1, . . . , pnqq.pv
1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q (7)

“ p.pp1.pv1 b . . .b v
n1
1 q b . . .b pk.pv

1
k b . . .b v

nk
k qq.

— Pour tout v P V , I.v “ v.
— Pour tout n P N, p P Ppnq, σ P Sn, v1, . . . , vn P V :

pσ.pv1 b . . .b vkq “ p.pvσ´1p1q b . . .b vσ´1pnqq. (8)

Exemple 2.4. 1. Pour tout espace vectoriel V , V est une LV -algèbre.
2. Soit P une opérade. Alors Pp0q est munie d’une P-algèbre de la manière suivante : pour

tout P Ppnq, v1, . . . , vn P Pp0q, p.pv1 b . . .b vnq “ p ˝ pv1, . . . , vnq.

Lemme 2.7. 1. Soit A une A-algèbre. Alors A est munie d’une structure d’algèbre associa-
tive unitaire par ab “ Id2.pab bq, 1 “ Id0.1. De même, toute A`-algèbre est munie d’une
structure d’algèbre associative (non unitaire).

2. Soit A une C-algèbre. Alors A est munie d’une structure d’algèbre associative commutative
unitaire par ab “ 12.pa b bq, 1 “ Id0.1. De même, toute C`-algèbre est munie d’une
structure d’algèbre associative commutative (non unitaire).
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Démonstration. 1. Soit A une A-algèbre, montrons que m : ab b ÝÑ ab “ Id2.pab bq définit un
produit associatif unitaire sur A. En effet :

Id2 ˝ pId2, Id1q “ Id3 “ Id2 ˝ pId1, Id2q.

Par suite, pour a, b, c P A, en utilisant (7) et (8) :

Id3.pab bb cq Id3.pab bb cq

“ Id2 ˝ pId2, Id1q.pab bb cq “ Id2 ˝ pId1, Id2q.pab bb cq

“ Id2.pId2.pab bq b Id1.cq “ Id2.pId1.ab Id2.pbb cqq

“ Id2.pabb cq “ Id2.pab bcq

“ pabqc, “ apbcq.

De plus, Id2˝pId0, Id1q “ Id1 “ Id2˝pId1, Id0q. Par suite, en posant 1A “ Id0.1, pour tout a P A :

a “ Id1.a a “ Id1.a

“ Id2 ˝ pId0, Id1qp1b aq “ Id2 ˝ pId1, Id0qpab 1q

“ Id2.pId0.1b Id1.aq “ Id2.pId1.ab Id0.1q

“ Id2p1A b aq “ Id2pab 1Aq

“ 1Aa “ a1A.

2. Soit A une C-algèbre. Via le morphisme d’opérades ΨA de la section 2.2, elle peut être munie
d’une structure deA-algèbre en posant σ.pv1b. . .bvnq “ ΨApσq.pv1b. . .bvnq “ 1n.pv1b. . .bvnq,
pour tout σ P Sn. Par suite, d’après le premier point, l’action de 12 sur A b A définit donc un
produit associatif unitaire sur A, d’élément neutre 10.1. Montrons que ce produit est commutatif :
pour tous a, b P A, en posant τ “ p1 2q P S2, d’après (8) :

ba “ 12.pbb aq “ 1τ2pab bq “ 12pab bq “ ab.

Donc A est commutative.

Remarque 2.1. On montrera plus tard que les réciproques des deux points du lemme sont égale-
ment vraies (section 4).

Définition 2.8. Soient P une opérade, A et B deux P-algèbres. Un morphisme de P-algèbres
de A dans B est une application linéaire Φ : A ÝÑ B telle que pour tous n P N, p P Ppnq,
a1, . . . , an P A, Φpp.pa1 b . . .b anqq “ p.pΦpa1q b . . .b Φpanqq.

Les P-algèbres forment ainsi une catégorie.

3 Opérades libres

3.1 Résultat préparatoire sur les catégories tensorielles

Lemme 3.1. Soit pT,bq une catégorie tensorielle. Soit V un objet de T. Alors TTpV q “
à

nPN
V bn

est une algèbre associative unitaire dans la catégorie T dont le produit est donné par les appli-
cations canoniques de pV bnq b pV bmq dans V bpn`mq. De plus, la propriété universelle suivante
est vérifiée : pour toute algèbre B dans T et tout morphisme ϕ : A ÝÑ B, il existe un unique
morphisme d’algèbres ϕ : TTpV q ÝÑ B rendant le diagramme suivant commutatif :

TTpV q
ϕ

""F
F

F
F

V ϕ
//?�

i

OO

B

où i désigne l’injection canonique de V dans TTpV q.
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Démonstration. immédiat.

Remarque 3.1. Autrement dit, TTpV q est l’algèbre librement engendrée par V dans la catégorie
T.

3.2 Catégorie tensorielle T

(Voir [10, 12, 13]). Nous décrivons ici une catégorie T dont les algèbres sont les opérades. Les
objets de T sont les S-modules pEpnqqnPN. Les morphismes sont les morphismes de S-modules,
c’est-à-dire les familles pφnqnPN de morphismes de Sn-modules. Pour décrire le produit tensoriel,
nous avons besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2. 1. Un arbre est un graphe orienté fini, connexe et sans boucle. Il possède
un sommet particulier appelé racine, dont la fertilité est exactement 1. Les sommets de
fertilité nulle de l’arbre sont appelées feuilles de l’arbre. De plus, l’arbre est muni d’un
certain ensemble E inclus dans l’ensemble de ses feuilles ; les éléments de E sont appelés
entrées de l’arbre. Les entrées de t sont indexées. Les sommets de l’arbre qui ne sont pas
des entrées et qui sont différents de la racine sont appelés sommets intérieurs.

2. Pour tout sommet s d’un arbre t, on appelle hauteur de s la distance de ce sommet à la
racine de l’arbre. Le maximum des hauteurs des sommets intérieurs est appelé hauteur de
l’arbre.

3. Un arbre plan est un arbre muni d’un plongement dans le plan.

Remarque 3.2. 1. Les feuilles de l’arbre qui ne sont pas des entrées sont donc des sommets
intérieurs.

2. Il y a un seul arbre (respectivement arbre plan) sans sommet intérieur (et donc une seule
feuille indexée par 1). On le note |.

Exemple 3.1. Arbres plans binaires à trois entrées :

1 2
3

,

1 3
2

,

2 1
3

,

2 3
1

,

3 1
2

,

3 2
1

,

1
2 3

,

1
3 2

,

2
1 3

,

2
3 1

,

3
1 2

,

3
2 1

.

Définition 3.3. Soient Ei, 1 ď i ď n, des objets de T . Un arbre pE1, . . . , Enq admissible est un
arbre de hauteur n, dont chaque sommet intérieur s de hauteur i, 1 ď i ď n, est décoré par un
élément de Eipfsq, où fs désigne la fertilité du sommet s. On définit de même la notion d’arbre
plan pE1, . . . , Enq-admissible.

Exemple 3.2. Un arbre plan pE,F q admissible, avec e P Ep2q, f1 P F p2q, f2 P F p3q.

e

f1 f2

1 2 4 35

Soient E1, . . . , Ek des objets de T . L’objet E1 ˛ . . . ˛ Ek est décrit de la manière suivante :
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— Pour tout n P N, E1 ˛ . . . ˛ Ekpnq est linéairement engendré par l’ensemble des arbres
plans pE1, . . . , Ekq-admissibles à n entrées, les sommets intérieurs étant linéaires en leurs
décorations. De plus, E1˛. . .˛Ekpnq est muni des relations suivantes : pour tout arbre plan
t pE1, . . . , Ekq-admissible, tout sommet s de t, e la décoration de s, en notant t1, . . . , tl
les sous-arbres plans issus de s, pour tout σ P Sl :

t1
. . .

tl

eσ

“

tσ´1p1q
. . .
tσ´1plq

e

(9)

— L’action de Sn est donné par action à droite sur les indices des entrées : l’image par σ
d’un arbre consiste à changer l’indice de l’entrée i par σ´1piq pour tout 1 ď i ď n.

Lorsque k “ 1, la construction ci-dessus est isomorphe à E1 : on obtient un isomorphisme en
envoyant l’arbre plan pE1q-admissible dont l’unique sommet intérieur est décoré par e et dont les
feuilles sont indexées (de gauche à droite) par σ´1p1q, . . . , σ´1pnq sur eσ P E1pnq.

On a facilement, pour tous E1, E2, E3 objets de T :

pE1 ˛ E2q ˛ E3 « E1 ˛ E2 ˛ E3 « E1 ˛ pE2 ˛ E3q.

Chacun de ces objets s’identifie en effet aux arbres de degré 3. Par récurrence, p. . . pE1 ˛ E2q ˛

. . .q ˛ En « E1 ˛ . . . ˛ En.

On munit T d’un objet neutre en posant K “ p0,K |, 0, 0, . . .q, avec pour tout objet E de T ,

K ˛ E « E « E ˛K.

Par suite, pT , ˛,Kq est une catégorie tensorielle.

3.3 Algèbres dans la catégorie T

Décrivons les algèbres dans la catégorie T : une algèbre dans la catégorie T est un S-module
E muni de deux applications m : E ˛ E ÝÑ E et 1 : K ÝÑ E telles que :

— Associativité : m ˝ pm ˛ Idq “ m ˝ pId ˛mq.
— Élément neutre : m ˝ p1 ˛ Idq “ Id “ m ˝ pId ˛ 1q.

Étant donnée la construction de E ˛ E, l’application m équivaut à la donnée pour tout k P N,
n1, . . . , nk P N, d’applications multilinéaires ˝ : EpkqˆpEpn1qˆ. . .ˆEpnkqq ÝÑ Epn1`. . .`nkq,
avec les relations :

p ˝ ppσ´1p1q, . . . , pσ´1pkqq
σ˝pId,...,Idq “ pσ ˝ pp1, . . . , pkq,

p ˝ pp1, . . . , pkq
Id˝pId,...,Id,τi,Id,...,Idq “ p ˝ pp1, . . . , pi´1, p

τi
i , pi`1, . . . , pnq.

La première relation correspond à la relation (9) lorsque s est le sommet de hauteur 1, la deuxième
correspond à la relation (9) lorsque s est un sommet de hauteur 2. Clairement, ces deux relations
équivalent à (5). L’associativité correspond à (1) et la donnée de 1 équivaut à la donnée d’un
élément I P Ep1q vérifiant (2) et (3). Par suite :

Théorème 3.4. Les algèbres dans T sont les opérades.

Par suite, pour tout S-module E, par le lemme 3.1, on peut construire l’opérade librement

engendrée par E : il s’agit de PE “
`8
à

n“0

E˛n munie de sa structure naturelle d’algèbre dans T .

Cette opérade libre vérifie la propriété universelle suivante :
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Théorème 3.5. Soient E “ pEpnqqnPN un S-module, P une opérade et φ “ pφpnqqnPN un
morphisme de S-modules de E dans P. alors il existe un unique morphisme d’opérades Φ :
PE ÝÑ P rendant le diagramme suivant commutatif :

PE
Φ

  B
B

B
B

E
φ
//

i

OO

P

Définition 3.6. Pour tout S-module E dans T , tout sous-S-module R de PE, l’opérade engendrée
par E et les relations R est l’opérade

PE
xRy

, où xRy désigne l’idéal de PE engendré par R. On la

note PpE,Rq.

3.4 Description des opérades libres

Soit E un S-module. Décrivons l’opérade PE .
— Pour tout n P N, PEpnq est linéairement engendré par l’ensemble TnpEq des arbres plans

à n entrées dont chaque sommet intérieur s est décoré par un élément de Epfsq, où fs est
la fertilité de s (les sommets étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont
indexées. De plus, on a les relations suivantes : Pour tout arbre t P PEpnq, tout sommet
s de t, en notant e la décoration de s et t1, . . . , tl les sous-arbres issus de s, pour tout
σ P Sl :

t1
. . .

tl

eσ

“

tσ´1p1q
. . .
tσ´1plq

e

(10)

— L’action de Sn est donné par action à droite sur les indices des entrées : l’image par σ
d’un arbre consiste à changer l’indice de la feuille i en σ´1piq pour tout 1 ď i ď n.

— La composition est définie de la manière suivante : pour tout t P Epkq, ti P Epniq,
1 ď i ď k, t˝pt1, . . . , tnq est l’arbre plan obtenu en greffant ti sur l’entrée indexée par i de
t pour tout i. Les entrées de l’arbre plan sont réindexées de la manière suivante : l’entrée
de ti indexée par j est réindexée par j ` n1 ` . . .` ni´1.

— L’élément neutre de PE est |P PEp1q.
On désigne par Tn l’ensemble des arbres plans à n entrées. Soit t P Tn. On note tpEq l’espace

engendré par l’ensemble des arbres de TnpEq dont l’arbre sous-jacent est t. Alors :

PEpnq “

˜

à

tPTn

tpEq

¸

p10q
.

On désigne par Tn l’ensemble des arbres (non plans) à n entrées. Soit t P Tn et soit t un
plongement de t dans le plan. La relation (10) implique que l’image de tpEq dans le quotient de
PEpnq ne dépend pas du choix de t. Par suite, en notant tpEq l’image de tpEq dans PEpnq, on
a :

PEpnq “
à

tPTn

tpEq.

Les éléments de tpEq sont des combinaisons linéaires d’arbres (non plans) à n entrées dont chaque
sommet intérieur s est décoré par un élément de Epfsq, où fs est la fertilité de s (les sommets
étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont indexées.
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De plus, pour tout t P Tn, en notant ni le nombre de sommets intérieurs de t de fertilité i :

tpEq «
â

iPN
Epiqbni .

Exercice 3.1. Soit E un S-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. PEpnq est de dimension finie pour tout n P N ;

2. (Ep0q “ Ep1q “ p0q et Epnq est de dimension finie pour tout n P N)
ou (Ep0q est de dimension finie et Epnq “ p0q pour tout n ě 1).

4 Exemples d’opérades présentées par générateurs et relations

4.1 Opérade As

Soit E le S-module défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 2, Epnq “ 0.
— Ep2q est le S2-module engendré librement par m.

Soit R le sous-objet de PE défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 3, Rpnq “ 0.
— Rp3q est le sous-S3-module de PEp3q engendré par m ˝ pm, Iq ´m ˝ pI,mq.

L’opérade As est engendrée par E et les relations R.

Théorème 4.1. Les As-algèbres sont les algèbres associatives (non unitaires).

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Étant donnée la présentation de As par générateur
et relations, munir A d’une structure de As-algèbre est équivalent à donner une application
m : AbA ÝÑ A vérifiant : m ˝ pmb Idq “ m ˝ pIdbmq, ce qui implique le théorème.

Lemme 4.2. Pour tout n P N˚, dimpAspnqq ď n!.

Démonstration. comme Epnq “ 0 si n ‰ 2,As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires
dont les sommets internes sont décorés par m ou mp1 2q “ mop et dont les feuilles sont indexées.
On notera les décorations de ces arbres entre parenthèses à droite de l’arbre, les sommets étant
indexés par parcours en profondeur. La relation (9) donne

1 2

pmq “

2 1

pmopq,

1 2

pmopq “

2 1

pmq,

donc As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires dont les sommets internes sont
décorés par m et dont les feuilles sont indexées. De plus, la relation m ˝ pm, Iq “ m ˝ pI,mq
signifie que :

1 2
3

pm,mq “

1
2 3

pm,mq.

Par suite, As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires de la forme suivante (peignes
à droite) :

...

dont tous les sommets internes sont décorés par m et dont les feuilles sont indexées. Comme il y
a exactement un seul arbre de cette forme avec n feuilles, dimpAspnqq ď n! si n ě 1.
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Théorème 4.3. L’application suivante définit un isomorphisme d’opérades :

ΦA :

"

Asp2q ÝÑ A`p2q
m ÝÑ Id2.

Démonstration. l’application m ÝÑ Id2 se prolonge en un morphisme de S2-modules de Asp2q
dans Ap2q. D’après le lemme 2.7-1, Id2 ˝ pId2, Iq “ Id2 ˝ pI, Id2q “ Id3, donc ce morphisme de
S2-modules se prolonge en un morphisme d’opérades ΦA de As dans A`. on a vu (section 2.1)
que A` était engendrée par le sous-module de S2 engendré par Id2. Par suite, ΦApnq est surjectif
pour tout n. Comme pour tout n ě 1, dimpAspnqq ď n! “ dimpA`pnqq, ΦApnq est bijectif pour
tout n ě 1. Comme Asp0q et A`p0q sont tous les deux nuls, ΦA est bijectif.

4.2 Opérade Com

Soit E le S-module défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 2, Epnq “ 0.
— Ep2q est le S2-module trivial engendré par m.

Soit R le sous-objet de PE défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 3, Rpnq “ 0.
— Rp3q est le sous-S3-module de PEp3q engendré par m ˝ pm, Iq ´m ˝ pI,mq.

L’opérade Com est engendrée par E et les relations R.

Théorème 4.4. Les Com-algèbres sont les algèbres associatives (non unitaires) commutatives.

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Étant donnée la présentation de Com par générateur
et relations, munir A d’une structure de Com-algèbre est équivalent à donner une application
m : AbA ÝÑ A vérifiant pour tous v1, v2 P A, mpv2 b v1q “ mp1 2qpv1 b v2q “ mpv1 b v2q, ainsi
que m ˝ pmb Idq “ m ˝ pIdbmq, ce qui implique le théorème.

Lemme 4.5. Pour tout n P N˚, dimpCompnqq ď 1.

Démonstration. comme Epnq “ 0 si n ‰ 2, Com est engendrée (linéairement) par les arbres
binaires dont les sommets internes sont décorés par m et dont les feuilles sont indexées. La
relation (9) donne :

1 2

pmq “

2 1

pmq,

donc Com est engendrée (linéairement) par les arbres binaires dont les sommets internes sont
décorés parm (on peut oublier l’indexation des feuilles). De plus, la relationm˝pm, Iq “ m˝pI,mq
signifie que :

pm,mq “ pm,mq.

Par suite, Com est engendrée (linéairement) par les arbres binaires de la forme :

...

dont tous les sommets internes sont décorés par m. Comme il y a exactement un seul arbre de
cette forme avec n feuilles, dimpCompnqq ď 1 si n ě 1.
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Théorème 4.6. L’application suivante définit un isomorphisme d’opérades :

ΦC :

"

Comp2q ÝÑ C`p2q
m ÝÑ 12.

Démonstration. l’application m ÝÑ 12 est un morphisme de S2-modules de Comp2q dans Cp2q.
D’après le lemme 2.7-2, 12 ˝ p12, Iq “ 12 ˝ pI, 12q “ 13, donc ce morphisme de S2-modules se
prolonge en un morphisme d’opérades ΦC de Com dans C`. on a vu (section 2.1) que C` était
engendrée par le sous-module de S2 engendré par 12. Par suite, ΦCpnq est surjectif pour tout n.
Comme pour tout n ě 1, dimpCompnqq ď 1 “ dimpC`pnqq, ΦCpnq est bijectif pour tout n ě 1.
Comme Comp0q et C`p0q sont tous les deux nuls, ΦC est bijectif.

4.3 Opérades Lie et Pois

Soit E le S-module défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 2, Epnq “ 0.
— Ep2q est le S2-module signature engendré par r´,´s.

Soit R le sous-objet de PE défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 3, Rpnq “ 0.
— Rp3q est le sous-S3-module de PEp3q engendré par

r´,´s ˝ pr´,´s, Iq ` r´,´s ˝ pr´,´s, Iqp1 2 3q ` r´,´s ˝ pr´,´s, Iqp1 3 2q.

L’opérade Lie est engendrée par E et les relations R.

Théorème 4.7. Les Lie-algèbres sont les algèbres de Lie.

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Étant donnée la présentation de Lie par générateur
et relations, munir A d’une structure de Lie-algèbre est équivalent à donner une application
r´,´s : AbA ÝÑ A vérifiant pour tous v1, v2 P A,

r´,´spv2 b v1q “ r´,´s
p1 2qpv1 b v2q “ ´r´,´spv1 b v2q,

(antisymétrie), ainsi que pour tous v1, v2, v3 P V :

0 “
´

r´,´s ˝ pr´,´s, Iq ` r´,´s ˝ pr´,´s, Iqp1 2 3q ` r´,´s ˝ pr´,´s, Iqp1 3 2q
¯

pv1 b v2 b v3q

“ r´,´s ˝ pr´,´s, Iqpv1 b v2 b v3 ` v3 b v1 b v2 ` v2 b v3 b v1q

“ rrv1, v2s, v3s ` rrv3, v1s, v2s ` rrv2, v3s, v1s.

Il s’agit de la relation de Jacobi, d’où le résultat.

Soit E le S-module défini de la manière suivante :
— Si n ‰ 2, Epnq “ 0.
— Ep2q “ Kt´,´u‘Km, avec Kt´,´u le S2-module signature engendré par t´,´u et Km

le S2-module trivial engendré par m.
Soit R le sous-objet de PE défini de la manière suivante :

— Si n ‰ 3, Rpnq “ 0.
— Rp3q est le sous-S3-module de PEp3q engendré par les trois éléments suivants :

m ˝ pm, Iq ´m ˝ pI,mq,

t´,´u ˝ pt´,´u, Iq ` t´,´u ˝ pt´,´u, Iqp1 2 3q ` t´,´u ˝ pt´,´u, Iqp1 3 2q,

t´,´u ˝ pm, Iq ´m ˝ pI, t´,´uq ´ pm ˝ pt´,´u, Iqqp2 3q.

L’opérade Pois est engendrée par E et les relations R.

Théorème 4.8. Les Pois-algèbres sont les algèbres de Poisson (non unitaires).

Exercice 4.1. Démontrer le théorème 4.8.
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5 Propriétés des P-algèbres

5.1 P-algèbres libres

Soit V un espace vectoriel quelconque. On pose :

TPpV q “
`8
à

n“0

Ppnq bSn V
bn,

où bSn signifie qu’on a les relations suivantes :

pbSn aσ´1p1q b . . .b aσ´1pnq “ pσ bSn a1 b . . .b an.

Par la suite, on notera b à la place de bSn pour ne pas alourdir les notations.

Munissons TPpV q d’une structure de P-algèbre. On pose :

p.ppp1 b pv1
1 b . . .b v

n1
1 qq b . . .b ppk b pv1

k b . . .b v
nk
k qqq

“ p ˝ pp1, . . . , pkqb pv1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q.

Ceci est bien défini : en effet, d’après (5) :

p.

ˆˆ

p1 b

ˆ

v
σ´1
1 p1q

1 b . . .b v
σ´1
1 pn1q

1

˙˙

b . . .b

ˆ

pk b

ˆ

v
σ´1
k p1q

k b . . .b v
σ´1
k pnkq

k

˙˙˙

“ p ˝ pp1, . . . , pkqb

ˆ

v
σ´1
1 p1q

1 b . . .b v
σ´1
1 pn1q

1 b . . .b v
σ´1
k p1q

k b . . .b v
σ´1
k pnkq

k

˙

“ p ˝ pp1, . . . , pkq
Id˝pσ1,...,σkq b pv1

1 b . . .b v
n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q

“ pId ˝ ppσ11 , . . . , pσkk qb pv1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q

“ p.
``

pσ1 b pv1
1 b . . .b v

n1
1 q

˘

b . . .b
`

pσk b pv1
k b . . .b v

nk
k q

˘˘

.

De l’associativité de ˝ dans P découle (7). De plus, la compatiblité de ˝ et de l’action de Sn

implique immédiatement (8). Enfin, I agit bien par l’identité car I est l’élément neutre de P.
Par suite, TPpV q est bien une P-algèbre. De plus, on a l’injection canonique :

i :

"

V ÝÑ TPpV q
v ÝÑ I b v.

En identifiant V et son image dans TPpV q, on a immédiatement :

p.pv1 b . . .b vkq “ pb pv1 b . . .b vkq.

L’objet TPpV q est un objet librement engendré par V , comme le montre le théorème suivant :

Théorème 5.1. Soient V un espace vectoriel, A une P-algèbre, φ : V ÝÑ A une application
linéaire. Il existe un unique morphisme Φ de P-algèbres rendant le diagramme suivant commu-
tatif :

TPpV q

Φ

""F
F

F
F

F

V
φ

//

i

OO

A

Démonstration. ce morphisme est donné par Φppb pv1b . . .b vkqq “ p.pφpv1qb . . .bφpvkqq. On
vérifie aisément que ceci est bien défini et qu’on définit ainsi un morphisme de P-algèbres.

Exemple 5.1. Soit V un espace vectoriel.
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1. Comme Aspnq est un Sn-module libre pour tout n ě 1, on a :

TAspV q “
à

ně1

V bn.

De plus, le produit est donné de la manière suivante :

pv1 b . . .b vnq.pw1 b . . .b wmq “ e2.pen b pv1 b . . .b vnq b em b pw1 b . . .b wmqq

“ e2 ˝ pen, emqb pv1 b . . .b vn b w1 b . . .b wmq

“ v1 b . . .b vn b w1 b . . .b wm.

2. Comme Compnq est trivial pour tout n ě 1, on a :

TCompV q “
à

ně1

SnpV q.

De plus, le produit est donné de la manière suivante :

pv1 . . . vnq.pw1 . . . wmq “ 12.p1n b pv1 b . . .b vnq b 1m b pw1 b . . .b wmqq

“ 12 ˝ p1n, 1mqb pv1 b . . .b vn b w1 b . . .b wmq

“ v1 . . . vnw1 . . . wm.

On déduit le corollaire suivant, permettant de retrouver l’opérade à l’aide des objets libres
de la catégorie des P-algèbres :

Corollaire 5.2. Soit A un objet librement engendré par V et soient v1, . . . , vn des éléments
linéairement indépendants de V . L’application suivante est injective :

"

Ppnq ÝÑ A
p ÝÑ p.pv1 b . . .b vnq.

Démonstration. par unicité à isomorphisme près de l’objet librement engendré par V , on peut
prendre A “ TPpV q. L’application suivante devient :

"

Ppnq ÝÑ TPpV q
p ÝÑ pb pv1 b . . .b vnq.

Comme v1 b . . . b vn engendre un sous-Sn-module libre de V bn, on en déduit que c’est une
injection.

Remarque 5.1. Vectppb pv1 b . . .b vnq { p P Ppnqq est appelé partie n-multilinéaire de TPpV q.

Exemple 5.2. On sait [17] que la partie n-multilinéaire d’une algèbre de Lie libre engendrée par
n éléments est de dimension pn ´ 1q!. Par suite, pour tout n ě 1, dimpLiepnqq “ pn ´ 1q!. (On
montrera ce résultat de manière différente dans la section 12.3).

5.2 P-modules sur une P-algèbre

Notation 5.1. Soit n P N˚ et soit σ P Sn´1. On note σ l’élément de Sn prolongeant σ par
σpnq “ n.

Définition 5.3. Soient P une opérade et soit A une P-algèbre. Un P-module sur A est un espace
vectoriel V muni, pour tout n P N˚, d’une application :

"

Ppnq bAbpn´1q bM ÝÑ M
pb a1 b . . .b an´1 bm ÝÑ p.pa1 b . . .b an´1 bmq,

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

19



— Pour tous k P N˚, p P Ppkq, n1, . . . , nk P N, avec nk ‰ 0, pi P Ppniq, a1
1, . . . , a

n1
1 , . . .,

a1
k´1, . . . , a

nk´1

k´1 , a1
k, . . . , a

nk´1
k P A, m PM :

p.
´

p1pa
1
1, . . . , a

n1
1 q b . . .b pk´1pa

1
k´1, . . . , a

nk´1

k´1 q b pk.pa
1
k b . . .b a

nk´1
k bmq

¯

(11)

“ p ˝ pp1, . . . , pkq.pa
1
1 b . . .b a

n1
1 b . . .b a1

k´1 b . . .b a
nk´1

k´1 b a
1
k b . . .b a

nk´1
k bmq.

Pour tous k P N˚, p P Ppkq, σ P Sk´1, a1, . . . , ak´1 P A, m PM :

p.paσ´1p1q b . . . aσ´1pk´1q bmq “ pσ.pa1 b . . .b ak´1 bmq. (12)

Pour tout m PM :
I.m “ m. (13)

Exemple 5.3. Toute P-algèbre est un P-module sur elle-même.

Lemme 5.4. Soient E un S-module tel que Ep0q “ Ep1q “ p0q et A une PE-algèbre. Soient M
un espace vectoriel et soit pour tout n P N une application :

"

Epnq bAbpn´1q bM ÝÑ M
pb a1 b . . .b an´1 bm ÝÑ p.pa1 b . . .b an´1 bmq,

telle que (12) soit satisfaite. Alors ces applications se prolongent en une unique structure de
PE-module sur M .

Démonstration. soit t un arbre plan dans PEpnq. Quitte à utiliser (10), on peut supposer que
l’entrée indexée par n est l’entrée la plus à droite. Construisons t.pa1 b . . . b an´1 b mq par
récurrence sur n. Si n “ 1, alors t P pIq et c’est terminé. Si n ě 2, on a deux cas à considérer :

1. t P Epnq (i.e t a un seul sommet intérieur) et alors t.pa1 b . . .b an´1 bmq est défini.

2. Sinon, comme Ep0q “ Ep1q “ p0q, il existe t1 P Epkq, ti P Epniq, avec k ă n et ni ă n
pour tout i tels que t “ t1 ˝ pt1, . . . , tkq. De plus, l’entrée indexée par nk de tk est bien
l’entrée la plus à droite et l’entrée indexée par k de t1 est bien l’entrée la plus à droite.
On pose alors :

t.pa1 b . . .b an´1 bmq “ t1.pt1pa1, . . . , an1q b . . .b tk.pan´nk`1 b . . .b an´1 bmqq.

Le fait d’imposer que l’entrée ayant le plus grand indice est toujours l’entrée la plus à
droite permet de montrer que ceci est bien défini grâce à (12).

On vérifie facilement que les conditions requises sont bien vérifiées.

Proposition 5.5. Soient P “ PpE,Rq une opérade définie par générateurs et relations, avec
Ep0q “ Ep1q “ p0q, A une P-algèbre et M un espace vectoriel. On suppose que pour tout n P N,
on a une application :

"

Epnq bAbpn´1q bM ÝÑ M
pb a1 b . . .b an´1 bm ÝÑ p.pa1 b . . .b an´1 bmq,

telle que (12) soit satisfaite. Comme A est une P-algèbre et que P est un quotient de PE, A
est une PE-algèbre et donc ces applications se prolongent en une structure de PE-module. On
suppose que pour tous n P N, p P Rpnq, a1, . . . , an´1 P A, m PM :

p.pa1 b . . .b an´1 bmq “ 0.

Alors cette structure de PE-module induit une structure de P-module sur A.

20



Démonstration. il suffit de montrer que pour tout p P xRypnq, p.pa1 b . . . b an´1 b mq “ 0.
Procédons par récurrence sur n. Si n “ 0, c’est trivial car PEp0q “ p0q. Suposons le résultat
acquis pour tout m ă n. Comme PEp0q “ p0q et PEp1q “ pIq, on peut se restreindre aux quatre
cas suivants :

1. p P R : trivial.
2. p “ p1 ˝ pp1, . . . , pkq, p1 P xRypkq, k ă n. Alors :

p.pa1 b . . .b an´1 bmq “ p1.pp1pa1, . . . , an1q b . . .b pk.pan´nk`1 b . . .b an´1 bmqq “ 0,

d’après l’hypothèse de récurrence appliquée à p1.
3. p “ p1 ˝ pp1, . . . , pkq, pi P xRypniq, i ă k. Alors :

p.pa1 b . . .b an´1 bmq

“ p1.pp1pa1, . . . , an1q b . . .b pi.pan1`...`ni´1`1, . . . , an1`...`niq b . . .q

“ 0,

car A est une P-algèbre.
4. p “ p1 ˝ pp1, . . . , pkq, pk P xRypnkq, nk ă n. Alors :

p.pa1 b . . .b an´1 bmq “ p1.pp1pa1, . . . , an1q b . . .b pk.pan´nk`1 b . . .b an´1 bmqq

“ 0,

D’après l’hypothèse de récurrence appliquée à pk.

Exemple 5.4. 1. P “ Com. Alors E est concentré en degré 2 et Ep2q “ Km (module trivial
engendré par m) ; R est de dimension 2, de base :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.

Par suite, un Com-module sur une algèbre associative et commutative A est un espace
vectoriel muni d’une application :

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

correspondant à l’action de m P Ep2q, satisfaisant :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

pabq.m´ a.pb.mq “ 0,

ainsi que :
¨

˚

˚

˝

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

¨

˚

˚

˝

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

b.pa.mq ´ a.pb.mq “ 0,

donc un Com-module sur A est un A-module au sens habituel.
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2. P “ Lie. Alors E est concentré en degré 2 et Ep2q “ Kr´,´s (module signature engendré
par r´,´s) ; R est de dimension 1, de base :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

r´,´sr´,´s `

2 3
1

r´,´sr´,´s `

3 1
2

r´,´sr´,´s

˛

‹

‹

‚

.

Par suite, un Lie-module sur une algèbre de Lie A est un espace vectoriel muni d’une
application :

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

correspondant à l’action de r´,´s P Ep2q, satisfaisant :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

r´,´sr´,´s `

2 3
1

r´,´sr´,´s `

3 1
2

r´,´sr´,´s

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

¨

˚

˚

˝

1 2
3

r´,´sr´,´s ´

1
2 3

r´,´sr´,´s `

2
1 3

r´,´sr´,´s

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

ra, bs.m´ a.pb.mq ` b.pa.mq “ 0,

donc un Lie-module sur A est un A-module au sens habituel.

3. P “ As. Alors E est concentré en degré 2 et Ep2q est librement engendré par m ; R est
de dimension 6 ; il s’agit du S3-module librement engendré par :

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq.

Par suite, un As-module sur une algèbre associative A est un espace vectoriel muni d’ap-
plications :

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

"

M bA ÝÑ M
mb a ÝÑ m.a,
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correspondant à l’action de m P Ep2q et de p1 2q.m “ m P Ep2q, satisfaisant :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

pabq.m´ a.pb.mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

2 1
3

pm,mq ´

2
1 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

pbaq.m´ b.pa.mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “

¨

˚

˚

˝

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0,

pa.mq.b´ a.pm.bq “ 0,
¨

˚

˚

˝

2 3
1

pm,mq ´

2
3 1

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “

¨

˚

˚

˝

1
2 3

pm,mq ´

2
1 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0,

pb.mq.a´ b.pm.aq “ 0,
¨

˚

˚

˝

3 1
2

pm,mq ´

3
1 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “

¨

˚

˚

˝

2
1 3

pm,mq ´

1 2
3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0,

pm.aq.b´m.pabq “ 0,
¨

˚

˚

˝

3 2
1

pm,mq ´

3
2 1

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “

¨

˚

˚

˝

1
2 3

pm,mq ´

2 1
3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0,

pm.bq.a´m.pbaq “ 0,

c’est-à-dire, pour tous a, b P A, m PM :

pabq.m “ a.pb.mq, m.pabq “ pm.aq.b, pa.mq.b “ a.pm.bq.

Donc un As-module sur A est un A-bimodule au sens habituel.

Exercice 5.1. Soit A une algèbre de Poisson. Montrer qu’un Pois-module sur A est un espace
vectoriel M muni de deux applications :

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a ˚m,

satisfaisant, pour tous a, b P A, m PM :

pabq.m “ a.pb.mq, ta, bu ˚m “ a ˚ pb ˚mq ´ b ˚ pa ˚mq,

a ˚ pb.mq “ ta, bu.m` b.pa ˚mq, pabq ˚m “ a.pb ˚mq ` b.pa ˚mq.

Remarque 5.2. Les Pois-modules sur une algèbre de Poisson sont donc les modules définis dans
[5].
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Proposition 5.6. Soit P une opérade, A une P-algèbre et M un P-module sur A. Alors A‘M
est munie d’une structure de P-algèbre donnée de la manière suivante : pour tout n P N, p P Ppnq,
x1, . . . , xn P AYM :

p ‹ px1 b . . .b xnq “

$

&

%

p.px1 b . . .b xnq si tous les xi sont dans A ;
0 si au moins deux xi sont dans M ;
pσ.pxσp1q b . . .b xσpnqq si xj est le seul xi dans M,

où σ P Sn est une permutation vérifiant σpnq “ j. De plus, A est une sous-P-algèbre de A‘M ,

M est un idéal de A‘M et
A‘M

M
est isomorphe à A comme P-algèbre.

Démonstration. notons que grâce à (12), l’action ˚ est bien définie (i.e. ne dépend pas du choix
de σ). Des calculs directs montrent que A‘M est une P-algèbre.

5.3 Algèbres enveloppantes

Soient P une opérade et A une P-algèbre. La catégorie des P-modules sur A est notée
ModPpAq. On cherche une algèbre associative UPpAq telle que la catégorie des UPpAq-modules
soit équivalente à ModPpAq.

Définition 5.7. Soient P une opérade telle que Pp0q “ p0q et A une P-algèbre. L’algèbre asso-
ciative (unitaire) UPpAq est l’algèbre engendrée par l’espace

à

nPN˚
PpnqbAbpn´1q et les relations :

— Pour tous k P N, p P Ppkq, n1, . . . , nk P N, pi P Ppniq, a1
1, . . . , a

n1
1 , . . . , a1

k´1, . . . , a
nk´1

k´1 P

A, m PM :

pb
`

p1.pa
1
1, . . . , a

n1
1 q b . . .b pk´1.pa

1
k´1, . . . , a

nk´1

k´1 q
˘

“ p ˝ pp1, . . . , pk´1, Iq b pa
1
1 b . . .b a

n1
1 b . . .b a1

k´1 b . . .b a
nk´1

k´1 q. (14)

— Pour tous k P N˚, p P Ppkq, σ P Sk´1, a1, . . . , ak´1 P A :

pb paσ´1p1q b . . . aσ´1pk´1qq “ pσ b pa1 b . . .b ak´1q. (15)

— Pour tous n,m P N, p P Ppnq, q P Ppmq, a1, . . . , an´1, b1, . . . , bm´1 P A :

ppb a1 b . . .b an´1q.pq b b1 b . . .b bm´1q (16)
“ p ˝ pI, . . . , I, qqpa1 b . . .b an´1 b b1 b . . .b bm´1q.

Remarque 5.3. En particulier, I P Pp1q bAb0 est un élément neutre d’après (16).

Proposition 5.8. La catégorie des UPpAq-modules est isomorphe à ModPpAq.

Démonstration. soit M un UPpAq-module. On pose alors :

p.pa1 b . . .b an´1 bmq “ ppb a1 b . . .b an´1q.m.

Alors (14), (15) et (16) impliquent que ceci définit une structure de P-module sur M . On a donc
définit un foncteur F “ UPpAq ´Mod ÝÑModPpAq.

Soit M PModPpAq. On pose alors :

ppb a1 b . . .b an´1q.m “ p.pa1 b . . .b an´1 bmq.

Les conditions (11), (12) et (13) montre que ceci définit bien une structure de UPpAq-module sur
A. On a donc définit un foncteur G “ ModPpAq ÝÑ UPpAq ´Mod. De manière immédiate,
F ˝G “ IdModP pAq et G ˝ F “ IdUP pAq´Mod.
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Proposition 5.9. Soient P une opérade telle que Pp0q “ p0q et soit A une P-algèbre. On a
alors :

UPpAq “

˜

p1q ‘
à

nPN˚
PpnqbAbpn´1q

¸

R
,

où R est l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme suivante :

pb pp1pa
1
1 . . . , a

n1
1 q b . . .b pk´1pa

1
k´1, . . . , a

nk´1

k´1 qq ´ p ˝ pp1, . . . , pk´1, Iq b pa
1
1 b . . .b a

nk´1

k´1 q.

Le produit est donné par (16).

Démonstration. immédiat.

5.4 Idéaux et sous-algèbres

Dans ce paragraphe, P désigne une opérade. On note PAlg la catégorie des P-algèbres.
Soit A une P-algèbre. Alors l’action de P sur A induit une application de Pp0q dans A donnée

par :
"

Pp0q ÝÑ A
p ÝÑ p.1,

où 1 P K. On désignera par pA l’image de p P Pp0q par cette application (pA P A).

Définition 5.10. Soit A une P-algèbre et B un sous-espace de A.
1. On dira que B est une sous-P-algèbre de A si :

— Pour tous n P N˚, p P Ppnq, b1, . . . , bn P B, p.pb1 b . . .b bnq P B.
— Pour tout p P Pp0q, pA P B.

2. On dira que B est un idéal de A si pour tous n P N˚, p P Ppnq, b1, . . . , bn P A :

l’un des bi P B ùñ p.pb1 b . . .b bnq P B.

Proposition 5.11. 1. Soit A une P-algèbre et B une sous-P-algèbre de A. Alors B est
munie d’une structure de P-algèbre.

2. Soit A une P-algèbre et I un idéal de A. Alors
A

I
est muni d’une structure de P-algèbre.

3. Soient A et B deux P-algèbres et Φ : A ÝÑ B un morphisme de P-algèbres. Alors KerpΦq
est un idéal de A et ImpΦq est une sous-P-algèbre de B. De plus, il existe un unique
morphisme de P-algèbres rendant le diagramme suivant commutatif :

A
Φ //

����

B

A

KerpΦq
� �

Φ

// // ImpΦq
?�

OO

(Les flêches verticales étant les surjections canoniques).

Proposition 5.12. Soient A et B deux P-algèbres ; A‘B est munie d’une structure de P-algèbre
de la manière suivante :

— Pour tout n P N˚, p P Ppnq, x1, . . . , xn P AYB,

p.px1 b . . .b xnq “

$

&

%

donnée par l’action de P sur A si tous les xi sont dans A,
donnée par l’action de P sur B si tous les xi sont dans B,
0 dans les autres cas.

— Pour tout p P Pp0q, pA‘B “ pA ` pB.

On vérifie facilement le corollaire suivant :

Corollaire 5.13. pPAlg,‘q est une catégorie abélienne.
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5.5 Structure tensorielle sur PAlg

On dira que PAlg est munie d’une structure tensorielle si le produit tensoriel de deux P-
algèbres est muni d’une structure de P-algèbre de manière fonctorielle ; plus précisément :

Définition 5.14. Une structure tensorielle sur PAlg est un bifoncteur b :P AlgˆP Alg ÝÑP
Alg vérifiant :

— Le diagramme suivant est commutatif, les flêches verticales désignant les foncteurs d’oubli :

PAlg ˆP Alg
b //

��

PAlg

��
VectˆVect

b // Vect

— Pour tous A,B,C PP Alg, l’application suivante est un isomorphisme de P-algèbres :
"

pAbBq b C ÝÑ Ab pB b Cq
pab bq b c ÝÑ ab pbb cq.

Définition 5.15. Un coproduit sur P est un morphisme d’opérades ∆ : P ÝÑ PbP coassociatif,
i.e. vérifiant p∆b Idq b∆ “ pIdb∆q b∆.

Notation 5.2. Pour tout p P Ppnq, on notera ∆ppq “ p1 b p2.

Proposition 5.16. Soit ∆ un coproduit coassociatif sur P. Alors PAlg est munie d’une structure
tensorielle en posant, pour toutes P-algèbres A,B, pour tous n P N, p P Ppnq, a1, . . . , an P A,
b1, . . . , bn P B : p.ppa1b b1q b . . .b panb bnqq “ p1.pa1b . . .b anq b p

2.pb1b . . .b bnq. On notera
cette structure tensorielle b∆.

Démonstration. A b B est une P b P-algèbre ; comme ∆ est un morphisme d’opérades, A b B
est une P-algèbre. On a donc un bifoncteur b satisfaisant la première condition. Comme ∆ est
coassociatif, la condition 2 est vérifiée.

Théorème 5.17. Soit b une structure tensorielle sur PAlg. Alors il existe un unique coproduit
coassociatif ∆ sur P tel que b∆ “ b.

Démonstration. fixons n P N et choisissons U et V deux espaces vectoriels de dimension n.
Soient pu1, . . . , unq une base de U et pv1, . . . , vnq une base de V . Soient TPpUq et TPpV q les
P-algèbres librement engendrées par U et par V . Soit p P Ppnq. On considère l’action de p sur
TPpUq b TPpV q. On pose :

p.ppu1bv1qb. . .bpunbvnqq “
ÿ

k,lPN

ÿ

I“pi1,...,ikqPt1,...,nu
k

J“pj1,...,jlqPt1,...,nu
l

pp1Ibpui1b. . .buikqqbpp
2
Jbpvj1b. . .bvjlqq.

Fixons α P t1, . . . , nu et λ P K. Soit f : TPpUq ÝÑ TPpUq l’unique endomorphisme de
P-algèbre envoyant ui sur ui si i ‰ α et uα sur λuα. Alors f b Id est un endomorphisme de
P-algèbre de TPpUq b TPpV q. Par suite :

λp.ppu1 b v1q b . . .b pun b vnqq

“
ÿ

k,lPN

ÿ

I“pi1,...,ikqPt1,...,nu
k

J“pj1,...,jlqPt1,...,nu
l

λcardptγ { iγ“αuqpp1I b pui1 b . . .b uikqq b pp
2
J b pvj1 b . . .b vjlqq.

Quitte à étendre les scalaires, on peut supposer qu’il existe λ P K non nul et non racine de
l’unité. En considérant d’abord ce cas puis le cas où λ “ 0, on en déduit que p1I b pui1 b . . . b
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uikq “ 0 si pi1, . . . , inq n’est pas obtenu par une permutation de p1, . . . , nq. Par suite, il existe
p1 b p2 P Ppnq b Ppnq tel que :

p.ppu1 b v1q b . . .b pun b vnqq “ pp
1 b pu1 b . . .b unqq b pp

2 b pv1 b . . .b vnqq.

Via les isomorphismes entre Ppnq et Ppnqb pu1 b . . .b unq et Ppnqb pv1 b . . .b vnq, p1 b p2 est
parfaitement défini. On a ainsi une application :

∆ : P ÝÑ P b P.

Soient A et B deux P-algèbres, n P N, p P Ppnq, a1, . . . , an P A, b1, . . . , bn P B. On considère
les morphismes de P-algèbres suivants :

f :

"

TPpUq ÝÑ A
ui ÝÑ ai.

g :

"

TPpV q ÝÑ A
vi ÝÑ bi.

Alors f b g est un morphisme de P-algèbres. Par suite, on a :

p.ppa1 b b1q b . . .b pan b bnqq “ p1.pa1 b . . .b anq b p
2.pb1 b . . .b bnq.

Par suite, b “ b∆, sous réserve que ∆ soit un coproduit coassociatif.

Montrons que ∆ est un morphisme d’opérades. Soient p P Ppkq, p1, . . . , pk P Ppn1q, . . . ,Ppnkq.
On pose n “ n1 ` . . .` nk. On a alors :

p ˝ pp1, . . . , pkq.ppu1 b v1q b . . .b pun b vnqq

“ p.pp1.ppu1 b v1q b . . .b pun1 b vn1qq b . . .

. . .b pk.ppun1`...`nk´1`1 b vn1`...`nk´1`1q b . . .b pun b vnqqq

“ p1 ˝ pp11, . . . , p
1
kqb pu1 b . . .b unq b p

2 ˝ pp21, . . . , p
2
kqb pv1 b . . .b vnq.

Par suite, ∆pp ˝ pp1, . . . , pkqq “ ∆ppq ˝ p∆pp1q, . . . ,∆ppkqq.
Soit p P Ppnq, σ P Sn.

pσ.ppu1 b v1q b . . .b pun b vnqq

“ p.ppuσ´1p1q b vσ´1p1qq b . . .b puσ´1pnq b vσ´1pnqq

“ pp1qσ b pu1 b . . .b unq b pp
2qσ b pv1 b . . .b vnq.

Par suite, ∆ppσq “ ∆ppqσ.
De plus, I.pv1 b v1q “ v1 b v1 et donc ∆pIq “ I b I : ∆ est un morphisme d’opérades.

Montrons que ∆ est coassociatif. Soit W un espace vectoriel de base pw1, . . . , wnq. Par la
condition 2, dans TPpUq b TPpV q b TPpW q, pour tout p P Ppnq :

p∆b Idq ˝∆ppu1 b v1 b w1q b . . .b pun b vn b wnqq

“ pIdb∆q ˝∆ppu1 b v1 b w1q b . . .b pun b vn b wnqq.

Par identification de Ppnq avec les parties multilinéaires de TPpUq, TPpV q et TPpW q, on a le
résultat.

Exemple 5.5. 1. Sur l’opérade As ou Com, on montre facilement qu’on définit un produit
coassociatif en posant ∆pmq “ mbm.

2. Sur l’opérade Pois, on montre facilement qu’on définit un produit coassociatif en posant
∆pmq “ mbm et ∆pt´,´uq “ t´,´u bm`mb t´,´u.
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6 Opérades quadratiques

6.1 Opérade libre engendrée par E concentré en degré 2

On s’intéressera dans la suite aux S-modules E concentrés en degré 2 et de dimension finie,
i.e de la forme E “ p0, 0, Ep2q, 0, 0, . . .q où Ep2q est un S2-module de dimension finie. On notera
x ÝÑ x l’action de p1 2q P S2 sur Ep2q.

Les seuls arbres non nuls dans PEpnq sont les arbres binaires (i.e. dont les sommets intérieurs
ont tous 2 pour fertilité). Pour ces arbres, toute feuille est une entrée. La relation (10) signifie
que quitte à changer les décorations, on peut oublier les données planes sur les arbres ; par suite,
pour tout n P N,

PEpnq «
à

tPTbpnq
tpEq,

où Tbpnq désigne l’ensemble des arbres binaires (non plans) à n feuilles dont les feuilles sont
indexées. De plus, pour tout t P Tbpnq, si n ě 1 :

tpEq « Ep2qbpn´1q.

Par suite, dimPEpnq “ cardpTbpnqqdimpEp2qqn´1 pour tout n P N˚.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cardpTbpnqq 1 1 3 15 105 945 10 395 135 135 2 027 025 34 459 425 654 729 075

n 11 12 13 14

cardpTbpnqq 13 749 310 575 316 234 143 225 7 905 853 580 625 213 458 046 676 875

On montrera dans la section 12.3 que pour tout n ě 2, le cardinal de Tbpnq est 1.3.5 . . . p2n´3q “
p2n´ 3q!!.

En particulier, PEp3q est de la forme :

PEp3q “

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq { x, y P Ep2q

˛

‹

‹

‚

‘

¨

˚

˚

˝

2 3
1

px, yq { x, y P Ep2q

˛

‹

‹

‚

‘

¨

˚

˚

˝

1 3
2

px, yq { x, y P Ep2q

˛

‹

‹

‚

De plus, chacune des composantes de la décomposition est isomorphe (comme espace vectoriel)
à Ep2q b Ep2q.

L’action de S3 est donné par le tableau suivant :

e p1 2q p2 3q p1 3q p1 3 2q p1 2 3q
1 2

3

px, yq

1 2
3

px, yq

1 2
3

px, yq

1 3
2

px, yq

2 3
1

px, yq

2 3
1

px, yq

1 3
2

px, yq
2 3

1

px, yq

2 3
1

px, yq

1 3
2

px, yq

2 3
1

px, yq

1 2
3

px, yq

1 3
2

px, yq

1 2
3

px, yq
1 3

2

px, yq

1 3
2

px, yq

2 3
1

px, yq

1 2
3

px, yq

1 3
2

px, yq

1 2
3

px, yq

2 3
1

px, yq

On a de plus, pour tous pi, j, kq P tp1, 2, 3q; p2, 3, 1q; p1, 3, 2qu, x, y P Ep2q :

i j
k

px, yq “

k
i j

px, yq.
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6.2 Dualité

Soit n P N˚ et soit E un Sn-module à droite. On note E! la représentation duale de E
tensorisée avec la représentation signature. Autrement dit :

— Comme espace vectoriel, E! “ E˚.
— L’action de Sn sur E! est donnée de la manière suivante : pour tous σ P Sn, f P E!,

x P E, fσpxq “ εpσqfpxσ
´1
q. De manière équivalente : pour tous σ P Sn, f P E!, x P E :

pfσ, xσq “ εpσqpf, xq. (17)

où p, q désigne le couplage de dualité usuel.
Soit E “ pEpnqqnPN un S-module. On note E! “ pEpnq!qnPN. Il est immédiat que, lorsque

Epnq est de dimension finie pour tout n, P !
E est isomorphe à PE! . De manière plus précise,

décrivons l’isomorphisme entre P !
Ep3q et PE!p3q lorsque E est concentré en degré 2. On définit

un couplage p, q : PE!p3q ˆ PEp3q de la manière suivante :
pour tous pi, j, kq, pa, b, cq P tp1, 2, 3q; p2, 3, 1q; p1, 3, 2qu, x, y P Ep2q, f, g P Ep2q! :

¨

˚

˚

˝

i j
k

pf, gq,

a b
c

px, yq

˛

‹

‹

‚

“ δpi,j,kq,pa,b,cq ε

ˆˆ

1 2 3

i j k

˙˙

fpxqgpyq

“ 0 si k ‰ c,
“ fpxqgpyq si k “ c “ 1 ou k “ c “ 3,

“ ´fpxqgpyq si k “ c “ 2.

On vérifie aisément que ce couplage est non dégénéré et vérifie (17). Donc ce couplage permet
d’identifier PE!p3q et PEp3q!.

6.3 Opérades quadratiques

Définition 6.1. Une opérade quadratique est une opérade engendrée par un S-module E concen-
tré en degré 2 et de dimension finie et des relations R concentré en degré 3, i.e. de la forme
p0, 0, 0, Rp3q, 0, 0, . . .q, avec Rp3q Ď PEp3q. On notera une telle opérade PpEp2q, Rp3qq.

Exemple 6.1. Les opérades As, Com, Lie et Pois sont quadratiques.

Remarque 6.1. Dans ce cas, d’après l’exercice 3.1, PEpnq est de dimension finie pour tout n.
Par suite, si P est une opérade quadratique, Ppnq est de dimension finie pour tout n. De plus,
Pp0q “ p0q et Pp1q “ pIq.

Exercice 6.1. 1. Décrire toute les opérades quadratiques PpE,Rq telles que E soit le S2-
module trivial de dimension 1.

2. Décrire toute les opérades quadratiques PpE,Rq telles que E soit le S2-module signature
de dimension 1.

Les opérades quadratiques forment une sous-catégorie de la catégorie des opérades. Cette
sous-opérade sera notée OQ.

6.4 Algèbres enveloppantes d’une algèbre sur un opérade quadratique

Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique et soitA une P-algèbre. Donnons une présentation
par générateurs et relations de UPpAq. On a :

PEp3q “

1 2
3

pE,Eq ‘

1
2 3

pE,Eq ‘

2
1 3

pE,Eq.
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On considère les 3 applications suivantes :

T1 :

$

’

&

’

%

E b E ÝÑ PEp3q

pb q ÝÑ

1 2
3

pp, qq,

T2 :

$

’

&

’

%

E b E ÝÑ PEp3q

pb q ÝÑ

1
2 3

pp, qq,

T3 :

$

’

&

’

%

E b E ÝÑ PEp3q

pb q ÝÑ

2
1 3

pp, qq.

Alors tout élément p P PEp3q s’écrit de manière unique :

p “ T1pxpq ` T2pypq ` T2pzpq,

avec xp, yp, zp P E bE. Posons xp “ x
p1q
p b x

p2q
p , yp “ y

p1q
p b y

p2q
p et zp “ z

p1q
p b z

p2q
p . Alors UPpAq

est engendrée par Pp2q bA “ E bA et les relations : @p P R Ď Ep3q, a, b P A :

xp2qp b pxp1qp .pab bqq ` pyp2qp b aq.pyp1qp b bq ` pzp2qp b bq.pzp1qp b aq “ 0.

Notation 6.1. Soit A une algèbre associative non unitaire. On pose Ã “ A‘K, muni du produit
défini pour tous a, b P A par :

a.b “ ab , a.1 “ a , 1.a “ a , 1.1 “ 1.

Alors Ã est une algèbre associative unitaire d’élément neutre 1 P K. De plus, A est un idéal de
codimension 1 de Ã.

Exemple 6.2. 1. P “ Com. Alors E “ Km et R est de dimension 2, de base :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

“ pT1pmbmq ´ T2pmbmq, T3pmbmq ´ T2pmbmqq .

Par suite, si A est une algèbre associative et commutative, UCompAq est engendré par
KmbA « A et les relations :
(a) pmb pabq ´ pmb aq.pmb bq “ 0, ce qui donne a.b “ ab ;
(b) pm b bq.pm b aq ´ pm b aq.pm b bq “ 0, ce qui donne encore a.b “ ab, A étant

commutative.
Donc UCompAq est isomorphe à Ã.

2. P “ Lie. Alors E “ Kr´,´s (module signature engendré par r´,´s) et R est de dimen-
sion 1, de base :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pr´,´s, r´,´sq `

2 3
1

pr´,´s, r´,´sq `

3 1
2

pr´,´s, r´,´sq

˛

‹

‹

‚

“ pT1pr´,´s, r´,´sq ´ T2pr´,´s, r´,´sq ` T3pr´,´s, r´,´sq.
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Par suite, ULiepAq est engendrée par Kr´,´s bA « A et les relations :

r´,´s b ra, bs ´ pr´,´s b aq.pr´,´s b bq ` pr´,´s b bq.pr´,´s b aq “ 0,

ce qui donne a.b ´ b.a “ ra, bs. On obtient donc l’algèbre enveloppante habituelle d’une
algèbre de Lie.

3. P “ As. Alors Ep2q a pour base pm,mq ; R est de dimension 6 ; il s’agit du S3-module
librement engendré par :

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq.

Par suite, l’algèbre enveloppante d’une algèbre associative unitaire est engendrée par
Ep2qbA “ pmbAq‘pmbAq. On notera a “ mba et a “ mba. Cherchons les relations
dans UAspAq.
(a)

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq “ T1pmbmq ´ T2pmbmq,

ce qui donne mb pabq ´ pmb aq.pmb bq “ 0, ou encore a.b “ ab.
(b)

2 1
3

pm,mq´

2
1 3

pm,mq “

1 2
3

pm,mq´

2
1 3

pm,mq “ T1pmbmq´T3pmbmq,

ce qui donne mb pbaq ´ pmb bq.pmb aq “ 0 : on retrouve la relation (a).
(c)

1 3
2

pm,mq´

1
3 2

pm,mq “

2
1 3

pm,mq´

1
2 3

pm,mq “ T3pmbmq´T2pmbmq,

ce qui donne pmb aq.pmb bq ´ pmb bq.pmb aq “ 0, ou encore a.b “ b.a.
(d)

2 3
1

pm,mq´

2
3 1

pm,mq “

1
2 3

pm,mq´

2
1 3

pm,mq “ T2pmbmq´T3pmbmq,

ce qui donne pmb aq.pmb bq “ pmb bq.pmb aq : on retrouve la relation (c).
(e)

3 1
2

pm,mq´

3
1 2

pm,mq “

2
1 3

pm,mq´

1 2
3

pm,mq “ T3pmbmq´T1pmbmq,

ce qui donne pmb bq.pmb aq ´mb pabq “ 0, ou encore b.a “ ab.
(f)

3 2
1

pm,mq´

3
2 1

pm,mq “

1
2 3

pm,mq´

1 2
3

pm,mq “ T2pmbmq´T1pmbmq,

ce qui donne pmb aq.pmb bq ´mb pbaq “ 0 : on retrouve la relation (e). Par suite,
UAspAq est engendrée par deux copies de A, notÃ c©es A et A, et les relations :

a.b “ ab, a.b “ ba, a.b “ b.a.
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Donc UAspAq « AbAop.
Exercice 6.2. Soit A une algèbre de Poisson. Montrer que UPoispAq est engendrée par deux copies
A et A de A et les relations suivantes : pour tous a, b P A,

a.b “ ab, a.b´ b.a “ ta, bu,

a.b “ b.a` ta, bu, b.a` a.b “ ab.

Voici un exemple d’application des algèbres enveloppantes :

Proposition 6.2. 1. Il existe un unique morphisme d’opérades :

Θ1 :

"

Lie ÝÑ As
r´,´s ÝÑ m´m.

2. Il existe un unique morphisme d’opérades :

Θ2 :

"

As ÝÑ Com
m ÝÑ m.

3. Θ1 est injectif et Θ2 est surjectif. De plus, Θ2 ˝ Θ1 “ 0 sur Liepnq si n ě 1 et le noyau
de Θ2 est l’idéal de As engendré par pImpΘ1qpnqqně2.

Remarque 6.2. On peut résumer cette proposition en disant que l’on a une suite exacte d’opé-
rades :

0 // Lie Θ1 // As Θ2 // Com // 0

Démonstration. 1. Le sous-S2-module de Asp2q engendré par m ´m est un module signature.
Par suite, il suffit de montrer que m´m “ p vérifie :

X “

1 2
3

pp, qq `

2 3
1

pp, qq `

3 1
2

pp, qq “ 0.

Or :

X “

1 2
3

pm,mq ´

2 1
3

pm,mq ´

3
1 2

pm,mq `

3
2 1

pm,mq

`

2 3
1

pm,mq ´

3 2
1

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq `

1
3 2

pm,mq

`

3 1
2

pm,mq ´

1 3
2

pm,mq ´

2
3 1

pm,mq `

2
1 3

pm,mq

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

2 1
3

pm,mq ´

2
1 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

3 1
2

pm,mq ´

3
1 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

3 2
1

pm,mq ´

3
2 1

pm,mq

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

2 3
1

pm,mq ´

2
3 1

pm,mq

˛

‹

‹

‚

´

¨

˚

˚

˝

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq

˛

‹

‹

‚

“ 0.
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2. Le morphisme de S2-modules du module librement engendré par m sur le module trivial
engendré par m envoyant m sur m se prolonge en un morphisme d’opérades de As dans Com,
étant données les relations définissant As et Com.

3. Surjectivité de Θ2 : immédiat, car l’image de Θ2 contient m, qui engendre Com.
Injectivité de Θ1 : on note Lie1 l’image de Lie dansAs. Il suffit de montrer que Lie1pnq a même

dimension que Liepnq pour tout n P N. Soit V un espace vectoriel quelconque, L une algèbre de
Lie et f : V ÝÑ L une application linéaire. Comme ULiepLq est une algèbre associative, il existe
un unique morphisme d’algèbre associative f rendant le diagramme suivant commutatif :

TAspV q
f // ULiepLq

V
f //?�

OO

L
?�

OO

L’injection Lie1 ÝÑ Lie induit une application TLie1pV q ÝÑ TAspV q, coïncidant avec l’identité
sur V . Comme Lie1 est une opérade quotient de Lie, TLie1pV q est munie d’une structure d’algèbre
de Lie ; elle est de plus engendrée par V pour cette structure. Il y a donc un unique morphisme
d’algèbres de Lie noté f 1 rendant le diagramme suivant commutatif :

TAspV q
f

%%LL
LLL

LLL
LL

TLie1pV q

OO

f
1

// ULiepLq

V
f //?�

OO

L
?�

OO

De plus, comme l’algèbre de Lie TLie1pV q est engendrée par V , l’image de f 1 est contenue dans
la sous-algèbre de Lie de ULiepLq engendrée par L, c’est-à-dire L. Par suite, il existe un unique
morphisme d’algèbres de Lie f 1 rendant le diagramme suivant commutatif :

TLie1pV q
f
1

##H
HH

HH
HH

HH

V
f //?�

OO

L

Par suite, TLie1pV q est librement engendrée par V comme algèbre de Lie et est donc isomorphe à
TLiepV q. En prenant V de dimension n et en comparant les dimensions de la partie multilinéaire
de degré n de ces algèbres, on obtient le résultat annoncé.

Enfin, considérons l’idéal I deAs engendré par leS2-module engendré parm´m. Clairement,
I est l’idéal engendré par pImpΘ1qpnqqně2. De plus, I est le noyau de Θ2, ce qui implique que
Θ2 ˝Θ1 “ 0 et l’assertion sur le noyau de Θ2.

6.5 Dualité de Koszul

Définition 6.3. [10, 15] Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique. L’opérade quadratique
duale est P ! “ PpE!, RKq où RK est l’orthogonal de R dans la dualité entre PE!p3q et PEp3q
(paragraphe 6.2).

Remarque 6.3. Par bidualité, si E est de dimension finie, E!! s’identifie avec E. Dans ce cas, on
a immédiatement P !! « P.
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Exemple 6.3. prenons P “ As, c’est-à-dire que E est le S2-module libre engendré par m et R le
sous-S3-module engendré par :

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq.

Par suite, E est de dimension 2, PEp3q est de dimension 12 et R est de dimension 6.
Une base de E est pm,mq. On note pm˚,m˚q la base duale. Alors pm˚,mq “ ´pm˚,mq “ 0 et

pm˚,mq “ ´pm˚,mq “ 1. Donc m˚ “ ´m˚. Par suite, en posant p “ m˚, p engendre librement
E! et donc E! est isomorphe à E. On identifie alors E avec E! en envoyant m sur p. Le couplage
entre E et lui-même est alors donné par :

pm,mq “ 1, pm,mq “ 0, pm,mq “ 0, pm,mq “ ´1.

Fixons pi, j, kq P tp1, 2, 3q ; p2, 1, 3q ; p2, 3, 1q ; p3, 2, 1q ; p1, 3, 2q ; p3, 1, 2qu.
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

i j
k

pm,mq ´

i
j k

pm,mq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

2 3
1

pm,mq,

i j
k

pm,mq ´

j k
i

pm,mq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq,

i j
k

pm,mq

˛

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˝

2 3
1

pm,mq,

j k
i

pm,mq

˛

‹

‹

‚

` 0

“ 0 si pi, j, kq ‰ p1, 2, 3q
“ pm,mqpm,mq ` pm,mqpm,mq “ 1´ 1 “ 0 si pi, j, kq “ p1, 2, 3q.

On en déduit que le sous-module engendré par

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq est inclus dans RK.
Par suite, R Ď RK. Comme dimpRKq “ 12´ 6 “ 6 “ dimpRq, R “ RK. On a donc As! « As.

Exercice 6.3. Décrire l’opérade duale de chacune des opérades quadratiques engendrée par un
S2-module de dimension 1.

Théorème 6.4. As! “ As, Com! “ Lie et Lie! “ Com.

Exercice 6.4. Montrer que Pois! “ Pois.

Soient P “ PpEP , RP q, Q “ PpEQ, RQq deux opérades quadratiques et soit φ : P ÝÑ Q un
morphisme d’opérades. Alors il existe un unique morphisme d’opérades φ rendant le diagramme
suivant commutatif :

PEP
φ //

πP
����

PEQ
πQ
����

P
φ

// Q

(les flèches verticales sont les surjections canoniques). Alors πQ ˝φpRP q “ φ˝πP pRP q “ 0, donc
φpRP q Ď KerpπQqp3q “ RQ, ou encore RP Ď φ

´1
pRQq.
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En transposant, on a un morphisme d’opérades φ˚ : PE!
Q
“ PE

Q!
ÝÑ PE!

P
“ PE

P !
. De plus :

φ
˚
pRQ!q “ φ

˚
pRKQq “

´

φ
´1
pRQq

¯K

Ď RKP “ RP ! .

Par suite, il existe un unique morphisme d’opérades φ! rendant le diagramme suivant commutatif :

PE
Q!

φ
˚

//

π
Q!

����

PE
P !

π
P !
����

Q!

φ!
// P !

Plus précisément, φ! est l’unique morphisme d’opérades coïncidant avec φ˚ : E!
Q ÝÑ E!

P sur
Q!p2q “ E!

Q. Cette construction est factorielle et donc ! définit un foncteur contravariant de OQ
dans elle-même.

Soit R “ PpER, RRq une opérade quadratique. On considère l’unique morphisme d’opérades
noté i!!R : R ÝÑ pR!q! coïncidant avec l’identification canonique de ER et pE!

Rq
! sur ER “ Rp2q.

Alors i!!R est un isomorphisme d’opérades. De plus, le diagramme suivant commute :

P
i!!P //

φ

��

pP !q!

pφ!q!

��
Q

i!!Q

// pQ!q!

En résumé :

Théorème 6.5. 1. ! est un foncteur contravariant de OQ dans elle-même. Il est appelé
foncteur dualité de Koszul.

2. !˝! est naturellement équivalent au foncteur IdOQ. Une équivalence naturelle de IdOQ à
!˝! est donnée par i!!.

Exercice 6.5. Reprenons les morphismes définis dans la proposition 6.2. Montrer que Θ!
1 “ Θ2

et que Θ!
2 “ Θ1.

7 Produits de Manin sur les opérades quadratiques

7.1 Produits tensoriels d’opérades libres

Soient E et F deux S-modules tels que PEpnq et PF pnq soient de dimension finie pour tout
n. Par propriété universelle, il existe un morphisme d’opérades :

ΘE,F :

"

PEbF ÝÑ PE b PF
ab b P E b F ÝÑ ab b P E b F Ď PE b PF .

Soit t P Tn, s1, . . . , sk ses sommets. Alors ΘE,F envoie l’arbre t dont le sommet si est décoré par
pi b qi sur l’arbre t dont le sommet si est décoré par pi, tensorisé avec l’arbre t dont le sommet
si est décoré par qi. Par suite, ΘE,F est injectif.

Soient A et B deux S-modules tels que Apnq et Bpnq sont de dimension finie pour tout n.
Notons Ab̃B le produit tensoriel A b B sur lequel Sn agit de la manière suivante : pa b bqσ “
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εpσqaσ b bσ. Notons que pAbBq! « A!b̃B!.

On considère la transposée Θ1E,F “ Θ˚
E!,F ! :

Θ1E,F :

"

pPE! b PF !q! « P !
E!b̃P !

F ! « PEb̃PF ÝÑ P !
E!bF ! « PpE!bF !q! « PEb̃F

Θ1E,F : PEb̃PF ÝÑ PEb̃F

Alors Θ1E,F est surjectif.

7.2 Définitions et propriétés des produits de Manin

Soient P “ PpEP , RPq et Q “ PpEQ, RQq deux opérades quadratiques. On note P ˝ Q la
sous-opérade de P bQ engendrée par Pp2q bQp2q “ EP bEQ. On a le diagramme commutatif
suivant :

PEPbEQ
π1 // //

� _

ΘEP ,EQ
��

P ˝Q� _

��
PEP b PEQ π2

// // P bQ

Par suite, Kerpπ1q “ Θ´1
EP ,EQ

pKerpπ2qq. Comme Kerpπ2q est l’idéal engendré par RP b PEQ `

PEP bRQ, Kerpπ1q est l’idéal engendré par :

RP˝Q “ Θ´1
EP ,EQ

pRP b PEQp3q ` PEQp3q bRQq.

Par suite, P ˝Q est une opérade quadratique.

Proposition 7.1. Soient P,Q,R trois opérades quadratiques.

1. pP ˝Qq ˝R « P ˝ pQ ˝Rq.

2. P ˝Q « Q ˝ P.

3. P ˝ Com « Com ˝ P « P.

Démonstration. 1. En effet, ces deux opérades sont isomorphes à la sous-opérade de P b
QbR engendrée par Pp2q bQp2q bRp2q.

2. Car P bQ « Qb P.

3. Car P b Com « P, Compnq étant trivial pour tout n ě 1.

Soient P,Q deux opérades quadratiques. On définit P ‚Q “ PpEPb̃EQ, RP‚Qq avec :

RP‚Q “ Θ1EP ,EQpRPb̃RQq Ď PEP b̃EQ
p3q.

Proposition 7.2. Soient P,Q,R trois opérades quadratiques.

1. pP ‚Qq! « P ! ˝Q!.

2. pP ‚Qq ‚R « P ‚ pQ ‚Rq.

3. P ‚Q « Q ‚ P.

4. P ‚ Lie « Lie ‚ P « P.
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Démonstration. 1. On a immédiatement :

pEPb̃EQq
! “ EP ! b EQ! ,

RKP‚Q “
”

Θ1EP ,EQpRPb̃RQq
ıK

“ Θ´1
EP! ,EQ!

ppRPb̃RQq
Kq

“ Θ´1
EP! ,EQ!

pRKP b PEQ!
p3q ` PEQ!

p3q bRKQq

“ Θ´1
EP! ,EQ!

pRP ! b PEQ!
p3q ` PEQ!

p3q bRQ!q

“ RP !˝Q! .

Le résultat en découle immédiatement.

2 – 4 : se prouvent en passant au dual de Koszul et en se rappelant que Com! “ Lie.

7.3 Application

Soient P, Q deux opérades quadratiques. On a un morphisme de S2-modules donné par la
coévaluation :

can : EQ ÝÑ pEP !b̃EPq b EQ ÝÑ pEP !b̃EQq b EP .

Par suite, on a des morphismes d’opérades :

PEQ
//

����

PE!
P b̃EQ

b PEP

����
Q pP ! ‚Qq b P

Lemme 7.3. Il existe un unique morphisme d’opérades Φ rendant le diagramme suivant com-
mutatif :

PEQ
//

����

PE!
P b̃EQ

b PEP

����
Q

Φ
//____ pP ! ‚Qq b P

Ce morphisme prolongeant can, il est à valeur dans la sous-algèbre de pP ! ‚ Qq b P engendrée
par pP ! ‚Qqp2q b Pp2q, c’est-à-dire pP ! ‚Qq ˝ P.

Démonstration. il suffit de montrer que :

canpRQq Ď RP !‚Qb̃PEP p3q`PE!
P‚EQ

p3qbRP “ Θ1EP! ,EQpR
K
PbRQqb̃PEP p3q`PE!

P‚EQ
p3qbRP .

Soit pfjqjPJ une base de RP , complétée en une base pfiqiPI de PEP p3q. Soit pf
˚
i qiPI la base duale

de PE!
P
p3q. Alors une base de RP ! “ RKP est pf˚k qkPI´J . Par suite, pour tout q P RQ :

canpqq “
ÿ

iPI

Θ1
E!

P ,EQ
pf˚i b qq b fi

“
ÿ

jPJ

Θ1
E!

P ,EQ
pf˚j b qq b fj P PE!

P‚EQ
p3q bRP

`
ÿ

kPI´J

Θ1
E!

P ,EQ
pf˚k b qq b fk P Θ1EP! ,EQpR

K
P bRQqb̃PEP p3q.
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Proposition 7.4. Soient P, Q deux opérades, peiqiPI une base de EP , pe˚i qiPI la base duale
de EP ! . Alors il existe un unique morphisme d’opérades Φ : Q ÝÑ pP ! ‚ Qq ˝ P prolongeant
l’application suivante :

φ :

$

&

%

EQ ÝÑ EP ! b EQ b EP
q ÝÑ

ÿ

iPI

e˚i b q b ei.

Corollaire 7.5. Soit P une opérade, peiqiPI une base de EP , pe˚i qiPI la base duale de EP !. Alors
il existe un unique morphisme d’opérade Lie ÝÑ P ! ˝ P, envoyant r´,´s sur

ÿ

iPI

e˚i b ei.

Démonstration. d’après la proposition précédente, pour Q “ Lie, un unique morphisme d’opé-
rades Φ : Lie ÝÑ pP ! ‚ Lieq ˝ P prolongeant l’application suivante :

φ :

$

&

%

Kr´,´s ÝÑ EP ! bKb EP
r´,´s ÝÑ

ÿ

iPI

e˚i b r´,´s b ei.

Par suite, on a un morphisme d’opérades :

Lie ÝÑ pP ! ‚ Lieq ˝ P ÝÑ P ! ˝ P ÝÑ P ! b P
r´,´s ÝÑ

ÿ

iPI

e˚i b r´,´s b ei ÝÑ
ÿ

iPI

e˚i b ei ÝÑ
ÿ

iPI

e˚i b ei.

Remarque 7.1. Par suite, si A est une P !-algèbre et B une P-algèbre, alors la P ! b P-algèbre
AbB est naturellement munie d’une structure d’algèbre de Lie.

Exemple 7.1. 1. P “ As, alors P ! “ As et le couplage entre Asp2q et lui-même est donné
par :

pm,mq “ 1 , pm,mq “ pm,mq “ 0 , pm,mq “ ´1.

Par suite, la base duale de la base pm,mq est pm,´mq. L’image du crochet de Lie est
donné par m bm ´m bm. Si A et B sont deux algèbres associatives, A b B est donc
munie d’une structure d’algèbre de Lie donnée par :

ra1 b b1, a2 b b2s “ a1a2 b b1b2 ´ a2a1 b b2b1.

2. P “ Com, alors P ! “ Lie et le couplage entre Comp2q et Liep2q est donné par :

pm, r´,´sq “ 1

Par suite, la base duale de la base pmq est pr´,´sq. L’image du crochet de Lie est donné
par mb r´,´s. Si A est une algèbre associative et B sont une algèbre de Lie, AbB est
donc munie d’une structure d’algèbre de Lie donnée par :

ra1 b b1, a2 b b2s “ a1a2 b rb1, b2s.

Exercice 7.1. Soient A et B deux algèbres de Poisson. Donner la structure d’algèbre de Lie de
AbB.

8 Opérades différentielles graduées

8.1 Espaces différentiels gradués

Rappelons la description de la catégorie dgVect des espaces différentiels gradués :
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1. Les objets sont les espaces vectoriels Z-gradués V “ pViqiPZ, munis d’une application
linéaire d : V ÝÑ V appelée différentielle, homogène de degré 1 telle que d ˝ d “ 0 (i.e.
les objets de dgVect sont les complexes).

2. Les morphismes sont les applications linéaires f homogènes de degré 0 rendant le dia-
gramme suivant commutatif :

E

d
��

f // F

d
��

E
f // F

3. dgVect est munie d’un produit tensoriel donné par :

(a) pV bW qn “
à

i`j“n

Vi bWj pour tout n P Z ;

(b) Pour tous v P Vi, w PWj , dpv b wq “ dpvq b w ` p´1qiv b dpwq.

4. dgVect est une catégorie tensorielle symétrique dont la volte est donnée de la manière
suivante :

c :

"

V bW ÝÑ W b V
v b w P Vi bWj ÝÑ p´1qijw b v.

Notation 8.1. Par la suite, tous les éléments que l’on considèrera dans un objet de dgVect seront
supposés homogènes. Le degré d’un élément x sera noté |x|.

Soit V un espace vectoriel différentiel gradué. Alors la volte de dgVect induit une action (à
gauche) de Sn sur V bn. Cette action est donnée par :

pi i` 1q.pv1 b . . .b vnq “ p´1q|vi||vi`1|pv1 b . . .b vi`1 b vi b . . .b vnq.

L’action d’un élément Sn est donnée de la manière suivante :

σ.pv1 b . . .b vnq “ p´1qnσvσ´1p1q b . . .b vσ´1pnq,

avec nσ “
n
ÿ

i“1

ÿ

jăi,
σpjqąσpiq

|vi||vj |.

On a un foncteur de catégorie tensorielle symétrique F de Vect dans dgVect donné de la
manière suivante :

1. F pV q0 “ V , F pV qn “ p0q si n ‰ 0 (n P Z).
2. d “ 0.

Dans la suite, on identifiera Vect et la sous-catégorie F pVectq de dgVect.

Si E est un objet de dgVect, n P Z, Erns est l’objet de dgVect défini par :

1. Pour tout i P Z, la composante de degré i de Erns est En`i.

2. La différentielle de E est la différentielle de d.

Si E est un objet de dgVect, E˚ est l’objet de dgVect défini par :

1. Pour tout i P Z, la composante de degré i de E˚ est le dual de E´i.

2. La différentielle de E˚ est la transposée de la différentielle de d.
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8.2 Opérades différentielles graduées

On remplace la catégorie V ect par dgVect. On considère les opérades dans cette catégorie.

Définition 8.1. Une dg-opérade P est la donnée d’une collection pPpnqqnPN d’espaces vectoriels
différentiels gradués et pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, d’une application ˝ pn ` 1q-linéaire
homogène de degré 0 :

˝ :

"

Ppkq ˆ Ppn1q ˆ . . .ˆ Ppnkq ÝÑ Ppn1 ` . . .` nkq
pp, p1, . . . , pkq ÝÑ p ˝ pp1, . . . , pkq,

vérifiant les propriétés suivantes :

Associativité : pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, nji P N, p1 ď i ď k, 1 ď j ď ni) et pour
tous p P Ppkq, pi P Ppniq, pji P Ppn

j
i q :

p ˝ pp1 ˝ pp
1
1, . . . p

n1
1 q, . . . , pk ˝ pp

1
k, . . . , p

nk
k qq

“ pp ˝ pp1, . . . , pkqq ˝ pp
1
1, . . . , p

n1
1 , . . . , p1

k, . . . , p
nk
k q. (18)

Élément neutre : il existe I P Pp1q0 tel que pour tous n P N, p P Ppnq :

p ˝ p

n
hkkikkj

I, . . . , Iq “ p, (19)
I ˝ p “ p. (20)

Compatiblité avec la différentielle : pour tous k P N, n1, . . . , nk P N et pour tous p P Ppkq,
pi P Ppniq :

dpp ˝ pp1, . . . , pkqq (21)

“ dppq ˝ pp1, . . . , pkq `
k
ÿ

i“1

p´1q|p1|`...`|pi´1|p ˝ pp1, . . . , pi´1, dppiq, pi`1, . . . , pkq.

De plus, pour tout n P N, i P Z, Ppnqi est muni d’une structure de Sn-module à droite, avec les
compatibilités suivantes :

Compatiblité entre l’action de Sn et la composition : pour tous k P N, n1, . . . , nk P
N, pour tous p P Ppkq, pi P Ppniq, pour tous σ P Sk, τi P Sni :

“ p´1qnσ
´

p ˝ pp1, . . . , pkq
σ˝pτσp1q,...,τσpkqq

¯

“ pσ ˝
´

p
τσp1q
σp1q , . . . , p

τσpkq
σpkq

¯

, (22)

où σ ˝ pτ1, . . . , τkq est décrit par (4).

Compatiblité de l’action de Sn et de la différentielle : pour tout n P N, σ P Sn, x P
Ppnq :

dpxσq “ dpxqσ. (23)

Exemple 8.1. Le foncteur F de Vect dans dgVect permet de considérer les opérades comme des
dg-opérades en posant :

1. Ppnq0 “ Ppnq et Ppnqk “ p0q si k ‰ 0 ;

2. d “ 0 sur Ppnq.
On définit les notions d’idéaux de dg-opérades, de sous-dg-opérades, de dg-opérades quotients

et de morphismes de dg-opérades de manière semblable au cas des opérades.

Lemme 8.2. Soit P une dg-opérade. Alors Kerpdq est une sous-dg-opérade de P. De plus,
Impdq Ď Kerpdq et Impdq est un idéal de Kerpdq.
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Démonstration. de manière évidente, Impdq et Kerpdq sont stables par d. De plus, par (23),
Kerpdq et Impdq sont stables sous l’action de S. De plus, (21) implique que Kerpdq est stable par
˝. Montrons que I P Kerpdq : dpI ˝ Iq “ dpIq “ dpIq ˝ I ` I ˝ dpIq “ 2dpIq, donc dpIq “ 0. Par
suite, Kerpdq est une sous-dg-opérade de P.

Comme d ˝ d “ 0, Impdq Ď Kerpdq. Soit p P Impdqpkq, p1, . . . , pk P Kerpdq, montrons que
p ˝ pp1, . . . , pkq P Impdq. D’après (21), en posant p “ dpqq, dpq ˝ pp1, . . . , pkqq “ p ˝ pp1, . . . , pkq `
0 car les pi sont dans Kerpdq. Soient pi P Impdq, p P Kerpdqpkq, p1, . . . , pi´1, pi`1, . . . , pk P
Kerpdq. Montrons que p ˝ pp1, . . . , pkq P Impdq. D’après (21), en posant pi “ dpqiq, on a dpp ˝
pp1, . . . pi´1, qi, pi`1, . . . , pkqq “ 0` p´1q|p1|`...`|pi´1|p ˝ pp1, . . . , pkq, d’où le résultat.

La dg-opérade quotient
Kerpdq

Impdq
est notée HpPq.

Remarque 8.1. 1. Lorsque la différentielle de P est nulle (par exemple si P est une opérade),
alors HpPq « P.

2. la différentielle de HpPq est nulle. Par suite, HpHpPqq « HpPq.
3. Soient P1, P2 deux dg-opérades. Tout morphisme de dg-opérades de P1 dans P2 induit

un morphisme de dg-opérades de HpP1q dans HpP2q.

Définition 8.3. Soient P1,P2 deux dg-opérades et Φ : P1 ÝÑ P2. On dira que Φ est un quasi-
isomorphisme si le morphisme induit par Φ de HpP1q dans HpP2q est un isomorphisme.

8.3 Opérades différentielles graduées libres

Par analogie avec le cas des opérades, on introduit une catégorie tensorielle dg ´ T définie
comme suit :

1. Les objets de dg ´ T sont les S-modules différentiels gradués, c’est-à-dire les collections
d’espaces différentiels gradués E “ pEpnqqnPN, telles que pour tout n P N, Sn agit sur
Epnq par automorphisme d’espace différentiel gradué (i.e. de façon homogène de degré 0
et en commutant à l’action de la différentielle).

2. Les morphismes sont les morphismes de S-modules différentiels gradués, i.e. les mor-
phismes de S-modules homogènes de degré 0 commutant à l’action des différentielles.

Soient E1, . . . , Ek des objets de dg´T . L’objet E1˛ . . .˛Ek est décrit de la manière suivante :

1. Pour tout n P N, E1 ˛ . . . ˛ Ekpnq est linéairement engendré par l’ensemble des arbres
plans pE1, . . . , Ekq-admissibles à n entrées, les sommets décorés étant linéaires en leurs
décorations. De plus, E1˛. . .˛Ekpnq est muni des relations suivantes : pour tout arbre plan
t pE1, . . . , Ekq-admissible, tout sommet s de t, e la décoration de s, en notant t1, . . . , tl
les sous-arbres plans issus de s, pour tout σ P Sl :

t1
. . .

tl

eσ

“

tσ´1p1q
. . .
tσ´1plq

e

(24)

2. L’action de Sn est donné par action à droite sur les indices des entrées : l’image par σ
d’un arbre consiste à changer l’indice de l’entrée i par σ´1piq pour tout 1 ď i ď n.

3. La graduation de E1 ˛ . . . ˛ Ekpnq est héritée des graduations des Eipjq.

4. Pour définir la différentielle, nous nécessitons la définition suivante : pour tout arbre
plan t pE, . . . , Eq-admissible, toute arête a de cet arbre, tel que : on pose alors εa “
p´1q|t1|`...`|ti´1|. Pour tout sommet s de l’arbre, il existe un unique trajet a1, . . . , al de
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la racine de l’arbre vers s. On pose alors εs “ εa1 . . . εal . On peut définir la différentielle
par :

dptq “
ÿ

s sommet intérieur de t

εs.p arbre obtenu en remplaceant la décoration p de s par dppqq.

De plus, cette définition est compatible avec les relations (24).
Comme dans le cas des opérades, on vérifie que dg ´ T est une catégorie tensorielle. On vérifie
également le résultat suivant :

Théorème 8.4. Les algèbres dans la catégorie dg ´ T sont les opérades.

On peut donc décrire les dg-opérades libres, par analogie avec le cas des opérades. Soit E un
S-module différentiel gradué. Décrivons PE , la dg-opérade librement engendrée par E.

1. Pour tout n P N, PEpnq est linéairement engendré par l’ensemble TnpEq des arbres plans
à n entrées dont chaque sommet intérieur s est décoré par un élément de Epfsq, où fs est
la fertilité de s (les sommets étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont
indexées. De plus, on a les relations suivantes : Pour tout arbre t P PEpnq, tout sommet s
de t, e la décoration de s, en notant t1, . . . , tl les sous-arbres issus de s, pour tout σ P Sl :

t1
. . .

tl

eσ

“

tσ´1p1q
. . .
tσ´1plq

e

2. L’action de Sn est donné par action à droite sur les indices des entrées : l’image par σ
d’un arbre consiste à changer l’indice de la feuille i par σ´1piq pour tout 1 ď i ď n puis
à multiplier l’arbre ainsi obtenu par p´1qnσ .

3. La composition est définie de la manière suivante : pour tout t P Epkq, ti P Epniq,
1 ď i ď k, t˝pt1, . . . , tnq est l’arbre plan obtenu en greffant ti sur l’entrée indexée par i de
t pour tout i. Les entrées de l’arbre plan sont réindexées de la manière suivante : l’entrée
de ti indexée par j est réindexée par j ` n1 ` . . .` ni´1.

4. L’élément neutre de PE est |P PEp1q. PEpnq hérite naturellement d’une graduation induite
des graduations de Epkq, k P N.

5. La différentielle est définie par :

dptq “
ÿ

s sommet intérieur de t

εs.p arbre obtenu en remplaceant la décoration p de s par dppqq.

(25)

Remarque 8.2. Lorsque E est en fait un S-module, l’opérade librement engendrée par E et
l’opérade différentielle graduée librement engendrée par E coïncident.

PE vérifie la propriété universelle suivante :

Théorème 8.5. Soit E un S-module différentiel gradué, P une dg-opérade et φ : E ÝÑ P un
morphisme de S-modules différentiels gradués (i.e un morphisme de dgVect commutant à l’action
des groupes Sn). Alors il existe un unique morphisme Φ de dg-opérades rendant le diagramme
suivant commutatif :

PE
Φ

  B
B

B
B

E

i

OO

φ
// P

où i est l’injection canonique de E dans PE.
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Par analogie avec les cas des opérades :

PEpnq “

˜

à

tPTn

tpEq

¸

p24q
.

Soit t P Tn et soit t un plongement de t dans le plan. La relation (24) implique que l’image
de tpEq dans le quotient de PEpnq ne dépend pas du choix de t. Par suite, en notant tpEq l’image
de tpEq dans PEpnq, on a :

PEpnq “
à

tPTn

tpEq.

Les éléments de tpEq sont des combinaisons linéaires d’arbres (non plans) à n entrées dont chaque
sommet intérieur s est décoré par un élément de Epfsq, où fs est la fertilité de s (les sommets
étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont indexées.

De plus, pour tout t P Tn, en notant ni le nombre de sommets intérieurs de t de fertilité i :

tpEq «
â

iPN
Epiqbni .

8.4 dg-algèbres sur une dg-opérade

Soit V un espace différentiel gradué. Soient n P N, k P Z. Soit dgLV pnqk l’espace des appli-
cations linéaires de V bn dans V homogènes de degré k, c’est-à-dire :

dgLV pnqk “
à

a1,...,anPZ
LpVa1 b . . .b Van , Va1`...`an`kq.

On pose :
dgLV pnq “

à

kPZ
dgLV pnqk.

Remarquons que pour tout n P N, dgLV pnq “ LV pnq “ LpV bn, V q si, et seulement si, V est de
dimension finie. dgLV pnq est munie d’une différentielle de la manière suivante :

dpfqpa1 b . . .b anq “ dpfpa1 b . . .b anqq

` p´1q|f |
n
ÿ

j“1

p´1q|a1|`...`|aj´1|fpa1 b . . .b aj´1 b dpajq b aj`1 b . . .b anq.

Par suite, dgLV pnq est un dg-espace vectoriel. De plus, dgLV “ pdgLV pnqqnPN est munie d’une
structure d’opérade différentielle de la manière suivante :

pf ˝ pg1, . . . , gkqqpv
1
1 b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q “ fpg1pv

1
1 b . . . v

n1
1 q b . . .b gkpv

1
k b . . .b v

nk
k qq,

avec la convention V 0 “ K. Son élément neutre est Id P dgLV p1q0. L’action de Sn est donnée
par :

fσpa1 b . . .b anq “ p´1qnσfpaσ´1p1q b . . .b aσ´1pnqq.

Définition 8.6. Soit P une dg-opérade. Une P-dg-algèbre est un couple pV, ρq où V est un
dg-espace et ρ un morphisme de dg-opérades de P dans dgLV .

De manière équivalente, une P-dg-algèbre est un dg-espace V muni pour chaque n P N d’une
application :

"

Ppnq b V bn ÝÑ V
pb pv1 b . . .b vnq ÝÑ p.pv1 b . . .b vnq,

telle que :
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1. Pour tout p P Ppnqk, l’action de p sur V est homogène de degré k.

2. pour tout p P Ppnq, v1, . . . , vn P V :

dppq.pv1 b . . .b vnq “ dpp.pv1 b . . .b vnqq (26)

` p´1q|p|
n
ÿ

i“1

p´1q|v1|`...`|vi´1|p.pv1 b . . .b vi´1 b dpviq b vi`1 b . . .b vnq.

3. Pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, p P Ppnq, pi P Ppniq, vji P V (1 ď i ď k, 1 ď j ď ni) :

pp ˝ pp1, . . . , pnqq.pv
1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q (27)

“ p.pp1.pv1 b . . .b v
n1
1 q b . . .b pk.pv

1
k b . . .b v

nk
k qq.

4. Pour tout v P V , I.v “ v.

5. Pour tout n P N, p P Ppnq, σ P Sn, v1, . . . , vn P V :

pσ.pv1 b . . .b vkq “ p´1qnσp.pvσp1q b . . .b vσpnqq. (28)

8.5 dg-algèbres libres

Soit P une dg-opérade et soit V un dg-espace quelconque. On pose :

TPpV q “
`8
à

n“0

Ppnqb̃SnA
bn,

où b̃Sn signifie qu’on a les relations :

p´1qnσpb̃Snaσ´1p1q b . . .b aσ´1pnq “ pσb̃Sna1 b . . .b an.

Par la suite, on notera b̃ à la place de b̃Sn pour ne pas alourdir les notations. Les graduations
de P et de A induisent une graduation de TPpV q. On munit TPpV q d’une différentielle par la
formule suivante :

dppb̃pv1 b . . .b vnqq “ dppqb̃pv1 b . . .b vnq (29)

` p´1q|p|
n
ÿ

j“1

p´1q|v1|`...`|vi´1|pb̃pv1 b . . .b vi´1 b dpviq b vi`1 b . . .b vnq.

Munissons TPpV q d’une structure de P-algèbre. On pose :

p.ppp1b̃pv1
1 b . . .b v

n1
1 qq b . . .b ppkb̃pv1

k b . . .b v
nk
k qqq

“ p ˝ pp1, . . . , pkqb̃pv
1
1 b . . .b v

n1
1 b . . .b v1

k b . . .b v
nk
k q.

Comme dans le cas des opérades, on vérifie facilement que ceci définit bien une dg-opérade.
On a de plus la propriété universelle suivante :

Théorème 8.7. Soient V un dg-espace, A une P-dg-algèbre, φ : V ÝÑ A un morphisme de
dg-espaces. Il existe un unique morphisme Φ de P-dg-algèbres rendant le diagramme suivant
commutatif :

TPpV q

Φ

""F
F

F
F

F

V
φ

//

i

OO

A
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Exemple 8.2. 1. P “ As : supposons V entièrement gradué en degré ´1. Comme KrSns est
un Sn-module libre, pour tout n ě 1, on a un isomorphisme :

"

V bn ÝÑ TAspV qn
v1 b . . .b vn ÝÑ Idnb̃pv1 b . . .b vnq.

De plus, le produit est donné de la manière suivante : pour tous v1, . . . , vn, w1, . . . , wm P
V :

pIdn b pv1 b . . .b vnqq.pIdm b pw1 b . . .b wmqq

“ Id2 ˝ pIdn, Idmq b pv1 b . . . vn b w1 b . . .b wmq

“ Idn`m b pv1 b . . . vn b w1 b . . .b wmq.

Par suite, TAspV q est T`pV q “
à

ně1

V bn munie du produit suivant :

pv1 b . . .b vnq.pw1 b . . .b wmq “ v1 b . . .b vn b w1 b . . .b wm.

2. P “ Com : supposons V entièrement gradué en degré ´1. alors Ppnq est un Sn-module
trivial pour tout n ě 1. Par suite, pour tous v1, . . . , vn P V , σ P Sn :

1nb̃pv1 b . . .b vnq

“ 1σnb̃pv1 b . . .b vnq

“ p´1qnσ1nb̃pvσ´1p1q b . . .b vσ´1pnqq

“ εpσq1nb̃pvσp1q b . . .b vσpnqq.

Pour tout n ě 1, on a donc un isomorphisme :
"

ΛnpV q ÝÑ TCompV qn
v1 ^ . . .^ vn ÝÑ 1nb̃pv1 b . . .b vnq.

Par suite, TCompV q est ΛpV q “
à

ně1

ΛnpV q. De manière semblable au cas de As, on montre

que le produit est donné par :

pv1 ^ . . .^ vnq.pw1 ^ . . .^ wmq “ pv1 ^ . . .^ vn ^ w1 ^ . . .^ wmq.

9 P-cogèbres et P-cogèbres différentielles graduées

9.1 P-cogèbres

Définition 9.1. (Voir [19]). Soit P une opérade. Une P-cogèbre est un espace vectoriel C muni
pour tout n P N d’une application :

∆ :

"

Ppnq ÝÑ LpC,Cbnq
p ÝÑ ∆p,

vérifiant les conditions suivantes :

1. @k P N, n1, . . . , nk P N, p P Ppkq, pi P Ppniq :

∆p˝pp1,...,pkq “ p∆p1 b . . .b∆pkq ˝∆p. (30)

2. Si I P Pp1q est l’élément neutre de P, ∆I “ IdC .

45



3. Pour tous n P N, p P Ppnq, σ P Sn, x P C :

∆pσpxq “ ∆ppxq
σ, (31)

où Sn agit sur Cbn de la manière suivante : px1 b . . .b xnq
σ “ xσp1q b . . .b xσpnq.

Exemple 9.1. 1. Si A est une P-algèbre de dimension finie, A˚ est muni d’une structure de
P-cogèbre en transposant l’action de p P Ppnq pour tout p.

2. Réciproquement, si C est une P-cogèbre, son dual C˚ est muni d’une structure de P-
algèbre par transposition.

Lorsque P “ PpE,Rq est une opérade quadratique, une P-cogèbre est un espace vectoriel C
munie d’une application :

∆ :

"

E ÝÑ LpC,Cbnq
p ÝÑ ∆p,

vérifiant :

1. Pour tout p P E, ∆p “ ∆op
p .

2. Pour tout

1 2
3

pp1, q1q `

1
2 3

pp2, q2q `

2
1 3

pp3, q3q P R :

p∆p1 b Idq ˝∆q1 ` pIdb∆p2q ˝∆q2 ` ppIdb∆p3q ˝∆q3q
p1 2q “ 0.

Exemple 9.2. 1. P “ Com : alors les P-cogèbres sont les espaces vectoriels C muni d’un
coproduit ∆ : C ÝÑ C b C vérifiant ∆op “ ∆ et p∆ b Idq ˝∆ “ pId b∆q ˝∆. Il s’agit
donc des cogèbres coassociatives cocommutatives (non counitaires).

2. P “ As : alors les P-cogèbres sont les espaces vectoriels C muni d’un coproduit ∆ : C ÝÑ
C b C vérifiant p∆ b Idq ˝ ∆ “ pId b ∆q ˝ ∆. Il s’agit donc des cogèbres coassociatives
(non counitaires).

3. P “ Lie : alors les P-cogèbres sont les espaces vectoriels C muni d’un coproduit δ : C ÝÑ
C b C vérifiant δop “ ´δ et :

pδ b Idq ˝ δ ` ppδ b Idq ˝ δqp1 2 3q ` ppδ b Idq ˝ δqp1 3 2q “ 0.

Il s’agit donc des cogèbres de Lie.

9.2 P-cogèbres colibres

On suppose dans cette section que P est une opérade telle que Pp0q “ p0q et telle que Ppnq
est de dimension finie pour tout n P N. On peut alors transposer la composition :

∆ :

$

’

&

’

%

Ppnq˚ ÝÑ
Àn

k“1

À

n1`...`nk“n
Ppkq˚ b Ppn1q

˚ b . . .b Ppnkq˚

f ÝÑ

n
ÿ

k“1

f p1q b pf
p2q
1 b . . .b f

p2q
k q.

On a les propriétés suivantes :

Coassociativité : pour tout k P N˚ et pour tout f P Ppkq˚ :

ÿ

pp1q b
”

pp
p2q
1 qp1q b . . .b pp

p2q
k q

p1q
ı

b

”

pp
p2q
1 q

p2q
1 b . . .b pp

p2q
1 qp2qn1

b . . .b pp
p2q
k q

p2q
1 b . . .b pp

p2q
k q

p2q
nk

ı

“ ppp1qqp1q b
”

ppp1qq
p2q
1 b . . .b ppp1qq

p2q
k

ı

b

”

p
p2q
1 b . . .b p

p2q
n1`...`nk

ı

. (32)
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Counité : soit ε P pPp1q˚q˚ définie par εpfq “ fpIq. On a alors, pour tout f P Ppnq˚ :

pεb Idq ˝∆pfq “ f, (33)
pIdb εbnq ˝∆pfq “ f. (34)

Action de Sn : par transposition, Sn agit à gauche sur Ppnq˚ par σ.fppq “ fppσq. On a,
pour tous k P N, n1, . . . , nk P N, f P Ppnq˚, σ P Sk, τi P Sni :

σ.f p1q b
´

τ1.f
p2q
σ´1p1q

b . . .b τk.f
p2q
σ´1pkq

¯

“ gp1q b pg
p2q
1 b . . .b g

p2q
k q (35)

où f p1qbpf p2q1 b. . .bf
p2q
k q est la composante du coproduit à valeurs dans

à

n1`...`nk“n

Ppkq˚b

Ppn1q
˚ b . . .b Ppnkq˚ et g “ σ ˝ pτσp1q, . . . , τσpkqq.f .

Remarque 9.1. Ces axiomes sont les axiomes d’une cogèbre dans la catégorie T , ou encore d’une
coopérade.

Soit V un espace vectoriel quelconque et soit n P N. On considère l’espace suivant :

CPpV qpnq “

"

f b pa1 b . . .b anq P Ppnq˚ b V bn {
pσ.fq b pa1 b . . .b anq “ f b paσp1q b . . .b aσpnqq

*

.

On pose :
CPpV q “

à

nPN
CPpV qpnq.

On identifie V et CPpV qp1q via v ÝÑ I b v.

On définit pour tout p P Ppkq une application de CPpV q dans CPpV q
bk de la manière

suivante :

∆ppf bpv1b . . .b vnqq “ f p1qppq.f
p2q
1 bpa1b . . .b an1qb . . .b f

p2q
k bpan1`...`nk´1`1b . . .b anqq,

avec f p1qb pf p2q1 b . . .b f
p2q
k q P Ppkq˚bPpn1q

˚b . . .bPpnkq˚. Montrons que ∆p est bien défini.
Pour tout f P Ppnq˚, posons ∆pfq “ f p1q b f

p2q
1 b . . . b f

p2q
k , avec f p1q P Ppkq˚, f p2qi P Ppniq˚.

Supposons que f b a1 b . . .b an P CPpV qpnq. Pour tout i P t1, . . . , ku, soit τi P Sni .

f p1qppq.τ1.f
p2q
1 b pa1 b . . .b an1q b . . .b τk.f

p2q
k b pan1`...`nk´1`1 b . . .b anq

“ gp1qppq.g
p2q
1 b pa1 b . . .b an1q b . . .b g

p2q
k b pan1`...`nk´1`1 b . . .b anq,

avec g “ rId ˝ pτ1, . . . , τkqs.f d’après (35). Comme f b pa1 b . . .b anq P CPpV qpnq :

gbpa1b . . .banq “ f bpaτ1p1qb . . .baτ1pn1qb . . .ban1`...`nk´1`τkp1qb . . .ban1`...`nk´1`τkpnkqq.

Par suite :

f p1qppq.τ1.f
p2q
1 b pa1 b . . .b an1q b . . .b τk.f

p2q
k b pan1`...`nk´1`1 b . . .b anqq

“ fppq.f
p2q
1 b

`

aτ1p1q b . . .b aτ1pn1q

˘

b . . .

b f
p2q
k b

`

an1`...`nk´1`τkp1q b . . .b an1`...`nk´1`τkpnkq

˘

.

Par suite, ∆p est bien défini. De la coassociativité de ∆ découle (30). On déduit ∆I “ IdCP pV q

du fait que ε est une counité. Enfin, on déduit (31) de (35).

Proposition 9.2. CPpV q est une P-cogèbre, appelée P-cogèbre colibre engendrée par V .
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Remarque 9.2. Le crochet de dualité entre V et V ˚ induit un crochet de dualité non dégénéré entre
TPpV

˚q et CPpV q donné de la manière suivante : pour tous n,m P N, f P Ppnq˚, a1, . . . , an P V ,
p P Ppmq, b1, . . . , bm P V ˚ :

pf b pa1 b . . .b anq, pb pb1 b . . .b bmqq “ 0 si n ‰ m,

“ fppqb1pa1q . . . bmpanq si n “ m.

ce crochet est bien défini car les éléments de CPpV q sont invariants sous l’action de Sn. Par
définition du produit de TPpV ˚q et du coproduit de CPpV q, on a, pour tous p P Ppnq,X P CPpV q,
F1, . . . , Fn P TPpV

˚q :

p∆ppXq, F1 b . . .b Fnq “ pX, p.pF1 b . . .b Fnqq. (36)

Proposition 9.3. Soit P une opérade telle que Pp0q “ p0q et Pp1q “ pIq. Pour toute P-cogèbre
C, on pose :

PrimpCq “ tx P C {∆ppxq “ 0, @p P Ppnq, n ě 2u.

Alors pour tout espace vectoriel V , PrimpCPpV qq “ V .

Démonstration. utilisons le crochet de dualité entre CPpV q et TPpV ˚q. D’après (36), la transposée
de ∆p est l’action de p sur TPpV ˚q pour tout p. Par suite :

PrimpCPpV qq
K “

¨

˝

č

pPPpnq, ně2

Kerp∆pq

˛

‚

K

“
ÿ

pPPpnq, ně2

Kerp∆pq
K

“
ÿ

pPPpnq, ně2

Imppq.

Il suffit donc de montrer que :
ÿ

pPPpnq, ně2

Imppq “ V K “
à

ně2

TPpV
˚qn.

Par définition de l’action de p sur TPpV ˚q, c’est immédiat.

Exemple 9.3. 1. P “ As : on munit Ppnq˚ “ KrSns
˚ de la base duale du groupe Sn, que

l’on note p1σqσPSn . Comme KrSns
˚ est un Sn-module libre, pour tout n ě 1, on a un

isomorphisme :
$

&

%

V bn ÝÑ CAspV qn
v1 b . . .b vn ÝÑ

ÿ

σPSn

1σ b pvσp1q b . . .b vσpnqq.

De plus, en notant ∆ “ ∆12 , pour tous v1, . . . , vn P V :

∆

˜

ÿ

σPSn

1σ b pvσp1q b . . .b vσpnqq

¸

“ ∆

¨

˝

k“n´1
ÿ

k“1

ÿ

σ1PSk,σ2PSn´k

1Id2˝pσ1,σkq b paσ1p1q b . . .b aσ1pkq b aσ2p1q`k b . . .b aσ2pn´kq`kq

˛

‚` 0

“

k“n´1
ÿ

k“1

ÿ

σ1PSk,σ2PSn´k

p1σ1 b paσ1p1q b . . . aσ1pkqqq b p1σ2 b paσ2p1q`k b . . .b aσ2pn´kq`kqq.
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Par suite, CAspV q est T`pV q “
à

ně1

V bn munie du coproduit suivant :

∆pv1 b . . .b vnq “
n´1
ÿ

i“1

pv1 b . . .b viq b pvi`1 b . . .b vnq.

2. P “ Com : alors Ppnq˚ est un Sn-module trivial pour tout n ě 1. Par suite, CPpV qn “
SnpV q pour tout n ě 1. De plus, en notant ∆ “ ∆12 , pour tous a1, . . . , an P V , avec p1˚nq
la base duale de la base p1nq de Compnq :

∆

˜

1˚n b
ÿ

σPSn

aσp1q b . . .b aσpnq

¸

“
ÿ

σPSn

p1˚2 , 12q

n´1
ÿ

i“1

p1˚i b paσp1q b . . .b aσpiqqq b p1
˚
n´iq b paσpi`1q b . . .b aσpnqqq

“
ÿ

σPSn

n´1
ÿ

i“1

p1˚i b paσp1q b . . .b aσpiqqq b p1
˚
n´iq b paσpi`1q b . . .b aσpnqqq.

Par suite, CCompV q est S`pV q “
à

ně1

SnpV q munie du coproduit suivant :

∆pa1 . . . anq “
ÿ

HĹIĹt1,...,nu

aI b at1,...,nu´I ,

avec la notation ati1,...,iku “ ai1 . . . aik .

9.3 dg-cogèbres sur une dg-opérade

Définition 9.4. Soit P une dg-opérade. Une P-dg-cogèbre est un dg-espace C muni pour tout
n P N d’une application :

∆ :

"

Ppnq ÝÑ LpC,Cbnq
p ÝÑ ∆p,

vérifiant les conditions suivantes :
1. Pour tous n P N, k P Z, p P Ppnqk, ∆p est homogène de degré k.
2. Pour tous n P N, p P Ppnq, a P C :

∆dppqpaq “ ∆ppdpaqq (37)

` p´1q|p|
n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|a1 b . . .b ai´1 b dpaiq b ai`1 b . . .b an,

avec ∆ppaq “ a1 b . . .b an.
3. @k P N, n1, . . . , nk P N, p P Ppkq, pi P Ppniq :

∆p˝pp1,...,pkq “ p∆p1 b . . .b∆pkq ˝∆p. (38)

4. Si I P Pp1q est l’élément neutre de P, ∆I “ IdC .
5. Pour tous n P N, p P Ppnq, σ P Sn, x P C :

∆pσpxq “ ∆ppxq
σ, (39)

où Sn agit sur Cbn de la manière suivante :

px1 b . . .b . . . xnq
σ “ p´1qnσxσp1q b . . .b xσpnq.
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Exemple 9.4. 1. Si A est une P-dg-algèbre graduée en dimension finie, A˚ est muni d’une
structure de P-dg-cogèbre en transposant l’action de p P Ppnq pour tout p.

2. Réciproquement, si C est une P-dg-cogèbre, son dual C˚ est muni d’une structure de
P-dg-algèbre par transposition.

Soit V un dg-espace quelconque. Quand Pp0q “ p0q et Ppnq est gradué en dimension finie
pour tout n, par analogie avec le cas des cogèbres sur une opérade, on définit la dg-opérade
colibre engendrée par V de la manière suivante. On considère l’espace suivant :

CPpV qpnq “

"

f b pa1 b . . .b anq P Ppnq˚ b V bn {
pσ.fq b pa1 b . . .b anq “ p´1qnσf b paσp1q b . . .b aσpnqq

*

.

La graduation de Ppnq˚ et la graduation de V induisent une graduation de CPpV q. La
différentielle de CPpV q est donnée de la manière suivante :

dpf b pv1 b . . .b vnqq “ dpfq b pv1 b . . .b vnq (40)

` p´1q|f |
n
ÿ

j“1

p´1q|v1|`...`|vi´1|f b pv1 b . . .b vi´1 b dpviq b vi`1 b . . .b vnq.

On définit pour tout p P Ppkq une application de CPpV q dans CPpV q
bk de la manière

suivante :

∆ppf bpv1b . . .b vnqq “ f p1qppq.f
p2q
1 bpa1b . . .b an1qb . . .b f

p2q
k bpan1`...`nk´1`1b . . .b anqq,

avec f p1q b pf p2q1 b . . .b f
p2q
k q P Ppkq˚ bPpn1q

˚ b . . .bPpnkq˚. On vérifie de même manière que
dans le cas des opérades qu’on obtient bien une dg-cogèbre.

Proposition 9.5. CPpV q est une P-dg-cogèbre, appelée P-dg-cogèbre colibre engendrée par V .

Remarque 9.3. Le crochet de dualité entre V et V ˚ induit un crochet de dualité non dégénéré entre
TPpV

˚q et CPpV q donné de la manière suivante : pour tous n,m P N, f P Ppnq˚, a1, . . . , an P V ,
p P Ppmq, b1, . . . , bm P V ˚ :

pf b pa1 b . . .b anq, pb̃pb1 b . . .b bmqq “

#

0 si n ‰ m,

fppqb1pa1q . . . bmpanq si n “ m.

ce crochet est bien défini car les éléments de CPpV q sont invariants sous l’action de Sn. Par
définition du produit de TPpV ˚q et du coproduit de CPpV q, on a, pour tous p P Ppnq,X P CPpV q,
F P TPpV

˚q, F1, . . . , Fn P TPpV q :

pX,F q “ 0 si F et X sont homogènes avec |X| ` |F | ‰ 0,

pdpXq, F q “ pX, dpF qq,

p∆ppXq, F1 b . . .b Fnq “ pX, p.pF1 b . . .b Fnqq. (41)

Proposition 9.6. Soit P une opérade telle que Pp0q “ p0q et Pp1q “ pIq. Pour toute P-cogèbre
C, on pose :

PrimpCq “ tx P C {∆ppxq “ 0, @p P Ppnq, n ě 2u.

Alors pour tout espace vectoriel V , PrimpCPpV qq “ V .

Démonstration. semblable à la preuve dans le cas des opérades.
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Exemple 9.5. 1. P “ As : supposons V entièrement gradué en degré ´1. Comme KrSns
˚

est un Sn-module libre, pour tout n ě 1, on a un isomorphisme :
$

&

%

V bn ÝÑ CAspV qn
v1 b . . .b vn ÝÑ

ÿ

σPSn

εpσq1σ b pvσp1q b . . .b vσpnqq.

De plus, en notant ∆ “ ∆12 , pour tous v1, . . . , vn P V :

∆

˜

ÿ

σPSn

εpσq1σ b pvσp1q b . . .b vσpnqq

¸

“ ∆( k“n´1
ÿ

k“1

ÿ

σ1PSk,σ2PSn´k

εpσ1qεpσ2q1Id2˝pσ1,σkqb

paσ1p1q b . . .b aσ1pkq b aσ2p1q`k b . . .b aσ2pn´kq`kq)
“

k“n´1
ÿ

k“1

ÿ

σ1PSk,σ2PSn´k

pεpσ1q1σ1 b paσ1p1q b . . . aσ1pkqqq b pεpσ2q1σ2 b paσ2p1q`k b . . .b aσ2pn´kq`kqq.

Par suite, CAspV q est C`pV q “
à

ně1

V bn munie du coproduit suivant :

∆pv1 b . . .b vnq “
n´1
ÿ

i“1

pv1 b . . .b viq b pvi`1 b . . .b vnq.

2. P “ Com : supposons V entièrement gradué en degré ´1. alors Ppnq˚ est un Sn-module
trivial pour tout n ě 1. Par suite, pour tous v1, . . . , vn P V , σ P Sn :

σ.p1nb pv1b . . .b vnqq “ p´1qnσ1nb pvσp1qb . . .b vσpnqq “ εpσq1nb pvσp1qb . . .b vσpnqq.

Par suite, CCompV q est ΛpV q “
à

ně1

ΛnpV q. Le coproduit est le transposé du produit

canonique de ΛpV ˚q. Par suite, pour a1, a2, a3 P V :

∆pa1q “ 0,

∆pa1 ^ a2q “ pa1q ^ pa2q,

∆pa1 ^ a2 ^ a3q “ pa1 ^ a2q ^ pa3q ´ pa1 ^ a3q ^ pa2q ` pa2 ^ a3q ^ pa1q.

10 Homologie des P-algèbres

10.1 Dérivations d’une P-algèbre libre

Définition 10.1. Soient P une dg-opérade et A une P-dg-algèbre. Une dérivation de A est une
application D : A ÝÑ A telle que pour tous n P N, p P Ppnq, a1, . . . , an P A :

Dpp.pa1, . . . , anqq “ dppq.pa1, . . . , anq`p´1q|p|
n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ai´1, Dpaiq, ai`1, . . . , anq.

Remarque 10.1. Si P est une opérade (considérée comme une dg-opérade, i.e. placée en degré 0
et avec une différentielle nulle), alors une dérivation de A est une application D : A ÝÑ A telle
que pour tous n P N, p P Ppnq, a1, . . . , an P A :

Dpp.pa1, . . . , anqq “
n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ai´1, Dpaiq, ai`1, . . . , anq.
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Proposition 10.2. Soient P une opérade, V un dg-espace et d : V ÝÑ TPpV q une application
linéaire homogène de degré 1. Il existe une unique dérivation D de TPpV q telle que le diagramme
suivant commute :

V �
� i //

d
��

TPpV q

TPpV q

D

::uuuuuuuuu

De plus, D est homogène de degré 1.

Démonstration. Unicité : pour tous p P Ppnq, a1, . . . , an P V , on doit avoir :

Dppb̃pa1 b . . .b anqq “ Dpp.pa1, . . . , anqq

“

n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq.

Donc D est unique.

Existence : considérons l’application linéaire D : TPpV q ÝÑ TPpV q suivante :

Dppb̃pa1 b . . .b anqq “
n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|p.pa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq.

Montrons que D est bien définie : il s’agit de montrer que pour tout σ P Sn :

Dppσb̃pa1 b . . .b anqq “ p´1qnσpb̃paσ´1p1q b . . . aσ´1pnqq.

On peut se limiter à σ de la forme pk k ` 1q, 1 ď k ď n´ 1. Alors nσ “ |ai||ai`1|.

Dppσb̃pa1 b . . .b anqq

“

n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|pσ.pa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq

“
ÿ

iăk

p´1q|a1|`...`|ai´1|pσpa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq`

ÿ

iąk`1

p´1q|a1|`...`|ai´1|pσpa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq`

p´1q|a1|`...`|ak´1|pσpa1, . . . , ak´1, dpakq, ak`1, . . . , anq`

p´1q|a1|`...`|ak|pσpa1, . . . , ak, dpak`1q, ak`2, . . . , anq

“ p´1qnσ
ÿ

iăk

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , ak`1, ak, . . . , anq`

p´1qnσ
ÿ

iąk`1

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ak`1, ak, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq`

p´1q|ak`1|p|ak|`1qp´1q|a1|`...`|ak´1|ppa1, . . . , ak´1, ak`1, dpakq, . . . , anq`

p´1q|ak|p|ak`1|`1qp´1q|a1|`...`|ak|ppa1, . . . , dpak`1q, ak, ak`2, . . . , anq

“ p´1qnσ
ÿ

iăk

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , ak`1, ak, . . . , anq`

p´1qnσ
ÿ

iąk`1

p´1q|a1|`...`|ai´1|ppa1, . . . , ak`1, ak, . . . , ai´1, dpaiq, ai`1, . . . , anq`

p´1qnσp´1q|a1|`...`|ak´1|`|ak`1|ppa1, . . . , ak´1, ak`1, dpakq, . . . , anq`

p´1qnσp´1q|a1|`...`|ak´1|`2|ak|ppa1, . . . , dpak`1q, ak, ak`2, . . . , anq

“ p´1qnσpb̃paσ´1p1q b . . . aσ´1pnqq.
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(On a utilisé l’homogénéité de d pour la troisième égalité).

Montrons que D est une dérivation. Soient p P Ppnq, a1 “ p1b̃X1, . . . , an “ pnb̃Xn P TPpV q
(pi P Ppniq, Xi “ x1

i b . . .b x
ni
i P V

bniq.

Dpp.pa1, . . . , anqq

“ Dpp ˝ pp1, . . . , pnqb̃pX1 b . . .bXnqq

“

n
ÿ

i“1

ni
ÿ

j“1

p´1q|X1|`...`|Xi´1|`|x
1
i |`...`|x

j´1
i |

p ˝ pp1 . . . , pnqb̃pX1 b . . .bXi´1 b x
1
i b . . .b dpx

j
i q b . . .b x

ni
i bXi`1 b . . .bXnq

“

n
ÿ

i“1

p´1q|a1|`...`|ai´1|p.pa1 . . . , Dpaiq, . . . , anq.

Remarque 10.2. La même preuve fonctionne encore lorsqu’on suppose seulement d homogène de
degré impair.

10.2 Codérivations sur une P-cogèbre colibre

Définition 10.3. Soient P une opérade et C une P-dg-cogèbre. Une codérivation de C est une
application D : C ÝÑ C telle que pour tous n P N, p P Ppnq, a P C :

∆ppDpaqq “

˜

n
ÿ

i“1

θbpi´1q bD b Idbpn´iq

¸

˝∆ppaq,

où θpbq “ p´1q|b|b pour tout b P C, homogène.

Exemple 10.1. 1. Si A est une P-dg-algèbre graduée en dimension finie et si D est une
dérivation de A, alors A˚ est une P-dg-cogèbre et D˚ est une codérivation de A˚.

2. réciproquement, si C est une P-dg-cogèbre et si D est une codérivation de C, alors C˚

est une P-algèbre et D˚ est une dérivation de C˚.

Proposition 10.4. Soit P une opérade (considérée comme une dg-opérade, i.e. placée en degré
0 et avec une différentielle nulle) telle que Pp0q “ p0q, Pp1q “ pIq et Ppnq de dimension finie
pour tout n P N. Soit V un dg-espace et d : CPpV q ÝÑ V une application linéaire homogène de
degré 1. Il existe une unique codérivation D de TPpV q telle que le diagramme suivant commute :

CPpV q

d
��

D // CPpV q

π
yyyysss
ss
ss
ss
s

V

où π désigne la surjection canonique de CPpV q sur V . De plus, D est homogène de degré 1.

Démonstration. unicité : soit D une telle application. Utilisons le couplage non dégénéré entre
CPpV q et TPpV ˚q. Alors D˚ est une dérivation de degré 1 de TPpV ˚q rendant le diagramme
suivant commutatif :

V ˚ �
� i //

d˚

��

TPpV
˚q

TPpV
˚q

D˚

99ssssssssss

Donc D est unique (proposition 10.2).
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Existence : soit D la dérivation rendant le diagramme suivant commutatif (proposition 10.2) :

V ˚ �
� i //

d˚

��

TPpV
˚q

TPpV
˚q

D

99ssssssssss

Alors D˚ : CPpV q ÝÑ CPpV q convient.

Lemme 10.5. Soit P une opérade, C une dg-cogèbre et D : C ÝÑ C une codérivation homogène
de degré 1. Alors pour tout a P C, pour tout p P Ppnq :

∆ppD
2paqq “

˜

n
ÿ

i“1

Idbpi´1q bD2 b Idbpn´iq

¸

˝∆ppaq.

Démonstration. soit a P C et soit p P Ppnq, n ě 2. Posons ∆ppaq “ a1 b . . .b an.

∆ppD
2paqq “

˜

n
ÿ

i“1

θbpi´1q bD b Idbpn´iq

¸

˝∆ppDpaqq

“

˜

n
ÿ

i“1

θbpi´1q bD b Idbpn´iq

¸˜

n
ÿ

j“1

p´1q|a1|`...`|aj´1|a1 b . . .bDpajq b . . .b an

¸

“

n
ÿ

j“1

ÿ

iăj

p´1q|a1|`...`|aj´1|`|a1|`...`|ai´1|a1 b . . .bDpaiq b . . .bDpajq b . . .b an

`

n
ÿ

j“1

ÿ

iąj

p´1q|a1|`...`|aj´1|`1`|a1|`...`|ai´1|a1 b . . .bDpajq b . . .bDpaiq b . . .b an

`

n
ÿ

j“1

p´1q|a1|`...`|aj´1|`1`|a1|`...`|aj´1|a1 b . . .bD
2pajq b . . .b an

“

n
ÿ

j“1

a1 b . . .bD
2pajq b . . .b an.

10.3 Homologie d’une P-algèbre quadratique

Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique et A une P-dg-algèbre. On rappelle que Ar´1s
est l’espace différentiel gradué A de même différentielle que A et tel que Ar´1sk “ Ak´1.

Considérons l’opérade duale P ! “ PpE!, RKq. On considère CP !pAr´1sq, la P !-cogèbre colibre
engendrée par Ar´1s. Notons CP !pAr´1sqk la composante homogène de degré k de CP !pAr´1sq
pour la graduation issue deA. Remarquons qu’on a pour tout k P Z, CP !pAr´1sqk “ CP !pAr´1sqp´kq.
De plus, P !p2q˚ “ E. Par suite, on définit l’application suivante :

d :

$

&

%

CP !pAr´1sq ÝÑ Ar´1s
x P CPpAr´1sqpnq ÝÑ 0 si n ‰ 2,

pb̃pa1 b a2q P CP !pAr´1sqp2q “ pE b pAbAqqS2 ÝÑ p.pa1 b a2q.

Comme l’action de p : AbA ÝÑ A est homogène de degré 0, l’action de p : Ar´1s bAr´1s ÝÑ
Ar´1s est homogène de degré 1 et donc d est homogène de degré 1. Soit D : CP !pAr´1sq ÝÑ
CP !pAr´1sq l’unique codérivation rendant le diagramme suivant commutatif (proposition 10.4) :

CP !pAr´1sq

d
��

D // CP !pAr´1sq

πwwwwnnn
nnn

nnn
nnn

Ar´1s

Alors D est homogène de degré 1.
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Exemple 10.2. 1. Décrivons CP !pAr´1sqp1q. Comme P !p1q “ KI, CP !pAr´1sqp1q “ A et la
différentielle est nulle sur CP !pAr´1sqp1q.

2. Décrivons CP !pAr´1sqp2q. Comme P !p2q “ E!, P !p2q˚ s’identifie à E avec l’action de S2

définie de la manière suivante : p̃ “ ´p.
Comme Ar´1s est entièrement graduée en degré impair :

CP !pAr´1sqp2q “ tpb ab b P E bAbA { p̃b ab b “ ´pb bb au

“ tpb ab b P E bAbA { pb ab b “ pb bb au.

Soit f P E!, x “ pb ab b P CP !pAr´1sqp1q :

∆f pxq “ fppqab b,

∆f pDpxqq “ fppqpdpaq b b´ ab dpbqq

“ 0,

donc Dpxq est primitif. Comme PrimpCP !pAr´1sq “ Ar´1s (proposition 9.6), Dpxq “
π ˝Dpxq “ dpxq “ p.pab bq.

3. Décrivons CP !pAr´1sqp3q ; P !p3q “
PE!p3q

RK
. Par suite, on peut identifier P !p3q˚ avec

`

RK
˘K
“ R Ď PEp3q par le couplage p, q de la section 6.2, ainsi que PE!p3q˚ avec PEp3q.

L’action est modifiée de la manière suivante : pour tous σ P S3, p P PEp3q, p̃σ “ εpσqpσ.
On a alors :

CP !pAr´1sqp3q “

"

pb a1 b a2 b a3 P RbAbAbA {
p̃σ b a1 b a2 b a3 “ εpσqpb aσ´1p1q b aσ´1p2q b aσ´1p3q

*

“

"

pb a1 b a2 b a3 P RbAbAbA {
pσ b a1 b a2 b a3 “ pb aσ´1p1q b aσ´1p2q b aσ´1p3q

*

.

Soient a1, a2, a3 P Ar´1s. Soit f P E!. Dans PEp3q bAr´1s bAr´1s bAr´1s :

∆f

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ fpyqpxb pa1 b a2qq b a3

∆f

¨

˚

˚

˝

D

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‚

“ fpyqx.pa1 b a2q b a3 ` 0 ;

On a donc D

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a2q b a3q ` PrimpCP !pV qq.

Par suite :

D

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a2q b a3q ` d

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a2q b a3q.
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De la même manière,

D

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a2q b a3q,

D

¨

˚

˚

˝

1 3
2

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a3q b a2q,

D

¨

˚

˚

˝

2 3
1

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa2 b a3q b a1q.

Proposition 10.6. D2 “ 0.

Démonstration. montrons que D2 est nulle sur CP !pAr´1sqpnq par récurrence sur n. Si n “ 0,
c’est trivial. Pour n “ 1 : pour tout a P A, on a Dpaq “ dpaq “ 0, donc D2 “ 0 sur
Ar´1s “ CP !pAr´1sqp1q.

Pour n “ 2 : pour tout x “ pb pa1 b a2q P CP !pAr´1sqp2q “ pE b pAb AqqS2 et pour tout
f P P !p2q “ E!, D2pxq “ Dpp.pa1 b a2qq “ 0.

Pour n “ 3 : pour tous a1, a2, a3 P A, on a :

D

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y b px.pa1 b a2q b a3q ;

D2

¨

˚

˚

˝

1 2
3

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“ y.px.pa1 b a2q b a3q

“ y ˝ pxb Idq.pa1 b a2 b a3q

“

1 2
3

px, yq.pa1 b a2 b a3q.

De la même manière, pour tous pi, j, kq P tp1, 2, 3q, p2, 3, 1q, p1, 3, 2qu :

D2

¨

˚

˚

˝

i j
k

px, yq b pa1 b a2 b a3q

˛

‹

‹

‚

“

i j
k

px, yq.pa1 b a2 b a3q.

Par suite, pour tout r P R, D2prbpa1ba2ba3qq “ r.pa1ba2ba3q “ 0, car A est une P-algèbre
et donc R.Ab3 “ p0q.

n ě 4 : supposons le résultat acquis pour tous les rangs inférieurs ou égaux n ´ 1. Soit a P
CP !pnq. Par homogénéité de ∆p, pour tout p P P !pkq, k ě 2, d’après le lemme 54, ∆ppD

2paqq “ 0.
Par suite, D2paq “ π ˝∆pDpaqq “ dpDpaqq. Par homogénéité de D, Dpaq P CP !pAr´1sq´n`1 “

CP !pAr´1sqpn´ 1q. Comme n´ 1 ‰ 2, dpDpaqq “ 0.
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Définition 10.7. Soient P une opérade quadratique et A une P-algèbre. Le complexe suivant
est appelé complexe de chaine de A :

. . .
D
ÝÑ CP !pAr´1sqp2q

D
ÝÑ CP !pAr´1sqp1q

D
ÝÑ 0

Son homologie est notée HP
n pAq ou HnpAq.

Exemple 10.3. 1. P “ As. Alors P ! “ As. La P !-dg-cogèbre colibre engendrée par Ar´1s
est

à

nPN˚
Abn, munie du coproduit donné par :

∆pa1 b . . .b anq “
n´1
ÿ

i“1

pa1 b . . .b aiq b pai`1 b . . .b anq.

Montrons la formule suivante par récurrence sur n :

Dpa1 . . . anq “
n´1
ÿ

i“1

p´1qi`1a1 b . . .b paiai`1q b . . .b an.

C’est immédiat si n “ 1 ou n “ 2. Soit n ě 3 et supposons le résultat vrai pour tout
m ă n. Alors :

∆pDpa1 b . . .b anqq

“

n´1
ÿ

i“1

i´1
ÿ

j“1

p´1qj`1pa1 b . . .b pajaj`1q b . . .b aiq b pai`1 b . . .b anq

`

n´1
ÿ

i“1

n´1
ÿ

j“i`1

p´1qi`j`1pa1 b . . .b aiq b pai`1 b . . .b pajaj`1q b . . . anq

“ ∆

˜

n´1
ÿ

i“1

p´1qi`1a1 b . . .b paiai`1q b . . .b an

¸

.

Par suite, Dpa1 b . . . b anq “
n´1
ÿ

i“1

p´1qi`1a1 b . . . b paiai`1q b . . . b an par homogénéité

de D. On retrouve donc l’homologie de Hochschild à coefficients dans un module trivial
de dimension 1.

2. P “ Lie. Alors CP !pAr´1sq “ CCompAr´1sq “ ΛpAq. Calculons la différentielle. Pour
a1, a2 P A, Dpa1q “ 0 et Dpa1 ^ a2q “ ra1, a2s. De plus, pour a1, a2, a3 P A :

∆pDpa1 ^ a2 ^ a3qq “ Dpa1 ^ a2q ^ pa3q ´Dpa1 ^ a3q ^ pa2q `Dpa2 ^ a3q ^ pa1q ` 0

“ ra1, a2s ^ a3 ´ ra1, a3s ^ a2 ` ra2, a3s ^ a1.

Comme D est homogène de degré 1,

Dpa1 ^ a2 ^ a3q “ ra1, a2s ^ a3 ´ ra1, a3s ^ a2 ` ra2, a3s ^ a1.

Plus généralement, on peut montrer :

Dpa1 ^ . . .^ anq “
ÿ

1ďiăjďn

p´1qi`j´1rai, ajs ^ a1 ^ . . .^ pai ^ . . .^ paj ^ . . .^ an.

On retrouve donc le complexe de Chevalley-Eilenberg de l’algèbre de Lie A.
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10.4 Fonctorialités

Proposition 10.8. Soient P une opérade quadratique, A et B deux P-algèbres, φ : A ÝÑ B
un morphisme de P-algèbres. Alors le morphisme de P !-cogèbres ΦCP !pAr´1sq ÝÑ CP !pBr´1sq
induit par φ est un morphisme de complexes, et donc induit un morphisme Φ : HP

n pAq ÝÑ
HP
n pBq.

Démonstration. considérons les deux applications D1, D2 : CP !pAr´1sq ÝÑ CP !pBr´1sq définies
par D1 “ D ˝ Φ et D2 “ Φ ˝ D. Comme D est une codérivation et Φ un morphisme de P !-
cogèbres homogène de degré 0, pour tous a P CP !pAr´1sq, q P P !p2q, on a, pour i “ 1, 2, en
posant ∆qpaq “ a1 b a2 :

∆qpDipaqq “ Dipa
1q b a2 ` p´1q|a

1|a1 bDipa
2q.

Montrons par récurrence sur |a| que D1paq “ D2paq. Si |a| “ 1, alors D1paq “ D2paq “ 0.
Supposons le résultat acquis pour tous les éléments de degré strictement plus petit que le degré
de a. Alors on déduit de la remarque précédente que D1paq ´D2paq est un élément primitif de
CP !pBr´1sq, donc est dans B. Par homogénéité, D1paq ´D2paq “ 0.

Lemme 10.9. Soient P et Q deux opérades quadratiques, Θ : P ÝÑ Q un morphisme d’opérades.

1. Soit A une Q-algèbre. Alors A est munie d’une structure de P-algèbre en posant, pour
tous n P N, p P Ppnq, a1, . . . , an P A, p.pa1 b . . .b anq “ Θppq.pa1 b . . .b anq.

2. Soit C une Q-cogèbre. Alors A est munie d’une structure de P-cogèbre en posant, pour
tous n P N, p P Ppnq, a P A, ∆ppaq “ ∆Θppqpaq.

3. Soit V un espace vectoriel quelconque. On a un morphisme de P-algèbres :

Θ :

"

TPpV q ÝÑ TQpV q
pb pv1 b . . .b vnq ÝÑ Θppqb pv1 b . . .b vnq.

4. Soit V un espace vectoriel quelconque. On a un morphisme de P-cogèbres :

Θ :

"

CQpV q ÝÑ CPpV q
f b pv1 b . . .b vnq ÝÑ Θ˚pfqb pv1 b . . .b vnq.

(Rappelons que f P Qpnq˚).

Démonstration. immédiat.

Soient P et Q deux opérades quadratiques, Θ : P ÝÑ Q un morphisme d’opérades. Soit A
une Q-algèbre (et donc une P-algèbre). Alors Θ! : Q! ÝÑ P ! est un morphisme d’opérades. Par
suite, on a un morphisme de Q!-cogèbres :

Θ! : CP !pAr´1sq ÝÑ CQ!pAr´1sq.

Ce morphisme est évidemment homogène de degré 0.
On montre de la même manière que dans le théorème 10.8 que Θ! est un morphisme de

complexes, d’où le résultat suivant :

Théorème 10.10. Soient P et Q deux opérades quadratiques, Θ : P ÝÑ Q un morphisme
d’opérades. Soit A une Q-algèbre (et donc une P-algèbre). Alors pour tout n P N, Θ! induit une
application :

HP
n pAq ÝÑ HQ

n pAq.
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Exemple 10.4. On prend P “ Lie, Q “ As et Θ l’injection de P dans Q donnée par :

Θ :

"

Lie ÝÑ As
r´,´s ÝÑ m´mop.

Alors le morphisme de complexes de CCompAr´1sq dans CAspAr´1sq est donnée par :

Θ! :

$

&

%

CCompAr´1sq ÝÑ CAspAr´1sq

a1 ^ . . .^ an ÝÑ
ÿ

σPSn

εpσqaσp1q b . . .b aσpnq.

Remarque 10.3. On peut également définir l’homologie à coefficients dans un P-module, voir [1].

10.5 Cohomologie d’une P-algèbre

Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique et A une P-algèbre. On pose, pour tout n P N,
CnpAq “ pCP !pAr´1sqpnqq˚. Ce complexe est munie d’une différentielle en transposant la diffé-
rentielle de CP !pAr´1sq. Les groupes de cohomologie de ce complexe seront notés Hn

PpAq ou plus
simplement HnpAq.

Exemple 10.5. C0pAq “ p0q et C1pAq “ A˚. Pour n “ 2, C2pAq est l’ensemble des applications
linéaires :

f :

"

pb ab b P E bAbA {
pb ab b “ pb bb a

*

ÝÑ K.

Pour n “ 3, C3pAq est l’ensemble des applications linéaires :

f :

"

pb a1 b a2 b a3 P RbAbAbA {
pσ b a1 b a2 b a3 “ pb aσ´1p1q b aσ´1p2q b aσ´1p3q

*

ÝÑ K.

La différentielle est définie de la manière suivante :

D :

$

&

%

C1pAq ÝÑ C2pAq

f ÝÑ Dpfq :

"

pE bAbAqS2 ÝÑ K
pb ab b ÝÑ fpp.pab bqq ;

D :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

C2pAq ÝÑ C3pAq

f ÝÑ Dpfq :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pRbAbAbAqS3 ÝÑ K
1 2

3

px, yq b ab bb c ÝÑ fpy b x.pab bq b cq,
2 3

1

px, yq b ab bb c ÝÑ fpy b x.pbb cq b aq,
1 3

2

px, yq b ab bb c ÝÑ fpy b x.pab cq b bq.

Remarque 10.4. On peut également définir la cohomologie à coefficients dans un P-module, voir
[1].

10.6 Extensions centrales d’une P-algèbre

Définition 10.11. Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique et A une P-algèbre. Une extension
centrale de A est une P-algèbre A telle que :
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1. Il existe un élément central non nul e P A, c’est-à-dire que pour tous x P A, p P E,
p.peb xq “ p.pxb eq “ 0.

2. L’algèbre quotient
A

Ke
est isomorphe à A.

Exemple 10.6. On pose A “ A‘Ke, munie d’une structure de P-algèbre donnée par :

p ˚ ppa` λeq b pb` µeqq “ p.pab bq,

où . désigne l’action de P sur A. Cette extension centrale de A est dite triviale.

Soit A une extension centrale de A. On a une suite exacte :

p0q // Ke // A // A // 0

En choisissant un relèvement (linéaire) de A dans A, on peut donc supposer que A “ A ‘ Ke
comme espace vectoriel. Il existe alors un unique λ : E b A b A ÝÑ K telle que l’action de
l’opérade sur A est donnée de la manière suivante : pour tout p P E, a, b P A :

p ˚ pab bq “ p.pab bq ` λppb ab bqe,

p ˚ pab eq “ 0,

p ˚ peb bq “ 0,

p ˚ peb eq “ 0.

Lemme 10.12. Supposons que carpKq ‰ 2. Soit M un S2-module. On pose :

M` “ tx PM, x “ xu , M´ “ tx PM, x “ ´xu.

Alors M “M` ‘M´.

Démonstration. soit σ “ p1 2q P S2. Soit x P M .On pose :x` “
1` σ

2
.x et x´ “

1´ σ

2
.x. On

vérifie facilement que x` PM`, x´ PM´ et que x “ x` ` x´. Par suite, M “M` `M´. Il est
immédiat que M` XM´ “ p0q.

Par la suite, on suppose que K n’est pas de caractéristique 2. E b A b A est muni d’une
structure de S2-module en posant pb ab b “ pb bb a. Alors C2pAq “ pE bAbAq˚`. Comme
pEbAbAq “ pEbAbAq`‘pEbAbAq´, on identifie C2pAq au sous-espace de pEbAbAq˚

des applications s’annulant sur pE bAbAq´.

Montrons que λ : E bAbA ÝÑ K est dans C2pAq. On a, pour tout p P E, a, b P A :

p ˚ pbb aq “ p.pab bq ` λppb bb aqe “ p ˚ pab bq “ p.pab bq ` λppb ab bq.

En projetant sur Ke, on obtient λppbabb´pbbbaq “ 0. Par suite, si pbabb P pEbAbAq´,
on a 2λppb ab bq “ 0, donc λ s’annule sur pE bAbAq´. Soient a1, , a2 , a3 P A, x, y P E. On
a, pour tous pi, j, kq P tp1, 2, 3q, p2, 3, 1q, p1, 3, 2qu :

i j
k

px, yq ˚ pa1 b a2 b a3q “ y ˚ px ˚ pai b ajq b akq

“ y ˚ px.pai b ajq b ak ` λpxb ai b ajqeb akq

“ y.px.pai b ajq b akq ` λpy b x.pai b ajq b akqe` 0

“

i j
k

px, yq.pa1 b a2 b a3q `Dpλq

¨

˚

˚

˝

i j
k

px, yq b a1 b a2 b a3

˛

‹

‹

‚

e.
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Par suite, pour tout p P PEp3q, on doit avoir :

p ˚ pa1 b a2 b a3q “ p.pa1 b a2 b a3q `Dpλqppb a1 b a2 b a3qe.

En particulier, si p P R, on a 0 “ 0`Dpλqppba1ba2ba3qe. Donc Dpλq “ 0 : λ est un 2-cocycle.

Réciproquement, si λ est un 2-cocycle, on vérifie qu’on définit bien une extension centrale de
A en posant Aλ “ A‘Ke, munie de la structure de P-algèbre donnée pour tous p P E, a, b P A
par :

p ˚ pab bq “ p.pab bq ` λppb ab bqe,

p ˚ pab eq “ 0,

p ˚ peb bq “ 0,

p ˚ peb eq “ 0.

En particulier, A0 est l’extension centrale triviale de A.

Soient λ et µ deux 2-cocycles de A. Suposons que λ et µ soient équivalents dans H2pAq. Alors
il existe f : A ÝÑ K tels que pour tous pb ab b P E bAbA :

λppb ab bq “ µppb ab bq ` fpp.pab bqq.

On considère l’application linéaire suivante :

ϑ :

$

&

%

Aλ ÝÑ Aµ
a P A ÝÑ a´ fpaqe,

e ÝÑ e.

ϑ est une bijection ; montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme de P-algèbres. Soient a, b P A,
p P E.

ϑpp ˚ pab bqq “ ϑpp.pab bq ` µppb ab bqe` fpp.pab bqqeq

“ p.pab bq ´ fpp.pab bq ` µppb ab bqe` fpp.pab bqqe

“ p ˚ ppa´ fpaqeq b pb´ fpbqeqq

“ p ˚ pϑpaq b ϑpbqq.

De plus, pour tout x P Aλ, p ˚ pϑpeq b ϑpxqq “ 0 “ ϑpp ˚ pe b xqq et p ˚ pϑpxq b ϑpeqq “ 0 “
ϑpp ˚ pxb eqq. Donc ϑ est un isomorphisme de P-algèbres. On a montré :

Théorème 10.13. Supposons que carpKq ‰ 2. Soient P une opérade quadratique et A une
P-algèbre. Alors les extensions centrales de A sont paramétrées par H2

PpAq.

Corollaire 10.14. Si H2
PpAq est nul, alors toutes les extensions centrales de A sont isomorphes

à l’extension centrale triviale de A.

11 Bar-construction

11.1 Opérade Det

Définition 11.1. L’opérade Det est l’opérade quadratique Det “ PpE,Rq, où E est le module
signature de dimension 1 engendré par m et R est le sous-S3-module de PEp3q engendré par
l’élément suivant :

1 2
3

pm,mq `

1
2 3

pm,mq.
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On montre facilement que pour tout n P N˚, une base de Detpnq est donné par p1nq, où 1n
est l’élément défini par récurrence de la manière suivante :

11 “ I,

1n “ m ˝ p1n´1, Iq si n ě 2.

L’action deSn sur 1n est par la signature. Par suite,Detpnq est un module signature de dimension
1 pour tout n ě 1.

11.2 Relation d’ordre sur les arêtes et les sommets

On ordonne les sommets des arbres plans par le parcours en profondeur.

Définition 11.2. Soit t un arbre ou un arbre plan. Une arête interne de t est une arête dont
l’extrêmité et l’origine sont des sommets internes de t. On note ArIntptq l’ensemble des arêtes
internes de t.

Les sommets internes de t sont totalement ordonnés. Par suite, en faisant correspondre les
arêtes internes avec leur extrêmité (qui est donc un sommet intérieur), on obtient un ordre total
sur ces arêtes : a1, . . . , ak´1 où k est le nombre de sommets intérieurs de t.

Par la suite, le nombre de sommets internes de t sera noté pdsptq. les arêtes internes de t
seront notées a1, . . . , ak, avec k “ pdsptq ´ 1 et a1 ă . . . ă ak´1 pour l’ordre décrit ci-dessus.

11.3 Contraction d’arêtes

Définition 11.3. Soient t un arbre plan et a une arête interne de a. La contraction en a de t
est l’arbre obtenu en ôtant l’arête a et en identifiant les deux extrémités de a. On le note t˚a. On
définit de même la contraction en une arête pour un arbre non plan.

Soient P une opérade, t un arbre (non plan), a “ ai une arête interne de t. On pose Pě2 “

p0, 0,Pp2q,Pp3q, . . .q.
On pose t1 “ t˚a. Soient s1 l’origine de ai et s2 son extrémité. Soit s11 le sommet de t1 obtenu

en identifiant s1 et s2. Il y a évidemment une bijection entre les sommets de t différents de s1 et
de s2 et les sommets de t1 différents de s11. Enfin on suppose que a est la α-ème arête à partir de
la gauche issue de s1.

On définit une application γa de tpPě2q dans t1pPě2q de la manière suivante : si x P tpPě2q

est l’arbre t dont le sommet s est décoré par ps ; alors γapxq est p´1qi`1t̃ où t̃ est l’arbre dont les
sommets sont décorés de la manière suivante :

1. Si s1 est différent de s11, sa décoration est celle du sommet correspondant de t.

2. La décoration de s11 est ps1 ˝ pI, . . . , I
loomoon

α´1

, ps2 , I, . . . , I
loomoon

k´α

q, où k est la fertilité de s1.

Lemme 11.4. Soient t un arbre plan, ai, aj deux arêtes de t avec i ă j et P une opérade. On
a alors :

γai ˝ γaj “ ´γaj´1 ˝ γai .

Démonstration. immédiat combinatoirement.

On considère maintenant Pě2r´1s (i.e les éléments de Pě2 sont tous homogènes de degré
´1). On considère PPě2r´1s. Alors un calcul simple permet de montrer que γ est compatible avec
les relations (24). Par suite, γ passe au quotient par les relations (24) et on peut donc définir :

γ : PPě2r´1s ÝÑ PPě2r´1s.
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11.4 Bar-construction d’une opérade

Notation 11.1. soient n, k P N. On note Tn,k l’ensemble des arbres (non plans) à n entrées et à
k sommets intérieurs. Remarquons que pour tout k P Z, PPě2r´1spnq´k “

à

tPTn,k

tpPě2r´1sq.

Proposition 11.5. γ est une différentielle.

Démonstration. clairement, γ est homogène de degré 1. Montrons que δ ˝ δ “ 0. Soient t, t1 deux
arbres. Calculons la composante de δ˝δ de tpPě2r´1sq dans tpPě2r´1sq. Deux cas se présentent :

1. Si il existe deux arêtes ai, aj de t (i ă j) telles que t1 “ pt˚aj q˚ai : on a alors également
t1 “ pt˚aiq˚aj´1 . Par suite, la composante de δ ˝ δ de tpPě2r´1sq dans tpPě2r´1sq est
γai ˝ γaj ` γaj´1 ˝ γai “ 0 d’après le lemme précédent.

2. Dans le cas contraire, le résultat est trivial.

Proposition 11.6. Soient n P N˚, x P
à

tPTn

tpPě2r´1sq, σ P Sn. Alors δpxσq “ δpxqσ.

Démonstration. immédiat.

Pour tout n P N˚, on pose :

CpPqpnq “
à

tPTn

tpPě2r´1sq˚.

Pour tout t P Tn, on identifie tpPě2r´1sq˚ avec tpPě2r´1s˚q grâce au crochet de dualité ă,ąt
entre tpP˚ě2q et tpPě2r´1sq décrit de la manière suivante : si f P tpP˚ě2q est l’arbre t dont le
sommet si est décoré par fi et si x P tpPě2r´1sq est l’arbre t dont le sommet si est décoré par
xi, on pose alors :

ă f, x ąt “
n
ź

i“1

fipxiq. (42)

On peut alors identifier CpPq “ pCpPqpnqqnPN avec l’opérade différentielle graduée librement
engendrée par Pě2r´1s˚. Par suite, CpPq est munie d’une composition et d’un élément neutre

satisfaisant (18), (19), (20) et (22), avec nσ “
n
ÿ

i“1

ÿ

jăi, σpjqąσpiq

pdsptiqpdsptjq (car P˚ě2 est entiè-

rement mis en degré 1).

De plus, par dualité, CpPqpnq est muni d’une structure d’espace différentiel gradué en posant :

1. CpPqpnqk “
à

tPTn,k

tpPě2r´1sq˚ ;

2. d “ δ˚.

On note pdspxq le degré d’un élément x P CpPq pour cette graduation. Par la proposition 11.6,
(23) est vérifiée. Enfin, on vérifie facilement de manière combinatoire que (21) est satisfaite. On
a donc le résultat suivant :

Théorème 11.7. CpPq est munie d’une structure d’opérade différentielle graduée.

De plus, CpPq hérite d’une deuxième graduation en mettant les éléments de Pě2r´1s˚pkq
en degré ´k ` 1. Pour cette graduation, la composition, l’action de S et la différentielle sont
homogènes de degré 0. On note |x| le degré d’un élément x P CpPq pour cette graduation. Pour
un arbre t P T pnq, les éléments de tpPě2r´1sq sont donc homogènes de degré :

ÿ

s sommet interne de t

p´fs ` 1q “ pdsptq ´
ÿ

s sommet interne de t

fs,
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où fs désigne la fertilité du sommet s.
Enfin, on note degpxq “ |x| ` pdspxq le degré total d’un élément x P CpPq. Pour un arbre

t P T pnq, les éléments de tpPě2r´1sq sont donc homogènes de degré total :

2pdsptq ´
ÿ

s sommet interne de t

fs,

où fs désigne la fertilité du sommet s. Pour cette graduation, la composition est homogène de
degré 0 et la différentielle homogène de degré 1. Par suite, CpPq munie de la graduation par le
degré total est encore une opérade différentielle graduée.

Notons que si tpPě2r´1sq ‰ p0q, alors fs ě 2 pour tout sommet intérieur. Par suite, le degré
total des éléments de tpPě2r´1sq est négatif ou nul et tpPě2r´1sq Ď CpPq0 si, et seulement si, t
est binaire.

Définition 11.8. DpPq est l’opérade différentielle graduée CpPq b Det. En particulier, la dif-
férentielle est donnée par dpp b 1nq “ dppq b 1n. L’action de Sn est donnée par pp b 1nq

σ “

εpσqpσ b 1n.

Pour tout t P Tn, étant donné l’action de S sur DpPq, le couplage ă,ąt permet maintenant
d’identifier tpPě2r´1sq˚ Ď DpPq avec tpPě2r´1s!q, et non plus tpPě2r´1s˚q comme dans le cas
de CpPq.

12 Opérades de Koszul

12.1 Bar-construction d’une opérade quadratique

Soit P “ PpE,Rq une opérade quadratique. Pour tout n P N, on a une suite :

. . .
d // DpPqpnq´i d // . . .

d// DpPqpnq´1
d // DpPqpnq0 d // 0

Considérons l’opérade différentielle graduée HpDpPqq. En particulier, considérons la sous-
opérade HpDpPqq0 formée des composantes homogènes de degré 0 de HpDpPqq :

HpDpPqq0 “
DpPq0

dpDpPq´1q
.

Notons que DpPq0 “ pDpPqpnq0qnPěN est une sous-opérade de DpPq. De plus, si tpPě2r´1sq˚

est non nul et inclus dans DpPq0, alors la fertilité de tous les sommets de t sont de fertilité 2.
Par suite, DpPqpnq0 s’identifie comme opérade avec l’opérade PE! librement engendrée par E!.

De plus, DpPq´1 est la somme directe des tpPě2r´1sq, où t parcourt l’ensemble des arbres
tels que tous les sommets sont de fertilité 2, sauf un qui est de fertilité 3. Ces arbres ont au moins
3 entrées. Par suite, dpDpPq´1qpkq “ p0q si k “ 0, 1 ou 2.

Cherchons dpDpPq´1qp3q. Par dualité, ceci est égal à l’orthogonal de l’espace suivant :

V “ Kerpδq X

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pPě2r´1sq ‘

1 3
2

pPě2r´1sq ‘

2 3
1

pPě2r´1sq

˛

‹

‹

‚

.
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Soient p, q P E “ Pp2q. On a :

δ

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pp, qq

˛

‹

‹

‚

“

1 2 3

pq ˝ pp, Iqq,

δ

¨

˚

˚

˝

1 3
2

pp, qq

˛

‹

‹

‚

“

1 3 2

pq ˝ pp, Iqq “

1 2 3

pq ˝ pp, Iqτ q,

δ

¨

˚

˚

˝

2 3
1

pp, qq

˛

‹

‹

‚

“

2 3 1

pq ˝ pp, Iqq “

1 2 3

pq ˝ pp, Iqq,

avec τ “ p2 3q et q “ qp1 2q. On a donc la factorisation suivante :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pPě2r´1sq ‘

1 3
2

pPě2r´1sq ‘

2 3
1

pPě2r´1sq

˛

‹

‹

‚

� � // //

δ

**TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTT

PEp3q

����
Pp3q

l’isomorphisme avec PEp3q étant donnée par :

1 2
3

pp, qq ÝÑ q ˝ pp, Iq,

1 3
2

pp, qq ÝÑ q ˝ pp, Iqτ ,

2 3
1

pp, qq ÝÑ q ˝ pp, Iq.

Par suite, V est égal au noyau de la surjection canonique de PEp3q sur P, c’est-à-dire R. On en
déduit que dpDpPqqp3q0 “ RK.

De même, si k ě 3, dpDpPqqpkq0 est obtenue en remplaçant dans chaque arbre de DpPq´1

le sommet de fertilité 3 par un élément de RK : par suite, dpDpPqq est l’idéal engendré par RK.
On a donc montré le résultat suivant :

Théorème 12.1. Soit P une opérade quadratique. Alors HpDpPqq0 est isomorphe à P !.

La proposition suivante est immédiate :

Proposition 12.2. Soit P une opérade quadratique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout i ‰ 0, HpDpPqqi “ 0.

2. Pour tout n P N, la suite ci-dessous est exacte, sauf éventuellement en DpPqpnq0 :

. . .
d // DpPqpnq´i d // . . .

d// DpPqpnq´1
d // DpPqpnq0 d // 0

3. DpPq est quasi-isomorphe à P !.

Définition 12.3. Soit P une opérade quadratique. On dira qu’elle est de Koszul si elle vérifie
l’une des trois conditions de la proposition précédente.
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12.2 Lien avec l’homologie

On admettra le résultat suivant (voir [10, 12]) :

Théorème 12.4. Soit P une opérade quadratique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. P est de Koszul.

2. P ! est de Koszul.

3. Pour toute P-algèbre libre A, pour tout n ‰ 1, HP
n pAq “ p0q.

Corollaire 12.5. Les opérades As, Com, Lie sont de Koszul.

Démonstration. l’homologie de As est l’homologie de Hochschild à coefficients dans K. Par suite,
il est bien connu que la condition 3 est satisfaite. De même, la condition 3 est satisfaite pour
Lie. D’après la condition 2, Lie! “ Com est de Koszul.

12.3 Série génératrice d’une dg-opérade

On rappelle que si E un dg-espace de dimension finie, l’indicatrice d’Euler de E est alors :

χpEq “
ÿ

nPZ
p´1qndimpHnpEqq.

Définition 12.6. Soit P une dg-opérade telle que pour tout n P N, Ppnq soit de dimension finie.
La série génératrice de P est la série formelle :

gPpXq “
ÿ

nPN

1

n!
χpPpnqqXn.

Remarque 12.1. 1. Si P etQ sont deux dg-opérades quasi-isomorphes, alors gPpXq “ gQpXq.

2. Si P est une opérade, alors gPpXq “
ÿ

nPN

1

n!
dimpPpnqqXn.

Exemple 12.1.

gAspXq “

`8
ÿ

n“1

1

n!
n!Xn “

X

1´X
,

gCompXq “

`8
ÿ

n“1

1

n!
Xn “ eX ´ 1.

On admettra le résultat suivant (voir [10, 12]) :

Théorème 12.7. Soit P une opérade telle que Pp0q “ p0q, Pp1q “ pIq et Ppnq soit de dimension
finie pour tout n P N. On a alors gDpPqp´gPp´Xqq “ X.

Notons que la preuve utilise une formule d’inversion pour la composition des séries formelles
utilisant les arbres.

Corollaire 12.8. Soit P une opérade de Koszul. Alors gP !p´gPp´Xqq “ X.

(car DpPq est quasi-isomorphe à P !.)

Exemple 12.2. 1. On considère l’opérade P “ Com
Comě3

, où Comě3 “ p0, 0, 0, Comp3q, Comp4q, . . .q.

Alors gPpXq “ X `
X2

2
. Par définition de DpPq, DpPqpnq a pour base l’ensemble des

arbres binaires Tbpnq pour tout n ě 1 (tous les sommets internes sont décorés par 1). De
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plus, DpPq est entièrement graduée en degré 0. Par suite, en notant bn “ cardpTbpnqq,

gDpPq “
`8
ÿ

n“1

bn
n!
Xn. Or gDpPq

ˆ

X ´
X2

2

˙

“ X, ce qui induit :

gDpPqpXq “ 1´
?

1´ 2X “ X `
`8
ÿ

n“2

p2n´ 3q!!

k!
Xk,

où p2n´3q!! “ 1.3.5 . . . p2n´3q pour tout n ě 2. Par suite, pour tout n ě 2, bn “ p2n´3q!!.
2. Prenons P “ Lie. Alors P est de Koszul. De plus, P ! “ Com. On a donc gLiep´gComp´Xqq “

gLie
`

1´ e´Xq
˘

“ X. Par suite, gLie “ ´ lnp1´Xq “
`8
ÿ

n“1

Xn

n
. En conséquence, pour tout

n P N˚, dimpLiepnqq “ pn´ 1q!.

13 Etude d’une opérade quadratique : l’opérade pré-Lie

13.1 Définition

Définition 13.1. (Voir [3]). Une algèbre pré-Lie est un espace vectoriel V muni d’une applica-
tion :

˝ :

"

V b V ÝÑ V
ab b ÝÑ a ˝ b,

telle que pour tous a, b, c P V ,

a ˝ pb ˝ cq ´ pa ˝ bq ˝ c “ a ˝ pc ˝ bq ´ pa ˝ cq ˝ b. (43)

Définition 13.2. L’opérade PLie est l’opérade quadratique PpE,Rq, où E est le S2-module
libre engendré par ˝ et R est le sous-S3-module de PEp3q engendré par l’élément suivant :

1
2 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

1
3 2

p˝, ˝q `

1 3
2

p˝, ˝q.

De manière immédiate, les PLie-algèbres sont les algèbres pré-Lie.

Théorème 13.3. Il existe un unique morphisme d’opérades Lie ÝÑ PLie envoyant r´,´s sur
˝ ´ ˝.

Démonstration. posons p “ ˝´˝. Le sous-S2-module de PLiep2q engendré par p est un module
signature ; par suite, il suffit de montrer que :

1 2
3

pp, pq `

2 3
1

pp, pq `

3 1
2

pp, pq “ 0.

En développant par linéarité en les sommets, on obtient :

1 2
3

pp, pq `

2 3
1

pp, pq `

3 1
2

pp, pq “

1 2
3

p˝, ˝q ´

1
2 3

p˝, ˝q ´

1 3
2

p˝, ˝q `

1
3 2

p˝, ˝q

`

2 3
1

p˝, ˝q ´

2
3 1

p˝, ˝q ´

2 1
3

p˝, ˝q `

2
1 3

p˝, ˝q

`

3 1
2

p˝, ˝q ´

3
1 2

p˝, ˝q ´

3 2
1

p˝, ˝q `

3
2 1

p˝, ˝q

“ 0.
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Remarque 13.1. Par suite, toute algèbre pré-Lie est munie d’une structure d’algèbre de Lie en
posant ra, bs “ a ˝ b´ b ˝ a. On appelle ce crochet le crochet de Lie induit par ˝.

Exemple 13.1. On considère l’algèbre de Lie g des dérivations de KrX,X´1s. Une base de cette

algèbre de Lie est donnée par pDiqiPZ, avec Di “ Xi`1 d

dX
. On a :

rDi, DjspXq “ DipX
j`1q ´DjpX

i`1q “ pj ` 1qXi`j`1 ´ pi` 1qXi`j`1.

Par suite, rDi, Djs “ pj ` 1qDi`j ´ pi` 1qDi`j . On pose alors, pour tous i, j P Z :

Di ˝Dj “ ´pi` 1qDi`j .

On a alors, pour tous i, j, k P Z :

pDi ˝Djq ˝Dk ´Di ˝ pDj ˝Dkq “ pi` 1qpi` j ` 1qDi`j`k ´ pj ` 1qpi` 1qDi`j`k

“ pi` 1qiDi`j`k

“ pDi ˝Dkq ˝Dj ´Di ˝ pDk ˝Djq.

Donc g est une algèbre pré-Lie. Remarquons que le crochet de Lie induit par ˝ donne la structure
de Lie usuelle de g.

13.2 Modules sur une algèbre pré-Lie

Proposition 13.4. Soit A une algèbre pré-Lie. Un PLie-module sur A est un espace vectoriel
M muni de deux applications :

"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

"

M bA ÝÑ M
mb a ÝÑ m.a,

telles que pour tous a, b P A, m PM :

a.pb.mq ´ pa ˝ bq.m “ a.pm.bq ´ pa.mq.b, m.pa ˝ bq ´ pm.aq.b “ m.pb ˝ aq ´ pm.bq.a.

Démonstration. une base de R est :

pe1, e2, e3q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
2 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

1
3 2

p˝, ˝q `

1 3
2

p˝, ˝q,

2
1 3

p˝, ˝q ´

2 1
3

p˝, ˝q ´

2
3 1

p˝, ˝q `

2 3
1

p˝, ˝q,

3
1 2

p˝, ˝q ´

3 1
2

p˝, ˝q ´

3
2 1

p˝, ˝q `

3 2
1

p˝, ˝q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
2 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

1
2 3

p˝, ˝q `

2
1 3

p˝, ˝q,

2
1 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

2
1 3

p˝, ˝q `

1
2 3

p˝, ˝q,
1 2

3

p˝, ˝q ´

2
1 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q `

1
2 3

p˝, ˝q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

par suite, un PLie-module sur A est un espace vectoriel M muni de deux applications
"

AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m,

"

M bA ÝÑ M
mb a ÝÑ m.a,
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correspondant à ˝ et ˝, telles que, pour tous a, b P A, m P M , on ait les trois relations corres-
pondant aux trois éléments ci-dessus :

a.pb.mq ´ pa ˝ bq.m “ a.pm.bq ´ pa.mq.b, b.pa.mq ´ pb ˝ aq.m “ b.pm.aq ´ pb.mq.a,

m.pa ˝ bq ´ pm.aq.b “ m.pb ˝ aq ´ pm.bq.a.

De manière évidente, les deux premières relations sont équivalentes.

Remarque 13.2. Si A est une algèbre pré-Lie et M un module sur A, on a donc, en notant r´,´s
le crochet de Lie induit par ˝, d’après la deuxième relation, pour tous a, b P A, m PM :

m.ra, bs “ pm.aq.b´ pm.bq.a.

Donc M est en particulier un Lie-module à droite sur pA, r´,´sq.

13.3 Algèbres enveloppantes au sens PLie

Soit A une algèbre pré-Lie. Décrivons son algèbre enveloppante UPLiepAq.

Proposition 13.5. UPLiepAq est engendrée par deux copies de A, notées A et A et les relations
suivantes : pour tous a, b P A,

a.b´ a ˝ b´ a.b` b.a “ 0,

a ˝ b´ b.a´ b ˝ a` a.b “ 0.

Démonstration. UPLiepAq est engendrée par PLiep2qbA “ p˝bAq‘ p˝bAq “ A‘A. Les trois
éléments de la base de R décrite ci-dessus donnent les relations suivantes :

a.b´ a ˝ b´ a.b` b.a “ 0,

b.a´ b ˝ a´ b.a` a.b “ 0,

a ˝ b´ b.a´ b ˝ a` a.b “ 0.

Les deux premières étant redondantes, on obtient le résultat annoncé.

Soit A une algèbre pré-Lie. On considère son algèbre tensorielle T pAq. Soit A une copie de
A. On identifie les éléments de A avec les élements de A de la manière suivante :

"

A ÝÑ A
a ÝÑ a.

On munit A de la structure d’algèbre de Lie opposée de A, i.e le crochet de Lie de A est donné
par ra, bs “ b ˝ a ´ a ˝ b. Son algèbre enveloppante est notée UpAq. Soit b P A. On considère la
dérivation Db de T pAq définie de la manière suivante : pour tout a P A,

Dbpaq “ a ˝ b´ ab,
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où ab désigne le produit de a et b dans T pAq. Soient b1, b2 P A. Pour tout a P A :

D
rb1,b2s

paq “ a ˝ pb2 ˝ b1q ´ a ˝ pb1 ˝ b2q ´ apb2 ˝ b1q ` apb1 ˝ b2q,

´

Db1
˝Db2

´Db2
˝Db1

¯

paq “ Db1
pa ˝ b2 ´ ab2q ´Db2

pa ˝ b1 ´ ab1q

“ pa ˝ b2q ˝ b1 ´ pa ˝ b2qb1 ´Db1
paqb2 ´ aDb1

pb2q

´ pa ˝ b1q ˝ b2 ` pa ˝ b1qb2 `Db2
paqb1 ` aDb2

pb1q

“ pa ˝ b2q ˝ b1 ´ pa ˝ b2qb1

´ pa ˝ b1qb2 ` ab1b2 ´ apb2 ˝ b1q ` ab2b1

´ pa ˝ b1q ˝ b2 ` pa ˝ b1qb2

` pa ˝ b2qb1 ´ ab2b1 ` apb1 ˝ b2q ´ ab1b2

“ pa ˝ b2q ˝ b1 ´ apb2 ˝ b1q ´ pa ˝ b1q ˝ b2 ` apb1 ˝ b2q

“ a ˝ pb2 ˝ b1q ´ apb2 ˝ b1q ´ a ˝ pb1 ˝ b2q ` apb1 ˝ b2q

“ D
rb1,b2s

paq.

(On a utilisé le fait que A soit pré-Lie pour l’avant-dernière égalité).

Par suite, A agit à gauche par dérivation sur T pAq. Cette action se prolonge donc en une action
à gauche de UpAq sur T pAq. De plus, UpAq est une algèbre de Hopf (en posant ∆paq “ ab1`1ba
pour tout a P A). Comme les éléments de A agissent par dérivation sur T pAq, on a, pour tous
x P UpAq, y1, y2 P T pAq, en utilisant les notations de Sweedler :

x.py1y2q “
ÿ

pxq

pxp1q.y1qpx
p2q.y2q.

On peut donc définir un produit semi-direct T pAq ˙ UpAq de la manière suivante :

1. Comme espace vectoriel, T pAq ˙ UpAq est T pAq b UpAq.

2. Son produit est donné par :

px1 b y1qpx2 b y2q “
ÿ

py1q

x1y
p1q
1 .x2 b y

p2q
1 y2.

Indentifions T pAq avec T pAqb1 et UpAq avec 1bUpAq. Ainsi, T pAq et UpAq sont des sous-algèbres
de T pAq ˙ UpAq. De plus, pour tous a P A, b P A :

ba “ b.a1` 1.ab “ a ˝ b´ ab` ab.

Enfin, T pAq est engendrée par A (sans relations) et UpAq est engendrée par A et les relations
ab´ ba “ b ˝ a´ a ˝ b pour tous a, b P A. Par suite, T pAq ˙ UpAq est l’algèbre (unitaire) par A
et A et les relations suivantes : pour tous a, b P A :

"

ab´ a ˝ b´ ab` ba “ 0,

a ˝ b´ ba´ b ˝ a` ab “ 0.

UPLiepAq étant non-unitaire, on obtient :

Théorème 13.6. UPLiepAq est isomorphe en tant qu’algèbre à T pAq ˙ UpAq.
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13.4 Opérade duale de PLie

R est de dimension 3, de base :

pe1, e2, e3q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
2 3

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

1
3 2

p˝, ˝q `

1 3
2

p˝, ˝q,

2
1 3

p˝, ˝q ´

2 1
3

p˝, ˝q ´

2
3 1

p˝, ˝q `

2 3
1

p˝, ˝q,

3
1 2

p˝, ˝q ´

3 1
2

p˝, ˝q ´

3
2 1

p˝, ˝q `

3 2
1

p˝, ˝q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2 3
1

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

2 3
1

p˝, ˝q `

1 3
2

p˝, ˝q,
1 3

2

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q ´

1 3
2

p˝, ˝q `

2 3
1

p˝, ˝q,
1 2

3

p˝, ˝q ´

1 3
2

p˝, ˝q ´

1 2
3

p˝, ˝q `

2 3
1

p˝, ˝q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Comme dimpPEp3qq “ 12, dimpRKq “ 9. Une base de E est p˝, ˝q. On note ‚ l’élément de E
défini par p‚, ˝q “ 1, p‚, ˝q “ 0. Une base de E! est alors p‚, ‚q. Le couplage entre E! et E est
donné par :

p‚, ˝q “ 1 , p‚, ˝q “ p‚, ˝q “ 0 , p‚, ˝q “ ´1.

On vérifie alors aisément que les éléments suivants sont dans RK :

1 2
3

p‚, ‚q ´

1
2 3

p‚, ‚q “

1 2
3

p‚, ‚q ´

2 3
1

p‚, ‚q,

1
2 3

p‚, ‚q ´

1
3 2

p‚, ‚q “

2 3
1

p‚, ‚q ´

2
3 1

p‚, ‚q.

Par suite, le sous-S3-module de PE! engendré par ces deux éléments est dans RK. On vérifie qu’il
est de dimension 9. Par suite, ces deux éléments engendrent RK. On a montré :

Théorème 13.7. L’opérade P ! est isomorphe à l’opérade Perm “ PpE,Rq, où E est le S2-
module libre engendré par ‚ et R est le sous-S3-module de PEp3q engendré par les deux éléments
suivants :

1 2
3

p‚, ‚q ´

1
2 3

p‚, ‚q ,

1
2 3

p‚, ‚q ´

1
3 2

p‚, ‚q.

Remarque 13.3. Les Perm-algèbres sont donc les algèbres associatives (non unitaires) A dont le
produit ‚ vérifie, pour tous a, b, c P A, a ‚ b ‚ c “ a ‚ c ‚ b.

Décrivons les Perm-algèbres libres. Soit V un espace vectoriel. Par définition d’une Perm-
algèbre, la Perm-algèbre libre engendrée par V est laAs-algèbre libre engendrée par V quotientée
par l’idéal engendré par les éléments de la forme abc´ acb, a, b, c P V . Par suite :

TPermpV q “
à

nPN
V b Sn´1pV q,

muni du produit suivant :

pv0 b pv1 . . . vnqq.pw0 b pw1 . . . , wmqq “ v0 b v1 . . . vnw0w1 . . . wm.

Soit pv1, . . . , vnq une base de V . Alors Permpnq.pv1b. . .bvnq a pour base pvibpv1 . . . pvi . . . vnqq1ď1ďn

et est donc de dimension n. Par suite, comme ce sous-espace de TPermpV q est isomorphe à
Permpnq on en déduit que Permpnq est de dimension n. Des calculs élémentaires permettent de
montrer le théorème suivant :
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Théorème 13.8. Pour tout n P N, Permpnq a pour base ptn1 , . . . , t
n
nq. La composition est donné

par tkj ˝ pt
n1
i1
, . . . , tnkik q “ tn1`...`nk

n1`...`nj´1`ij
. L’élément neutre est t11. L’action de Sn est donnée par

ptni q
σ “ tnσ´1piq.

13.5 Homologie des algèbres pré-Lie

Soit A une algèbre pré-Lie. Soit peni q1ďiďn la base de Permpnq˚ duale de la base ptni q1ďiďn
de Permpnq. Pour tout n P N˚, on a donc :

CPermpAr´1sqpnq “

$

’

&

’

%

ÿ

i

eni b pa
i
1 b . . .b a

i
nq {

ÿ

i

enσpiq b a
i
1 b . . .b a

i
n “ εpσq

ÿ

i

eni b a
i
σp1q b . . .b a

i
σpnq.

,

/

.

/

-

.

Par suite, pour tout n P N˚, CPermpAr´1sqpnq est isomorphe à A b Λn´1pAq. Le coproduit est
donné de la manière suivante : pour a0, a1, a2 P A :

∆pa0q “ 0,

∆pa0 b a1q “ a0 b a1,

∆pa0 b a1 ^ a2q “ a0 b pa1 b a2q ´ a0 b pa2 b a1q ` pa0 b a1q b a2 ´ pa0 b a2q b a1.

Calculons la différentielle. On a Dpa0q “ 0, Dpa0 b a1q “ a0 ˝ a1. De plus :

∆pDpa0 b a1 ^ a2qq “ pa0 ˝ a1q b a2 ´ pa0 ˝ a2q b a1 ´ a0 b pa1 ˝ a2q ` a0 b pa2 ˝ a1q.

Par suite,
Dpa0 b a1 ^ a2q “ a0 ˝ a1 b a2 ´ a0 ˝ a2 b a1 ´ a0 b ra1, a2s.

On peut montrer par récurrence (voir [3]) la formule suivante :

Dpa0 b a1 ^ . . .^ anq “
n
ÿ

j“1

p´1qj`1a0 ˝ aj b a1 ^ . . .^ paj ^ . . . an

´
ÿ

1ďiăjďn

p´1qi`j`1a0 b rai, ajs ^ . . .^ pai ^ . . .^ paj ^ . . .^ an.

On considère l’algèbre de Lie A “ Aop. Pour tout a P a, b P A, on pose b.a “ a ˝ b. D’après
l’axiome de l’algèbre pré-Lie sur A, A est un Lie-module à gauche sur A. De plus, le complexe
de chaîne de A est égal au complexe de Chevalley-Eilenberg de A à valeurs dans A.

Proposition 13.9. Soit V un espace vectoriel et soit A une algèbre pré-Lie librement engendrée
par V . Alors il existe un isomorphisme de A-Lie-modules à droite de pA, ˝q dans V b UpAq, le
A-Lie-module à droite librement engendré par V .

Démonstration. on note ‹ l’action à droite de UpAq sur A induite par ˝ :

‹ :

"

Ab UpAq ÝÑ A
ab x ÝÑ a ‹ x

tel que pour tous a, b P A, a ‹ b “ a ˝ b. Comme V bUpAq est librement engendré par V , il existe
un unique morphisme de A-Lie-modules à droite :

Ψ :

"

V b UpAq ÝÑ pA, ˝q
v b x ÝÑ v ‹ x.

Munissons V b UpAq d’une structure d’algèbre pré-Lie en posant :

pv1 b x1q ˝ pv2 b x2q “ v1 b x1pv2 ‹ x2q.
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Ceci définit bien un produit pré-Lie : en effet, si a “ v1bx1, b “ v2bx2, c “ v3bx3 P V bUpAq,
en posant ai “ vi ‹ xi P A (i “ 2, 3) :

pa ˝ bq ˝ c´ a ˝ pb ˝ cq ´ pa ˝ cq ˝ b` a ˝ pc ˝ bq

“ pv1 b x1a2q ˝ pv3 b x3q ´ pv1 b x1q ˝ pv2 b x2a3q

´ pv1 b x1a3q ˝ pv2 b x2q ` pv1 b x1q ˝ pv3 b x3a2q

“ v1 b x1a2a3 ´ v1 b x1pv2 ‹ px2a3qq

´ v1 b x1a3a2 ` v1 b x1pv3 ‹ px3a2qq

“ v1 b x1a2a3 ´ v1 b x1pa2 ˝ a3q

´ v1 b x1a3a2 ` v1 b x1pa3 ˝ a2q

“ v1 b x1pa2a3 ´ a3a2 ´ a2 ˝ a3 ` a3 ˝ a2q

“ v1 b x1pa2a3 ´ a3a2 ´ ra2, a3sq

“ 0.

Comme A est une algèbre pré-Lie librement engendrée par V , il existe un unique morphisme
d’algèbres pré-Lie :

Φ :

"

A ÝÑ V b UpAq
v P V ÝÑ v b 1.

Montrons que Ψ est un morphisme d’algèbres-pré-Lie : soient a “ v1bx1, b “ v2bx2 P AbUpAq.

Ψpa ˝ bq “ Ψpv1 b x1pv2 ‹ x2qq

“ v1 ‹ px1pv2 ‹ x2qq

“ pv1 ‹ x1q ‹ pv2 ‹ x2q

“ pv1 ‹ x1q ˝ pv2 ‹ x2q

“ ψpaq ˝ ψpbq.

(On a utilisé le fait que v2 ‹ x2 P A pour la quatrième égalité).
Par suite, Ψ ˝ Φ est un endomorphisme d’algèbre pré-Lie de A. De plus, pour tout v P V ,

Ψ ˝ Φpvq “ Ψpv b 1q “ v ‹ 1 “ v. Comme V engendre A, Ψ ˝ Φ “ IdA.
Montrons que Φ est un morphisme de A-Lie-modules à droite. Soient a, b P A. Posons Φpaq “

v1bx1 et Φpbq “ v2bx2. Comme Ψ˝Φ “ IdA, v2 ‹x2 “ b. Par suite, comme Φ est un morphisme
d’algèbres pré-Lie :

Φpa ‹ bq “ Φpa ˝ bq

“ Φpaq ˝ Φpbq

“ pv1 b x1q ˝ pv2 b x2q

“ v1 b x1pv2 ‹ x2q

“ v1 b x1b

“ pv1 b x1q.b

“ Φpaq.b.

Par suite, Φ ˝ Ψ est un endomorphisme de A-Lie-module à droite de V b UpAq. De plus, pour
tout v P V ,

Φ ˝Ψpv b 1q “ Φpv ‹ 1q “ Φpvq “ v b 1.

Comme V b 1 engendre le A-Lie-module à droite V b UpAq, Φ ˝ Ψ “ IdVbUpAq. Donc Φ et Ψ
sont des isomorphismes de A-Lie-modules à droite.

Par suite, lorsque A est une algèbre pré-Lie libre, pA, ˝q est un A-Lie-module à gauche libre
et donc le complexe de chaîne de A est exact, sauf éventuellement en n “ 1.
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Théorème 13.10. L’opérade PLie est de Koszul.

Corollaire 13.11. Pour tout n ě 1, dimpPLiepnqq “ nn´1.

Démonstration. comme PLie est de Koszul, ´gPLiep´Xq est l’inverse pour la composition de
gPermpXq. De plus :

gPermpXq “
`8
ÿ

n“1

1

n!
dimpPermpnqqXn

“

`8
ÿ

n“1

1

pn´ 1q!
Xn

“ XeX .

Or on montre facilement que l’inverse pour la composition de XeX est
`8
ÿ

n“1

p´1qn`1nn´1

n!
Xn. En

identifiant cette série formelle et ´gPLiepXq, on obtient le résultat.

13.6 Opérade des arbres enracinés

Définition 13.12. Un arbre enraciné t est graphe fini orienté connexe et sans boucles ; on
suppose que l’un des sommets de ce graphe n’est l’arrivée d’aucune arête ; ce sommet est appelé
racine de t. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas. Le poids de t est le nombre
de ses sommets.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre enraciné décoré par D est un arbre enraciné t
muni d’une application de l’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette
application est appelée décoration de s. Pour tout d P D, on notera ‚d l’arbre enraciné décoré
formé d’un seul sommet décoré par d.

Un arbre indexé est un arbre t enraciné décoré par t1, . . . ,poidsptqu dont les décorations sont
deux à deux distinctes. On notera RTi l’ensemble des arbres indexés et RTipnq l’ensemble des
arbres indexés de poids n.

Exemple 13.2. 1. Arbres enracinés de poids inférieur ou égal à 5 :

, , , , , , , , , , , , , , , , .

2. Arbres enracinés décorés par D “ t1, 2u de poids inférieur ou égal à 3 :

1 , 2 , 1
1
, 1

2
, 2

1
, 2

2
, 1

11

, 2

11

, 1

21

, 2

21

, 1

22

, 2

22

, 1
1
1

, 2
1
1

, 1
2
1

, 1
1
2

, 1
2
2

, 2
1
2

, 2
2
1

, 2
2
2

.

3. Arbres indexés de poids 1, 2 ou 3 :

1 , 1
2
, 2

1
, 1

32

, 2

31

, 3

21

, 1
2
3

, 1
3
2

, 2
1
3

, 2
3
1

, 3
1
2

, 3
2
1

.

Soient t P RTipkq, t1, . . . , tk P RTi. Un arbre t, t1, . . . , tk-admissible est un arbre obtenu de la
manière suivante : pour toute arête a de t, si a relie le sommet indexé par i au sommet indexé
par j, on greffe la racine de tj sur un sommet de ti. Dans l’arbre ainsi obtenu, le sommet indexé
par i de tj devient indexé par n1 ` . . .` nj´1 ` i.
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Exemple 13.3. On prend t “ 1
2
, t1 “ 2

1
3

, t2 “ 1 . L’ensemble des arbres t, t1, t2-admissibles est :
$

’

’

&

’

’

%

2
1

3
4

, 2
1

34

, 2
1
3
4
,

/

/

.

/

/

-

.

Pour tout n P N˚, on pose RT pnq “ VectpRTipnqq et RT p0q “ p0q. On vérifie facilement
qu’on munit RT d’une structure d’opérade en posant :

1. Pour tous t P RTipkq, t1, . . . , tk P RTi,

t ˝ pt1, . . . , tkq “
ÿ

t1 arbre t, t1, . . . , tk-admissible

t1.

2. l’élément neutre est ‚1 P RTip1q Ă RT p1q.
3. L’action de σ P Sn est définie sur t P RTipnq en changeant la décoration du sommet

indexé par i en σ´1piq.

Exemple 13.4.

1
2
˝ p 2

1
3

, 1q “ 2
1

3
4

` 2
1

34

` 2
1
3
4

,
¨

˝ 1
2
3
˛

‚

p1 2 3q

“ 3
1
2

.

Lemme 13.13. Dans RT , on a :

1
2

˝ p 1
2

, Iq ´ 1
2

˝ pI, 1
2

q “

ˆ

1
2

˝ p 1
2

, Iq ´ 1
2

˝ pI, 1
2

q

˙p2 3q

.

Démonstration. on a :

1
2

˝ p 1
2

, Iq ´ 1
2

˝ pI, 1
2

q “ 1
2
3

` 1

32

´ 1
2
3

“ 1

32

.

Or

˜

1

32
¸p2 3q

“ 1

23

“ 1

32

.

Par suite, il existe un unique morphisme d’opérades :

Θ :

#

PLie ÝÑ RT

˝ ÝÑ 1
2

.

Lemme 13.14. RT est engendrée par le S2-module engendré par 1
2

.

Démonstration. soit RT 1 la sous-opérade de RT engendré par le S2-module engendré par 1
2

.
Montrons par récurrence sur n que RT 1pnq “ RT pnq. C’est évident si n “ 0, 1 ou 2. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n ´ 1. Soit t P RTipnq, montrons que t P RT 1pnq. Procédons
par récurrence sur la fertilité f de la racine. Si f “ 1, quitte à faire agir un élément de Sn,
on peut supposer que la racine de t est indexé par 1. Alors il existe un (unique) arbre t1 de

RTipn ´ 1q tel que t “ 1
2

p 1 , t1q. D’après l’hypothèse de récurrence, t1 P RT 1pn ´ 1q et donc
t P RT 1pnq. Supposons le résultat vrai pour tous les arbres de poids n dont la racine a une
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fertilité inférieure strictement à f . Soient t1, t2 les arbres décorés obtenus en coupant une des
arêtes issues de la racine ; t1 contient la racine de t. Quitte à faire agir un élément de Sn,
on peut supposer que t1 est indexé et que les sommets de t2 sont décorés par les éléments de
tpoidspt1q ` 1, . . . ,poidspt1q ` poidspt2qu. On pose alors t12 l’arbre indexé obtenu en retranchant
poidspt1q à toutes les décorations de t2. On a alors :

1
2

pt1, t
1
2q “ t` combinaison linéaire d’arbres indexés de poids n
dont la racine à une fertilité strictement inférieure à f.

D’après l’hypothèse de récurrence, t P RT 1pnq.

Par suite, Θ est surjectif. Pour montrer qu’il est injectif, il suffit de montrer que RT pnq
et PLiepnq ont même dimension pour tout n. Or pour tout n ě 1, dimpPLiepnqq “ nn´1 “

cardpRTipnqq (voir [20] ainsi que [18], entrée numéro A000169). Par suite :

Théorème 13.15. Il existe un unique isomorphisme d’opérades :

Θ :

#

PLie ÝÑ RT

˝ ÝÑ 1
2

.

On peut alors décrire les algèbres pré-Lie libres. Soit V un espace vectoriel. Alors l’algèbre
pré-Lie TPLiepV q est engendré (linéairement) par l’ensemble des arbres décorés par des éléments
de V , les arbres étant linéaires en chacune de leurs décorations. Le produit pré-Lie est donné de
la manière suivante : pour t1, t2 des arbres enracinés décorés par V ,

t1 ˝ t2 “
ÿ

greffes de t2 sur t1.

Exemple 13.5. Si a, b, c, d P V :

a
b
c

˝ d “ a
b

c
d

` a
b

cd

` a
b
c
d

.

Remarque 13.4. on peut montrer (voir [6, 7, 8]) que si A est une algèbre pré-Lie libre, alors A
est une algèbre de Lie libre.
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Corrigé des exercices

Correction de l’exercice 1.1 :
Il suffit d’effectuer le produit par blocs.
Correction de l’exercice 1.2 :
Soient k P N, n1, . . . , nk P N, p P Sk Ă Apkq, pi P Sni Ă Apniq, σ P Sk, τi P Sni . On vérifie

facilement que dans Sn1`...`nk :

pσ ˝ pp1, . . . , pkq
σ˝pτσp1q,...,τσpkqq “ pσ ˝

´

p
τσp1q
σp1q , . . . , p

τσpkq
σpkq

¯

.

En effet, les deux envoient nσp1q ` . . . ` nσpi´1q ` j avec 1 ď j ď nσpiq sur np´1p1q ` . . . `
np´1ppσpiq´1q ` pσpiqτσpiqpjq.

Correction de l’exercice 3.1 :
1 ñ 2 : supposons PEpnq de dimension finie pour tout n. Comme Epnq Ď PEpnq pour tout

n, nécessairement Epnq est de dimension finie. Supposons Ep1q ‰ p0q et soit x un élément non
nul de Ep1q. Alors pour tout n P N˚, PEp1q contient x ˝ . . . ˝ xloooomoooon

n

et ces éléments sont linéairement

indépendants, donc PEp1q n’est pas de dimension finie : contradiction. Donc PEp1q “ p0q. Sup-
posons Ep0q ‰ p0q et soit x P Ep0q. Supposons qu’il existe k P N˚ tel que Epkq ‰ p0q. Soit alors
p P Epkq, non nul.

Pour tout n P N˚, posons yn “ rp ˝ px, . . . , x, Iqs ˝ . . . ˝ rp ˝ px, . . . , x, Iqs
loooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooon

n

P PEp1q. Les yn

sont linéairement indépendants ; par suite, PEp1q est de dimension infinie : contradiction, d’où
le résultat annoncé.

2 ñ 1 : supposons 2. Si Ep0q ‰ p0q, alors Epnq “ p0q si n ě 1 et PE “ E. Supposons
Ep0q “ Ep1q “ p0q et Epnq de dimension finie pour tout n P N. Alors pour tout t P Tn, tpEq est
de dimension finie. De plus, tpEq est nul si t possède des sommets internes de fertilité 0 ou 1.
Donc si tpEq est non nul, les sommets intérieurs de t sont tous de fertilité au moins 2. Comme il
y a seulement un nombre fini d’arbres à n feuilles dont tous les sommets intérieurs de t sont de
fertilité au moins 2, PEpnq “

à

tPTn

tpEq est de dimension finie.

Correction de l’exercice 4.1 :
Soit A un espace vectoriel. Étant donnée la présentation de Pois par générateur et relations,

munir A d’une structure de Pois-algèbre est équivalent à donner une application r´,´s : A b
A ÝÑ A et une application m : AbA ÝÑ A vérifiant pour tous v1, v2, v3 P A,

v2.v1 ´ v1.v2 “ 0,

tv2, v1u ` tv1, v2u “ 0,

pv1.v2q.v3 ´ v1.pv2.v3q “ 0,

ttv1, v2u, v3u ` ttv2, v3u, v1u ` ttv3, v1u, v2u “ 0,

tv1.v2, v3u ´ v1.tv2, v3u ´ tv1, v3u.v2 “ 0.

Ceci équivaut bien à munir A d’une structure d’algèbre de Poisson.

Correction de l’exercice 5.1 :
Alors E est concentré en degré 2 et Ep2q a pour base pm, t´,´uq ; R est de dimension 6 ; il

a pour base :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

1 3
2

pm,mq ´

1
3 2

pm,mq,

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq `

2 3
1

pt´,´u, t´,´uq `

3 1
2

pt´,´u, t´,´uq,
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1
2 3

pm, t´,´uq ´

1 2
3

pt´,´u,mq ´

1 3
2

pt´,´u,mq,

2
1 3

pm, t´,´uq ´

2 1
3

pt´,´u,mq ´

2 3
1

pt´,´u,mq,

3
1 2

pm, t´,´uq ´

3 1
2

pt´,´u,mq ´

3 2
1

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq ´

1
2 3

pt´,´u, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u, t´,´uq,

1
2 3

pm, t´,´uq ´

1 2
3

pt´,´u,mq ´

2
1 3

pt´,´u,mq,

2
1 3

pm, t´,´uq ´

2 1
3

pt´,´u,mq ´

1
2 3

pt´,´u,mq,´

1 2
3

pm, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u,mq `

1
2 3

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

Par suite, un Pois-module sur une algèbre de Poisson A est un espace vectoriel muni d’ap-
plications :

AbM ÝÑ M AbM ÝÑ M
abm ÝÑ a.m, abm ÝÑ a ˚m,

correspondant à l’action de m P Ep2q et de t´,´u P Ep2q, satisfaisant :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

.pab bbmq “ 0

pabq.m´ a.pb.mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq

˛

‹

‹

‚

pab bbmq “ 0,

b.pa.mq ´ a.pb.mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq ´

1
2 3

pt´,´u, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u, t´,´uq

˛

‹

‹

‚

pab bbmq “ 0,

ta, bu ˚m´ a ˚ pb ˚mq ` b ˚ pa ˚mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

1
2 3

pm, t´,´uq ´

1 2
3

pt´,´u,mq ´

2
1 3

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

pab bbmq “ 0,

a ˚ pb.mq ´ ta, bu.m´ b.pa ˚mq “ 0,
¨

˚

˚

˝

2
1 3

pm, t´,´uq ´

2 1
3

pt´,´u,mq ´

1
2 3

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

pab bbmq “ 0,

b ˚ pa.mq ´ tb, au.m´ a.pb ˚mq “ 0,

¨

˚

˚

˝

´

1 2
3

pm, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u,mq `

1
2 3

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

pab bbmq “ 0,

´pabq ˚m` b.pa ˚mq ` a.pb ˚mq “ 0.
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Correction de l’exercice 6.1 :
1. Fixons E “ K. Alors PEp3q est de dimension 3. Une base de PEp3q est (en omettant les

décorations par 1) :
¨

˚

˚

˝

1 2
3

,

2 3
1

,

1 3
2

,

˛

‹

‹

‚

.

L’action de S3 est donnée par :

e p1 2q p2 3q p1 3q p1 3 2q p1 2 3q
1 2

3
1 2

3
1 2

3
1 3

2
2 3

1
2 3

1
1 3

2

2 3
1

2 3
1

1 3
2

2 3
1

1 2
3

1 3
2

1 2
3

1 3
2

1 3
2

2 3
1

1 2
3

1 3
2

1 2
3

2 3
1

Décomposons ce S3-module en sous-modules simples. On vérifie que l’élément suivant engendre
un sous-module (noté R1) trivial de dimension 1 :

1 2
3

`

2 3
1

`

1 3
2

et que l’élément suivant engendre un sous-module (noté R2) simple de dimension 2 isomorphe à
la représentation standard :

1 2
3

´

1
2 3

“

1 2
3

´

2 3
1

Par suite, PEp3q a quatre sous-modules, donc il existe quatre opérades quadratiques engendrées
par E :

1. R “ p0q : alors PpE,Rq est l’opérade des algèbres munis d’un produit commutatif (non
nécessairement associatif).

2. R “ R1 : alors PpE,Rq est l’opérade des algèbres A munies d’un produit commutatif tel
que pour tous x, y, z P A, pxyqz ` pyzqx` pxzqy “ pxyqz ` pyzqx` pzxqy “ 0.

3. R “ R2 : alors PpE,Rq est l’opérade des algèbres A munies d’un produit commutatif tel
que pour tous x, y, z P A, pxyqz “ xpyzq. Il s’agit donc de Com.

4. R “ R1‘R2 : alors PpE,Rq est l’opérade des algèbres A munies d’un produit commutatif
tel que pour tous x, y, z P A, pxyqz “ xpyzq “ 0.

2. Fixons E1 “ K (représentation signature). Alors PE1p3q est de dimension 3. Une base de
PE1p3q est (en omettant les décorations par 1) :

¨

˚

˚

˝

1 2
3

,

2 3
1

,

1 3
2

,

˛

‹

‹

‚

.
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L’action de S3 est donnée par :

e p1 2q p2 3q p1 3q p1 3 2q p1 2 3q
1 2

3
1 2

3

´

1 2
3

1 3
2

´

2 3
1

2 3
1

´

1 3
2

2 3
1

2 3
1

1 3
2

´

2 3
1

´

1 2
3

´

1 3
2

1 2
3

1 3
2

1 3
2

2 3
1

1 2
3

´

1 3
2

´

1 2
3

´

2 3
1

Décomposons ce S3-module en sous-modules simples. On vérifie que l’élément suivant engendre
un sous-module (noté R11) trivial de dimension 1 :

1 2
3

`

2 3
1

´

1 3
2

et que l’élément suivant engendre un sous-module (noté R12) simple de dimension 2 isomorphe à
la représentation standard :

1 2
3

`

1
2 3

“

1 2
3

´

2 3
1

Par suite, PE1p3q a quatre sous-modules, dont il existe quatre opérades quadratiques engendrées
par E1 :

1. R1 “ p0q : alors PpE1, R1q est l’opérade des algèbres munis d’un produit anticommutatif,
non nécessairement associatif.

2. R1 “ R11 : alors PpE1, R1q est l’opérade des algèbres Amunies d’un produit anticommutatif
noté r´,´s tel que pour tous x, y, z P A, rrx, ys, zs ` rry, zs, xs ´ rrx, zs, ys “ rrx, ys, zs `
rry, zs, xs ` rrz, xs, ys “ 0. Il s’agit donc de Lie.

3. R1 “ R12 : alors PpE1, R1q est l’opérade des algèbres Amunies d’un produit anticommutatif
tel que pour tous x, y, z P A, pxyqz “ ´xpyzq. Il s’agit donc de l’opérade des algèbres
anti-associatives anti-commutatives, c’est-à-dire l’opérade Det.

4. R1 “ R11‘R
1
2 : alors PpE1, R1q est l’opérade des algèbres A munies d’un produit anticom-

mutatif tel que pour tous x, y, z P A, pxyqz “ xpyzq “ 0.

Correction de l’exercice 6.2 :
Reprenons les notations de la correction de l’exercice 5.1. Alors UPpAq est engendrée par

pmbAq ‘ pt´,´u bAq “ A‘A. Les relations sont données par :

“

¨

˚

˚

˝

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

2
1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq,

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq ´

1
2 3

pt´,´u, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u, t´,´uq,

1
2 3

pm, t´,´uq ´

1 2
3

pt´,´u,mq ´

2
1 3

pt´,´u,mq,

2
1 3

pm, t´,´uq ´

2 1
3

pt´,´u,mq ´

1
2 3

pt´,´u,mq,´

1 2
3

pm, t´,´uq `

2
1 3

pt´,´u,mq `

1
2 3

pt´,´u,mq

˛

‹

‹

‚

1.
1 2

3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq “ T1pmbmq ´ T2pmbmq,

ce qui donne ab´ a.b “ 0.
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2.
2

1 3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq “ T3pmbmq ´ T2pmbmq,

ce qui donne b.a´a.b “ 0. Comme A est commutative, on retrouve la relation précédente.
3.

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq´

1
2 3

pt´,´u, t´,´uq`

2
1 3

pt´,´u, t´,´uq “ T1pt´,´ubt´,´uq´T2pt´,´ubt´,´uq´T3pt´,´ubt´,´uq,

ce qui donne ta, bu ´ a.b` b.a “ 0.
4.

1
2 3

pm, t´,´uq´

1 2
3

pt´,´u,mq´

2
1 3

pt´,´u,mq “ T2pmbt´,´uq´T1pt´,´ubmq´T3pt´,´ubmq,

ce qui donne a.b´ ta, bu ´ b.a “ 0.
5.

2
1 3

pm, t´,´uq´

2 1
3

pt´,´u,mq´

1
2 3

pt´,´u,mq “ T3pmbt´,´uq`T1pt´,´ubmq´T2pt´,´ubmq,

ce qui donne b.a` ta, bu ´ a.b “ 0 : on retrouve la relation précédente.
6.

´

1 2
3

pm, t´,´uq`

2
1 3

pt´,´u,mq`

1
2 3

pt´,´u,mq “ ´T1pmbt´,´uq`T3pt´,´ubmq`T2pt´,´ubmq,

ce qui donne ´ab` b.a` a.b “ 0.
Correction de l’exercice 6.3 :
Reprenons les notations de l’exercice précédent. Alors le S2-module engendrant l’opérade est

E ou E1. De manière immédiate, E! « E1. On identifie donc E! et E1, ce qui par bidualité revient
à identifier E et pE1q!. De plus, en comparant les dimensions, on obtient facilement RK1 “ R12,
RK2 “ R11, pR11qK “ R2 et pR12qK “ R1. Par suite :

1. PpE, p0qq! “ PpE1,PE1p3qq et PpE1,PE1p3qq! “ PpE, p0qqq.
2. PpE,R1q

! “ PpE1, R12q et PpE1, R12q! “ P pE,R1q.
3. PpE,R2q

! “ PpE1, R11q et PpE1, R11q! “ P pE,R2q. Autrement dit Com! “ Lie et Lie! “

Com.
4. PpE,PEp3qq! “ PpE1, p0qq et PpE1, p0qq! “ PpE,PEp3qq.
Correction de l’exercice 6.4 :
Dans ce cas, E “ Km ‘ Kt´,´u, m engendrant un module trivial et t´,´u un module

signature. Alors E s’identifie à E! via le couplage suivant :

pm, t´,´uq “ pt´,´u,mq “ 1 , pt´,´u, t´,´uq “ pm,mq “ 0.

De plus, R est de dimension 6, engendré comme S3-module par :

a “

1 2
3

pm,mq ´

1
2 3

pm,mq (sous-module de dimension 2),

b “

1 2
3

pt´,´u, t´,´uq `

2 3
1

pt´,´u, t´,´uq `

3 1
2

pt´,´u, t´,´uq (sous-module de dimension 1),

c “

1 2
3

pm, t´,´uq ´

1
2 3

pt´,´u,mq ´

1 2
3

pt´,´u,mq (sous-module de dimension 3).
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On montre facilement que a, b, c P RK. Comme RK est un S3-module, R Ď RK. Comme E est
de dimension 2, dimpRKq “ dimpPEp3qq ´ dimpRq “ 12´ 6 “ 6 “ dimpRq. Par suite, RK “ R.

Correction de l’exercice 6.5 :
On a identifié As et As! par le couplage suivant :

pm,mq “ 1 , pm,mq “ pm,mq “ 0 , pm,mq “ ´1.

On a de plus identifié Com! et Lie par le couplage suivant :

pm, r´,´sq “ 1.

Par suite, le morphisme Θ!
2 : Lie ÝÑ As satisfait :

pm,Θ!
2pr´,´sqq “ pΘ2pmq, r´,´sq “ pm, r´,´sq “ 1 “ pm,m´mq,

pm,Θ!
2pr´,´sqq “ pΘ2pmq, r´,´sq “ pm, r´,´sq “ 1 “ pm,m´mq.

Par suite, Θ!
2pr´,´sq “ m´m et donc Θ!

2 “ Θ1. Par bidualité, Θ!
1 “ Θ2.

Correction de l’exercice 7.1 :
P “ Pois, alors P ! “ Pois et le couplage entre Poisp2q et lui-même est donné par :

pm, t´,´uq “ pt´,´u,mq “ 1 , pt´,´u, t´,´uq “ pm,mq “ 0.

(voir la correction de l’exercice 6.4). Par suite, la base duale de la base pm, t´,´uq est pt´,´u,mq.
L’image du crochet de Lie est donné par mbt´,´u`t´,´ubm. Si A et B sont deux algèbres
de Poisson, AbB est donc munie d’une structure d’algèbre de Lie donnée par :

ra1 b b1, a2 b b2s “ a1a2 b tb1, b2u ` ta1, a2u b b1b2.
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