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Introduction

La notion d’opérade a été introduite dans les années 70 pour étudier les espaces de lacets
[2, [4, 14], 16, 2I] (on peut cependant trouver les prémisses dans [11] en 1955). Pour décrire un
type d’algébres, au lieu de se donner les opérations élémentaires définissant le type d’algébre
et les relations entre ces opérations, on se donne pour tout n € N toutes les opérations sur n
éléments d’une telle algébre et toutes les relations entre ces opérations. L’objet obtenu est appelé
opérade. On peut ainsi, par exemple, introduire les opérades As (correspondant aux algébres
associatives), Com (correspondant aux algébres associatives commutatives) Lie (correspondant
aux algebres de Lie) ou Pois (correspondant aux algébres de Poisson).

On peut alors comparer les types d’algébres en introduisant la notion de morphisme d’opé-
rades. Ainsi, on peut par exemple retrouver le fait que les algébres associatives sont également
des algébres de Lie en décrivant un morphisme d’opérades de Lie dans As.



On peut associer a tout espace vectoriel V' une opérade fondée sur les applications linéaires
de V®" dans V. On peut donc définir une notion de représentation d’une opérade; on parlera
plutA “t d’algebre sur une opérade. Ainsi, on peut associer a une opérade P une catégorie appelée
catégorie des P-algébres. Par exemple, lorsque P est Ass, cette catégorie est la catégorie des
algébres associatives (il en est de méme pour Com, Lie et Pois). Il est possible de décrire
les objets libres de cette catégorie & 1'aide de l'opérade; réciproquement, la connaissance des
objets libres de la catégorie donne quelques renseignements sur ’opérade, comme par exemple la
dimension. On peut enfin associer & chaque P-algébre A une catégorie de représentations appelée
catégorie des P-modules sur A. On montre qu’il existe une algébre associative unitaire (appelée
algebre enveloppante de A) dont la catégorie des modules & gauche est équivalente & la catégorie
des P-modules sur A.

On peut également s’intéresser & des types de cogébres, au lieu de type d’algébres. Une possi-
bilité est d’introduire la notion de coopérade ; cependant, on échoue & construire une coopérade
associée a un espace vectoriel V' de dimension infinie, ce qui exclut d’étudier les cogébres de di-
mension infinie. Une autre solution (plus satisfaisante) consiste a introduire la notion de cogébre
sur une opérade. On peut alors décrire les cogébres colibres.

D’autre part, Ginzburg et Kapranov se sont plus particuliérement intéressés dans [10] aux
opérades quadratiques. Les types d’algébres correspondant aux opérades quadratiques sont les
types d’algébres définis par différents produits de deux variables, vérifiant des relations quadra-
tiques (par exemple, 'associativité, la relation de jacobi...). Ainsi, As, Com, Lie et Pois sont
quadratiques. On introduit la notion de dual de Koszul d’une opérade quadratique, i.e. un fonc-
teur ' involutif (& équivalence prés) envoyant une opérade quadratique sur une autre opérade
quadratique. Par exemple, As' = As, Lie' = Com, Com' = Lie. Comme application, on peut par
exemple montrer que si A est une P-algébre et B une P'-algébre, alors A ® B est naturellement
munie d’une structure d’algébre de Lie.

Si P est quadratique, on peut également munir la catégorie des P-algeébres d’une homologie.
Pour As, on retrouve '’homologie de Hochschild & coeficients triviaux ; pour Lie, 'homologie de
Chevalley-FEilenberg ; pour Com, I’homologie de Harrison.

Toutes ces notions ont été utilisées pour étudier certains types d’algébres "exotiques", comme
par exemple les algébres pré-Lie [3]. Citons également les algébres de Leibniz, les digébres et les
algebres dendriformes |12, [13].

Ce texte a pour but d’introduire toutes ces notions de maniére détaillée. 11 est construit
comme suit : la premiére partie est consacrée aux définitions d’une opérade non symétrique
et d’une opérade. En particulier, nous introduisons I'opérade A construite & 'aide des groupes
symeétriques.

Nous donnons quelques propriétés élémentaires des opérades. En particulier, nous définissons
les sous-opérades, les idéaux et les opérades quotients d’une opérade, ainsi que le produit tensoriel
d’opérades. De plus, nous définissons la notion d’algébres sur une opérade. Cette notion joue pour
les opérades un roéle semblable & la notion de modules pour une algébre associative.

La troisiéme partie est dédiée aux opérades libres. Pour cela, nous définissons une catégorie
tensorielle dont les algébres sont précisément les opérades. Nous décrivons les opérades libres a
I’aide de I'ensemble des arbres plans décorés.

Nous pouvons alors définir les opérades par générateurs et relations, ce que nous faisons dans
la quatriéme partie. Nous définissons ainsi les opérades As, Com, Lie et Pois. Nous montrons que
les algebre sur As (respectivement Com, Lie, Pois) sont les algébres associatives (respectivement
les algébres associatives commutatives, les algébres de Lie, les algébres de Poisson).

La partie suivante concerne ’étude des P-algébres, P étant une opérade fixée. Nous construi-
sons d’abord les P-algébres libres et montrons comment la connaissance des P-algébres libres
permet de trouver la dimension de P(n) pour tout n. Nous définissons un P-module sur une
P-algébre. Lorsque P = Com ou Lie, nous retrouvons la notion de module habituelle ; lorsque



P = As, nous retrouvons la notion de bimodule habituelle. Enfin, pour toute P-algébre A, nous
décrivons une algébre associative unitaire Up(A) (I’algeébre enveloppante de A) dont la catégorie
des modules est équivalente a la catégorie des P-modules sur A.

Nous définissons les opérades quadratiques dans la sixiéme partie. Il s’agit des opérades
définies par des générateurs de degré 2 et des relations de degré 3. Par exemple, P, Com, Lie et
Pois sont des opérades quadratiques. De plus, nous définissons un foncteur contravariant ' de la
catégorie des opérades quadratiques dans elle-méme. Ce foncteur est appelé dualité de Koszul.
En particulier, nous montrons que As' ~ As, Com' ~ Lie et Lie' ~ Com.

Dans la septiéme partie, nous définissons deux produits o et e sur la catégorie OQ des
opérades quadratiques, duaux 'un de l'autre pour la dualité de Koszul. I’objet neutre pour o
est Com et I'objet neutre pour e est Lie. Nous en déduisons que si A est une P-algébre et si B
est une P!—algébre, alors A ® B est naturellement munie d’une structure d’algébre de Lie.

La huitiéme partie est consacrée aux opérades différentielles graduées et a leurs algébres
différentielles graduées. Par analogie avec le cas des opérades, nous décrivons les opérades dif-
férentielles graduées libres ainsi que les algébres différentielles graduées libres sur une opérade
différentielle graduée.

Dans la neuviéme partie, nous étudions les cogébres sur une opérade. Nous montrons par
exemple que les cogebres sur l'opérade As (respectivement Com, Lie) sont les cogébres coasso-
ciatives (respectivement les cogébres coassociatives cocommutatives, les cogébres de Lie). Nous
décrivons également les cogébres colibre sur une opérade fixée. Nous étendons ces résultats aux
opérades différentielles graduées.

La dixiéme partie est dédiée a la définition de ’homologie d’une P-algébre A lorsque P est
une opérade quadratique. Cette homologie est définie en considérant la P'-cogebre différentielle
colibre engendrée par A placée en degré —1, munie de la codifférentielle coincidant avec la P
structure de A en degré 2. Dans le cas de As, nous retrouvons I’homologie de Hochschild a
coefficients triviaux ; dans le cas de Lie, ’homologie de Chevalley-FEilenberg.

La partie suivante est consacrée a la Bar-construction d’une opérade quadratique. A toute
opérade quadratique P, nous associons une opérade différentielle graduée D(P). Cette construc-
tion utilise la combinatoire des arbres, en particulier la notion de contraction d’arétes.

On montre que "homologie de D(P) est égale en degré 0 & P'. Lorsque I’homologie de D(P) est
exacte sauf en 0, 'opérade P est dite de Koszul. Nous admettons un théoréme reliant I’homologie
définie dans la dixiéme partie avec cette notion. Nous utilisons ce résultat pour montrer que As,
Com, Lie sont de Koszul. En application, nous donnons les séries de Hilbert de As, Com et Lie.

Enfin, la treiziéeme et derniére partie est consacrée a ’étude d’une opérade quadratique :
l'opérade pré-Lie. Nous décrivons ’algébre enveloppante d’une algébre pré-Lie, ainsi que 'opé-
rade duale et 'homologie d’une algébre pré-Lie. Nous montrons que l'opérade pré-Lie est de Kos-
zul. Enfin, nous donnons une description combinatoire de I'opérade pré-Lie & l'aide des arbres
enracinés.

Notation 0.1. K désigne un corps quelconque.

1 Définitions

On considére une catégorie d’algébres (par exemple, la catégorie des algébres associatives,
des algebres associatives et commutatives, des algébres de Lie, des algébres de Poisson...). Soit
n € N. Soit P(n) I'espace des opérations que 'on peut effectuer sur n éléments de n’importe quel



objet de la catégorie. Un élément p de P(n) est représenté de la maniére suivante :

B
[T

1.1 Définition d’une opérade non symétrique

(Voir [9} 10, [13]). Pour tous k € N, ny,...,nx € N, pe P(k), p; € P(n;) (1 <i < k), on peut

deéfinir po (p1,...,pr) € P(n1 + ... + ng) de la maniére suivante :
|
p
| |
n p2
[ [
Lon my o mp,

avec mj =mny+...+ng_1+1letm, . =ni+...4+n; On a une propriété d’associativité : pour
tous ke N, ny,...,ny e N,nl €N, (1 <i<k,1<j<n;) et pour tous p € P(k), p; € P(n;),
pi € P(nj) :

1

po(pro,..-pi")se Pk © (Phy-- - PEF))
= (po (pla" . 7pk)) o (p%v"' 7p?1"-'7p]£;7-'-,pzk)'

De plus, en notant I l'identité dans P(1), on a pour tout p € P(n),

n
—_——

po(l,....,I)=p, Io(p)=np.

Définition 1.1. Une opérade non symétrique P est la donnée d’une collection (P(n))nen de
K-espaces vectoriels et pour tous k € N, ny,...,ni € N, d’une application o (n + 1)-linéaire :

O{’P(k)xp(nl)xxP(nk) — P(nl—i—...—i—nk)
. (paplv"',pk) - po(pla---apk)a

vérifiant les propriétés suivantes :
— Associativité : pour tous k€ N, nq,...,np e N, n] e N, (1 <i<k, 1< j<n;) et pour

tous p € P(k), pi € P(n;), p{ € P(ni) :

po(prot, .-k © (Dhs-- - PEF))
= (po (p17' . 'apk)) o (p%"' . 7p?17'-'7p]197"' vpzk)' (1)

— Elément neutre : il existe I € P(1) tel que pour tous n e N, pe P(n) :

pO(I7"'7I):p7 (2)
Top=np. (3)



Remarque 1.1. on a o : P(1) x P(1) —> P(1). De plus, par (L)), ce produit est associatif et par
et , I est un élément neutre pour ce produit. Par suite, P(1) est une algébre associative
unitaire et donc 1’élément neutre I est unique.

Exemple 1.1. 1. Soit A une algébre associative unitaire. On prend P(n) = 0 sin # 1 et
P(1) = A. On définit la composition de P par :

Pl)xP(1l)=AxA — Pl)=A
o
(a,b) —> ab.
On définit ainsi une opérade non symétrique.

2. Soit A une algébre associative unitaire et soit M un A-module & gauche. On pose P(0) =
M, P(1) = A et P(n) = (0) si n = 2. On munit P d’une structure de opérade non
symétrique en posant, pour tous a,b€ P(1) = A, me P(0) = M :

aob=ab,aom=am.

3. Soit V un K-espace vectoriel. On pose Ly (n) = L(V®", V), avec la convention V&’ = K.
La composition est définie de la maniére suivante :

fo(gl7"'agk) = fo(gl®®gk)
On vérifie facilement que Ly est une opérade non symétrique. Son élément neutre est
Ide Ly (1) = L(V).

4. On pose C(n) = K pour tout n € N. La composition est définie de la maniére suivante :

O'{C(k})XC(nl)X...XC(nk) — C(n1+...+nk
' (1,1,...,1) — 1o(1,...,1)=

On vérifie facilement que C est une opérade non symétrique.

5. On pose pour tout n € N, A(n) = K&,, (algébre du groupe symétrique &,). La compo-
sition est définie de la maniére suivante : pour k € N, ny,...,ny € N, 0 € G, 7, € G,
(I1<i<k);pourl<i<ketl<j<m:

oo (T,...T)(N1+ ... +nj—1 +J) = Ng=1(1) T -+ T Ng—1(g@3)—1) T 7i(4)- (4)
Proposition 1.2. A est une opérade non symétrique.

Démonstration. pour toute permutation p € &g, on pose M, = (6; 5(j)) € My (C). On vérifie alors

facilement que M, ) est la matrice par blocs suivante :

(T1yee Tk

e M,

No—1(i) "

(0) st i # o(j),
(MO'O(Tl,-..,Tk))z"j = {M e
m sii=o0(j).

L’associativité est alors immédiate ; ’élément neutre est évidemment Id € &;. ]

Ezemple 1.2.

=N W N
N W
W
N————
N W

(12 N
T = 9 1) T2 = 1

(1 2
B=\5 1

[
= Ot
N———



Par suite,

0 1
M,=1 0 0],
010
100 0 01 000
01 00 10 00100
Mﬁ=< >, M,, = , M, =10 0 0 1 0
10 00 01
0100 00 0 01
1 0 0 0O
Par suite :
0O 0|0 OO O|O 1 O0UO0O
0O 0|0 OO O|O0O O 1 0O
0O 0|0 OO OJOOOT1DWO
0O 0|0 OO Oj|]O O O O 1
0O 0|0 OO O|1 O O O0OUDO
Myotryary =1 0 10 0 0 0/0 0 0 0 0 [,
1 0,0 00O OO O O O O
O 0j1 00 0|0 O O O O
0 0|0 O1 0|0 O O OO
0O 0j]0O OO 1{0 O O OO
0O 0|01 0 0l0 O O OO
d’ou :
00(7_17_27_3):<1 23 4 5 6 7 8 9 10 11>‘
e 7 6 8 11 9 10 5 1 2 3 4
Ezercice 1.1. Soient k,nq,...,n; € N, 7 € &, 0; € S(n;). Montrer que :
(co(r,...,m) T =0"lto (T;,ll(l),...,T;,ll(k)) .

1.2 Définition d’une opérade

Remarquons que les opérade non symétriques peuvent encoder les relations telles que l'as-
sociativité, mais ne peuvent encoder les relations nécessitant des permutations des coordonnées,
telles que la commutativité ou la relation de Jacobi. Nous devons donc faire opérer le groupe
symétrique &,, sur P(n) pour tout n € N.

Prenons l'exemple de Ly . Le groupe symétrique &,, agit a gauche sur V®" de la maniére
suivante :

o.(N®...Qu,) = Vo=1(1) & ... ® Vy=1(p)-

En effet, en posant w; = Vg—1(3)

T ®..Quy) =T.(w1 ® ... QW)

= Wr-1(1) ® ... @ Wr—1(p)

= Vg—17-1(1) @ ... @ Vg—17-1(1)
(T0) 1 ®...Q vy

Par suite, &,, agit a droite sur Ly (n) en posant pour tous f € Ly (n) = LV, V), 0 € &,



F1®...0u) = f(ve1)® ... @ Vy(n)). De plus :

fo(gls g ) ®... OV ®... QU ... ®uk)

_ o <g1 (vzfl(n@m@,u?l( >>® S ( e @ (m)))

@) T (ng—1) PN Y o (M=)
=f <ga 1 (va"_l(ff ®..@vL5 ) ®...® g, 1(k)< AT (<13> ®) >>
= fo(gom1(1)s- > 9o1(k))

<v;‘ﬁ(f)>( '®...0u" ﬁ(“;( R I-T 11(,‘5)( '®...0u" _11(03)( ‘1““)))
=fo (gg 1), - - - ,gc,fl(k))ao(ﬁ"”’m) (’U% ®..0U"®... ®v,£ ®...®u*).

(On a utilisé 'exercice pour la derniére égalité).
De maniére équivalente :

fa © (g:al))’ T g;&?) f (917 .. 7.gk)00(7—a(1) """ U(k))'

Définition 1.3. Une opérade est une opérade non symétrique P telle que pour tout n € N, P(n)
soit munie d’une structure de &,-module o droite, avec la compatibilité suivante :
— Compatiblité entre I'action de &,, et la composition : pour tous k € N, nq,...,np € N,
pour tous p € P(k), pi € P(ni), pour tous o € S, 7, € &y, :

po (pr, ) () = 7o (T T, ©)
ot oo(rm,...,T) est décrit par .

Ezemple 1.3. 1. Soit A une algébre et P construite dans I’exemple 1 la partie précédente.
Comme P(n) = 0si n # 1, P est naturellement munie d’une structure d’opérade. Il en
est de méme pour 'exemple 2.

2. On munit C d’une structure d’opérade en munissant C(n) = K de la structure de &,,-
module triviale, c’est-a-dire 17 = 1 pour tout o € G,,.

3. Comme on I’a vu précédemment, On munit £y d’une structure d’opérade en posant, pour
tous fe Ly(n) = LVOE V), 0 €&, fO(1®...Qu,) = fUe1) ® ... @ Vg(n))-

4. On munit A s’une structure d’opérade en posant pour tous o € &,, < A(n), 7 € Gy,
0" =07 €&, c An).

Exercice 1.2. Vérifier que A est une opérade.

Notation 1.1. Posons S = H S, ; S est muni d’une structure de monoide. De plus, un S-module

neN
est un espace N-gradué (E(n))nen tel que pour tout n, E(n) soit un &,-module. Ainsi, les

opérades sont des S-modules.

2 Propriétés élémentaires des opérades

2.1 Sous-opérades, idéaux et opérades-quotients

Définition 2.1. Soit P une opérade.

1. Une sous-opérade P’ de P est un sous-S-module (P'(n))nen de P contenant I et stable
par o.



2. Un idéal T de P est un sous-S-module (Z(n))nen de P tel que pour tous p € P(k), p; €
P(ni),
(p ou l'un des p; € Z) = (po (p1,...,pn) €I).

Exemple 2.1. Soit P une opérade. Alors P* définie par P*(0) = (0), PT(n) = P(n) sin > 1 est
une sous-opérade de P.

Proposition 2.2. Soit P une opérade.

1. Toute sous-opérade de P est une opérade.

P P
2. Si L est un idéal de P, alors = = ((n)) est une opérade, appelée opérade-quotient
neN

T Z(n)
de P par T.

3. Soit (Pl)ier une famille de sous-opérades de P. Alors ﬂPZ’ = (ﬂ P{(n)) est une
iel el neN
sous-opérade de P.

4. Soit (Ij)jeg une famille d’idéaux de P.

Alors ﬂfj = (ﬂ Ij(n)> et Z I = <Z Ij(n)> sont des idéauzr de P.
neN neN

jed jed jed jed
Cette proposition permet donc la définition suivante :

Définition 2.3. Soit P une opérade et soit V = (V(n))nen un sous-S-module de P. La plus petite
sous-opérade de P contenant V est appelée sous-opérade de P engendrée par V. Le plus petit idéal
de P contenant V est appelé idéal de P engendré par V.

Ezemple 2.2. 1. DansC,soitn > 1. Onnote 1, =1 € C(n) = K. Ona 1; = I (élément neutre
de A). Sin > 2, alors 1, = 1,_10(12,11,...,11). Par suite, une récurrence simple permet
de montrer que C est engendrée par (K,0,K,0,0,...). De méme, on montre facilement
que C*t est engendrée par K = CT(2).

2. Dans A, on note Id,, = Id € &,, < A(n). Soit A’ la sous-opérade de A engendrée par le
sous-module de A(2) engendrée par Ids (il s’agit de K&y = A(2)). On remarque Id,, =
Id,,—1 o (Idg,Idy,...,Id;). Par suite, une récurrence simple montre que pour tout n > 1,
Id,, € A’'(n). Par suite, pour tout o € &,,, n > 1, (Id,)? = o € A'(n). On en déduit que
A’ = A*. On peut également montrer que A est engendrée par (K, 0, KSs,0,0,...).

2.2 Morphismes d’opérades

Définition 2.4. Soient A et B deux opérades. Un morphisme d’opérades de A dans B est une
collection ¢ = (¢(n))nen telle que :

— Pour tout ne N, ¢, : A(n) — B(n) est un morphisme de &y-modules.

— Pour tout ke N, ny,...,nx €N, ae A(k), a; € A(n;),

¢(n1 + ... +ng)(ac(ar, ..., a)) = d(k)(a) o (¢(n1)(ar), .., ¢(nk)(ar)).  (6)

— ¢1(1a) = Ip.
Exemple 2.3. on définit ¥ 4 : A — C de la maniére suivante : pour tout n € N,

A(n) =K&, — C(n)=K

ce6, — 1,

a(n): {

Alors ¥ 4 est un morphisme d’opérades.



Proposition 2.5. Soient P, Q deux opérades et ® : P — Q. On pose Ker(®) = (Ker(®(n)))nen
et Im(®) = (Im(P(n)))nen. Alors Ker(P®) est un idéal de P et Q est une sous-opérade de Q. De
plus, il existe un unique morphisme d’opérades ® bijectif rendant le diagramme suivant commu-
tatif :

T
)
Ker(®) @ fm(®)

(Les fléches verticales étant les surjections canoniques).

2.3 Produit tensoriel d’opérades

Soient P, Q deux opérades. Alors P ® Q = (P(n) ® Q(n))nen est munie d’une structure
d’opérade donnée par les formules suivantes :

(p®Q)O(p1®QI77Pk®Qk> :po(p17"'7pk)®qo(q17"'7qk)7
(r®q)’ =p"®q°,
Ipgo = Ip ® Ig.

La catégorie des opérades est ainsi munie d’une structure de catégorie tensorielle.

2.4 ‘P-algébres

Définition 2.6. Soit P une opérade. Une représentation de P ou encore une P-algébre est un
couple (V,p) otV est un espace vectoriel et p un morphisme d’opérades de P dans Ly .

De maniére équivalente, une P-algébre est un espace vectoriel V' muni pour chaque n € N
d’une application :

{ Pn)QVe® — V
PRV ®...Qu,) — p.(1®...0uvy,),

telle que : ‘
— Pour tous ke N, ny,...,ny €N, pe P(n), pe P(n;), v} eV (1<i<k,1<j<n):

(o (Pro- ) (0] @ QW @ ... @V} ®... @) ™)
=p (P (1®.. )@ P (v} ® ... @),

— Pour tout veV, I.v =wv.
— Pour tout ne N, pe P(n), 0 € S, v1,..., 0, €V :

PP (1 ®...Quk) =p.(Vo1(1) ® ... ®VUs—1(p))- (8)

Ezxemple 2.4. 1. Pour tout espace vectoriel V', V' est une Ly -algébre.

2. Soit P une opérade. Alors P(0) est munie d’une P-algébre de la maniére suivante : pour
tout € P(n), v1,...,v, € P(0), p.(1 ®...®vy) =po (v1,...,0p).

Lemme 2.7. 1. Soit A une A-algebre. Alors A est munie d’une structure d’algébre associa-
tive unitaire par ab = Ids.(a®b), 1 = Idg.1. De méme, toute At -algebre est munie d’une
structure d’algébre associative (non unitaire).

2. Soit A une C-algébre. Alors A est munie d’une structure d’algébre associative commutative
unitaire par ab = 1s.(a ® b), 1 = Idg.1. De méme, toute C*-algebre est munie d’une
structure d’algébre associative commutative (non unitaire).
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Démonstration. 1. Soit A une A-algébre, montrons que m : a ® b — ab = Id2.(a ® b) définit un
produit associatif unitaire sur A. En effet :

Id2 o (IdQ, Idl) = Id3 = IdQ ¢] (Idl, Idg)
Par suite, pour a, b, c € A, en utilisant et :

Id3.(a ®b® c) Id;.(a®b®c)
= Idy o (Idg,Id;).(a ®b® ¢) = Idy o (Idy,1d2).(a ® b ® ¢)
= Idy.(Id2.(a ® b) ® Id; .c) = Idy.(Id;.a ®Id2.(b® ¢))
= Ids.(ab® c) = Ids.(a ® be)
= (ab)c, = a(bc).
De plus, Idgo(Idg, Id;) = Id; = Idyo(Idy, Idg). Par suite, en posant 14 = Idg.1, pour tout a € A :
a=1d;.a a=1Idj.a
— Idsy o (Idg, Id; ) (1 ® a) — Idy o (Idy, Ido)(a ® 1)
— 1ds.(Ido.1 ® Idy.a) — Ids.(Idy.a ® Id.1)
— 1dy(14 ® a) — Idy(a®14)
=140 =aly.

2. Soit A une C-algebre. Via le morphisme d’opérades ¥ 4 de la section[2.2] elle peut étre munie
d’une structure de A-algebre en posant 0.(v1®. . .Quy,) = Y 4(0). (1. . .Quy) = 1,.(11R. . .Quy,),
pour tout o € &,,. Par suite, d’aprés le premier point, 'action de 1o sur A ® A définit donc un
produit associatif unitaire sur A, d’élément neutre 1¢.1. Montrons que ce produit est commutatif :
pour tous a,b € A, en posant 7 = (12) € Sy, d’aprés :

ba =12.(b®a) = 15(a®b) = 12(a ®b) = ab.

Donc A est commutative. O

Remarque 2.1. On montrera plus tard que les réciproques des deux points du lemme sont égale-
ment vraies (section .

Définition 2.8. Soient P une opérade, A et B deux P-algébres. Un morphisme de P-algébres
de A dans B est une application linéaire ® : A — B telle que pour tous n € N, p € P(n),
al,...,an €A, P(p.(a1®...®ay)) =p.(P(a1) ®...® P(ay)).

Les P-algeébres forment ainsi une catégorie.

3 Opérades libres

3.1 Reésultat préparatoire sur les catégories tensorielles

Lemme 3.1. Soit (T,®) une catégorie tensorielle. Soit V un objet de T. Alors Ty (V) = P V&

neN
est une algebre associative unitaire dans la catégorie T dont le produit est donné par les appli-

cations canoniques de (VO) @ (V™) dans V™) De plus, la propriété universelle suivante
est vérifiée : pour toute algébre B dans T et tout morphisme ¢ : A — B, il existe un unique
morphisme d’algébres @ : Tp (V) — B rendant le diagramme suivant commutatif :

To(V
]

ou i désigne l'injection canonique de V' dans Tp(V').

!

3
AN
N

B
@
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Démonstration. immédiat. O

Remarque 3.1. Autrement dit, T (V') est algébre librement engendrée par V' dans la catégorie
T.

3.2 Catégorie tensorielle T

(Voir 10} 12, 13]). Nous décrivons ici une catégorie 7 dont les algébres sont les opérades. Les
objets de T sont les S-modules (E(n))nen. Les morphismes sont les morphismes de S-modules,
c’est-a-dire les familles (¢, )nen de morphismes de &,-modules. Pour décrire le produit tensoriel,
nous avons besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2. 1. Un arbre est un graphe orienté fini, connexe et sans boucle. Il posséde
un sommet particulier appelé racine, dont la fertilité est exactement 1. Les sommets de
fertilité nulle de l'arbre sont appelées feuilles de l’arbre. De plus, ’arbre est muni d’un
certain ensemble E inclus dans l'ensemble de ses feuilles ; les éléments de E sont appelés
entrées de ’arbre. Les entrées de t sont indexées. Les sommets de ’arbre qui ne sont pas
des entrées et qui sont différents de la racine sont appelés sommets intérieurs.

2. Pour tout sommet s d’un arbre t, on appelle hauteur de s la distance de ce sommet a la
racine de l’arbre. Le mazimum des hauteurs des sommets intérieurs est appelé hauteur de
l’arbre.

3. Un arbre plan est un arbre muni d’un plongement dans le plan.
Remarque 3.2. 1. Les feuilles de ’arbre qui ne sont pas des entrées sont donc des sommets
intérieurs.

2. Il y a un seul arbre (respectivement arbre plan) sans sommet intérieur (et donc une seule
feuille indexée par 1). On le note |.

Ezemple 3.1. Arbres plans binaires a trois entrées :

1 2 3 1 3 9 2 1 3 2 3 1 3 1 9 3 2 1

\Q | \<( | \<( | \9 | \<( | \<( |

L 2 3 1 3 2 5 1 3 5 3 1 3 1 2 3 2 1

v YN v YN
Définition 3.3. Soient E;, 1 < i < n, des objets de T. Un arbre (En,...,E,) admissible est un
arbre de hauteur n, dont chaque sommet intérieur s de hauteur i, 1 < i < n, est décoré par un

élément de F;i(fs), ou fs désigne la fertilité du sommet s. On définit de méme la notion d’arbre
plan (F1,. .., Ey,)-admissible.

Ezemple 3.2. Un arbre plan (E, F') admissible, avec e € E(2), f1 € F(2), fa € F(3).

5 1 2 4 3
h f2
e
Soient E1,..., E, des objets de T. L’objet E7 ¢ ... o E} est décrit de la maniére suivante :

12



— Pour tout n € N, Ej o ... ¢ Ex(n) est linéairement engendré par I’ensemble des arbres
plans (E1,..., Ey)-admissibles & n entrées, les sommets intérieurs étant linéaires en leurs
décorations. De plus, Fj¢. ..o Eg(n) est muni des relations suivantes : pour tout arbre plan
t (E1,..., Ex)-admissible, tout sommet s de ¢, e la décoration de s, en notant t¢y,...,1
les sous-arbres plans issus de s, pour tout o € &; :

-] 9)

— L’action de &,, est donné par action a droite sur les indices des entrées : 'image par o
d’un arbre consiste & changer I'indice de I'entrée i par o~ '(i) pour tout 1 < i < n.
Lorsque k = 1, la construction ci-dessus est isomorphe & Fj : on obtient un isomorphisme en
envoyant l'arbre plan (FE)-admissible dont 'unique sommet intérieur est décoré par e et dont les
feuilles sont indexées (de gauche a droite) par o~1(1),...,07(n) sur e’ € E1(n).

On a facilement, pour tous Eq, Fo, E3 objets de T :
(E1<>E2)<>E3 X E1<>E2<>E3 % E1<>(E2<>E3).

Chacun de ces objets s’identifie en effet aux arbres de degré 3. Par récurrence, (... (Ej ¢ Eg) ¢
o E,x Ero...0E,.

On munit 7" d’un objet neutre en posant K = (0,K |,0,0,...), avec pour tout objet E de T,
KeEF~FE=~FEoK.

Par suite, (7,¢,K) est une catégorie tensorielle.

3.3 Algébres dans la catégorie T

Décrivons les algébres dans la catégorie T : une algébre dans la catégorie 7 est un S-module
F muni de deux applications m: E¢oFE — FE et 1: K — F telles que :

— Associativité : mo (moId) =mo (Idom).

— Elément neutre : mo (1o1d) =Id = mo (Ido 1).
Etant donnée la construction de E ¢ E, I’application m équivaut a la donnée pour tout k € N,
ni,...,n; € N, d’applications multilinéaires o : E(k) x (E(n1)x...x E(ng)) — E(ni+...+ng),
avec les relations :

oo(Id,...,Id) _ pa o (

po(pa_l(l)a"'7pa_l(k)) pl?"'apk)a

Ido(1d,...,Id,r;,Id,...,1d) _ , i
po (p17 o 7pk) O( T ) =po (plv o 7pz—17p;- yPi+1y- - - 7p7’b)
La premiére relation correspond a la relation @D lorsque s est le sommet de hauteur 1, la deuxiéme
correspond a la relation @D lorsque s est un sommet de hauteur 2. Clairement, ces deux relations
équivalent a . L’associativité correspond a et la donnée de 1 équivaut a la donnée d’un
élément I € F(1) vérifiant et (3). Par suite :

Théoréme 3.4. Les algébres dans T sont les opérades.

Par suite, pour tout S-module E, par le lemme [3.I] on peut construire opérade librement
+0

engendrée par F : il s’agit de Py = @ E°™ munie de sa structure naturelle d’algebre dans 7.

n=0
Cette opérade libre vérifie la propriété universelle suivante :
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Théoréme 3.5. Soient E = (E(n))neny un S-module, P une opérade et ¢ = (Pp(n))nen un
morphisme de S-modules de E dans P. alors il existe un unique morphisme d’opérades @ :
Pr —> P rendant le diagramme suivant commutatif :

Définition 3.6. Pour tout S-module E dans T, tout sous-S-module R de Pg, l’opérade engendrée

par E et les relations R est l'opérade Zg, ot {R) désigne l'idéal de Pg engendré par R. On la

note P(E, R).

3.4 Description des opérades libres

Soit £ un S-module. Décrivons 'opérade Pg.

— Pour tout n € N, Pg(n) est linéairement engendré par I'ensemble 7}, (E) des arbres plans
a n entrées dont chaque sommet intérieur s est décoré par un élément de E(f5), ou fs est
la fertilité de s (les sommets étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont
indexées. De plus, on a les relations suivantes : Pour tout arbre t € Pg(n), tout sommet
s de t, en notant e la décoration de s et t1,...,t les sous-arbres issus de s, pour tout
(oS 61 :

=] (10)

— L’action de 6&,, est donné par action a droite sur les indices des entrées : 'image par o
d’un arbre consiste & changer l'indice de la feuille i en o~!(7) pour tout 1 < i < n.

— La composition est définie de la maniére suivante : pour tout t € E(k), t; € E(n;),
1<i<k,to(ty,...,t,) est arbre plan obtenu en greffant ¢; sur 'entrée indexée par ¢ de
t pour tout ¢. Les entrées de 'arbre plan sont réindexées de la maniére suivante : I’entrée
de t; indexée par j est réindexée par j +ni + ... + n;_1.

— L’¢élément neutre de Pg est |€ Pg(1).

On désigne par T, I'ensemble des arbres plans a n entrées. Soit ¢ € T;,. On note ¢(E) P'espace

engendré par I'ensemble des arbres de T, (E) dont I'arbre sous-jacent est ¢. Alors :

(©1)
PO ="

On désigne par T, 'ensemble des arbres (non plans) & n entrées. Soit € T, et soit ¢t un
plongement de ¢ dans le plan. La relation (10| implique que 'image de ¢(E) dans le quotient de
Pr(n) ne dépend pas du choix de t. Par suite, en notant ¢(E) l'image de t(E) dans Pg(n), on

a:
Pr(n) = @ U(E).
teT,
Les éléments de ¢(E) sont des combinaisons linéaires d’arbres (non plans) a n entrées dont chaque

sommet intérieur s est décoré par un élément de E(fs), ou fs est la fertilité de s (les sommets
étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont indexées.
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De plus, pour tout ¢ € T, en notant n; le nombre de sommets intérieurs de ¢ de fertilité i :
H(E) ~ R) E(i)®".
1eN
Ezercice 3.1. Soit £ un S-module. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Pg(n) est de dimension finie pour tout n € N;

2. (E(0) = E(1) = (0) et E(n) est de dimension finie pour tout n € N)
ou (E(0) est de dimension finie et E(n) = (0) pour tout n > 1).

4 Exemples d’opérades présentées par générateurs et relations

4.1 Opérade As

Soit F le S-module défini de la maniére suivante :

— Sin #2, E(n) =0.

— E(2) est le G3-module engendré librement par m.
Soit R le sous-objet de Pgr défini de la maniére suivante :

— Sin # 3, R(n) =0.

— R(3) est le sous-&3-module de Pg(3) engendré par mo (m,I) —mo (I,m).
L’opérade As est engendrée par E et les relations R.

Théoréme 4.1. Les As-algébres sont les algébres associatives (non unitaires).

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Etant donnée la présentation de As par générateur
et relations, munir A d’une structure de As-algébre est équivalent & donner une application
m: A® A — A veérifiant : mo (m®Id) = mo (Id ® m), ce qui implique le théoréme. O

Lemme 4.2. Pour tout n € N*, dim(As(n)) < nl.

Démonstration. comme E(n) = 0sin # 2, As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires
dont les sommets internes sont décorés par m ou m2) = mo et dont les feuilles sont indexées.
On notera les décorations de ces arbres entre parenthéses a droite de 'arbre, les sommets étant
indexés par parcours en profondeur. La relation @D donne

1 2 2 1 1 2 2 1

Y (m)= Y (m), Y mP) = Y (m),

donc As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires dont les sommets internes sont
décorés par m et dont les feuilles sont indexées. De plus, la relation m o (m,I) = mo (I,m)
signifie que :

1 2 2 3

\9 (m,m) = ?/ (m,m).

Par suite, As est engendrée (linéairement) par les arbres binaires de la forme suivante (peignes

a droite) :

dont tous les sommets internes sont décorés par m et dont les feuilles sont indexées. Comme il y
a exactement un seul arbre de cette forme avec n feuilles, dim(As(n)) < n!sin > 1. O
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Théoréme 4.3. L’application suivante définit un isomorphisme d’opérades :

oy { As(2) — AT(2)

m —> Idg

Démonstration. 1'application m — Ids se prolonge en un morphisme de &y-modules de As(2)
dans A(2). D’aprés le lemme 2.71, Idy o (Idg, I) = Idy o (1,1d2) = Ids, donc ce morphisme de
So-modules se prolonge en un morphisme d’opérades ® 4 de As dans A™. on a vu (section
que AT était engendrée par le sous-module de G5 engendré par Ids. Par suite, @ 4(n) est surjectif
pour tout n. Comme pour tout n > 1, dim(As(n)) < n! = dim(A*(n)), ®4(n) est bijectif pour
tout n > 1. Comme As(0) et AT (0) sont tous les deux nuls, ® 4 est bijectif. O

4.2 Opérade Com

Soit F le S-module défini de la maniére suivante :

— Sin #2, E(n) =0.

— FE(2) est le G3-module trivial engendré par m.
Soit R le sous-objet de Pr défini de la maniére suivante :

— Sin #3, R(n) =0.

— R(3) est le sous-Sz-module de Pg(3) engendré par mo (m,I) —mo (I,m).
L’opérade Com est engendrée par F et les relations R.

Théoréme 4.4. Les Com-algeébres sont les algébres associatives (non unitaires) commutatives.

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Etant donnée la présentation de Com par générateur
et relations, munir A d’une structure de Com-algébre est équivalent & donner une application
m: A® A — A vérifiant pour tous vy, ve € A, m(va ®vy) = m12) (v1 ®v2) = m(v; ®ve), ainsi
que mo (m®Id) = mo (Id®m), ce qui implique le théoréme. O

Lemme 4.5. Pour tout n € N*, dim(Com(n)) < 1.

Démonstration. comme E(n) = 0 si n # 2, Com est engendrée (linéairement) par les arbres
binaires dont les sommets internes sont décorés par m et dont les feuilles sont indexées. La
relation @D donne :

1 2 2 1

Yo m)y= Y (m),

donc Com est engendrée (linéairement) par les arbres binaires dont les sommets internes sont
décorés par m (on peut oublier I'indexation des feuilles). De plus, la relation mo(m, I) = mo(I, m)

signifie que :
\<((m,m) = ?/(m,m).

Par suite, Com est engendrée (linéairement) par les arbres binaires de la forme :

e

dont tous les sommets internes sont décorés par m. Comme il y a exactement un seul arbre de
cette forme avec n feuilles, dim(Com(n)) < 1sin > 1. O
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Théoréme 4.6. L’application suivante définit un isomorphisme d’opérades :

. :{ Com(2) — C*(2)

m —> 1.

Démonstration. I'application m — 15 est un morphisme de Go-modules de Com(2) dans C(2).
D’aprés le lemme 2, 1o o (1g,1) = 10 (I,12) = 13, donc ce morphisme de Go-modules se
prolonge en un morphisme d’opérades ®¢ de Com dans C*. on a vu (section que C* était
engendrée par le sous-module de &5 engendré par 15. Par suite, ®¢(n) est surjectif pour tout n.
Comme pour tout n = 1, dim(Com(n)) < 1 = dim(C*(n)), ®c(n) est bijectif pour tout n > 1.
Comme Com/(0) et C*(0) sont tous les deux nuls, ®¢ est bijectif. O

4.3 Opérades Lie et Pois

Soit E le S-module défini de la maniére suivante :

— Sin #2, E(n) =0.

— E(2) est le &3-module signature engendré par [—, —].
Soit R le sous-objet de Pg défini de la maniére suivante :

— Sin # 3, R(n) =0.

— R(3) est le sous-S3-module de Pg(3) engendré par

[_v _] © ([_’ _]v I) + [_7 _] © ([_’ _]7 I)(123) + [_v _] © ([_7 _]v I)(132)'

L’opérade Lie est engendrée par E et les relations R.

Théoréme 4.7. Les Lie-algébres sont les algébres de Lie.

Démonstration. soit A un espace vectoriel. Etant donnée la présentation de Lie par générateur
et relations, munir A d’une structure de Lie-algébre est équivalent & donner une application
[—,—]: A® A — A vérifiant pour tous vy, ve € A,

[— —l(w2®@v1) = [, —]1 2 (11 ®v2) = —[—, —](v1 ®v2),

(antisymeétrie), ainsi que pour tous vy, vy, v3 € V :

0= ([_7 _] © ([_> _]71) + [_7 _] © ([_> _]71)(123) + [_v _] © ([_7 _]71)(132)> (Ul ® v @UB)
=[——]o([- -] D ®uQ@us + 13 Q@ V1 ® V2 + V2 ® V3 R V1)
= [[v1, v2], v3] + [[v3,v1], v2] + [[v2, v3], v1].

Il s’agit de la relation de Jacobi, d’ou le résultat. O

Soit E le S-module défini de la maniére suivante :

— Sin#2, E(n) =0.

— E(2) = K{—, —}®Km, avec K{—, —} le G2-module signature engendré par {—, —} et Km

le G2-module trivial engendré par m.

Soit R le sous-objet de Pg défini de la maniére suivante :

— Sin # 3, R(n) =0.

— R(3) est le sous-G3-module de Pg(3) engendré par les trois éléments suivants :

mo (m,I) —mo (I,m),
{_7 _} © ({_7 _}>I) + {_a _} © ({_7 _}7 I)(123) + {_7 _} © ({_7 _}7 I)(132)’
{_7 _} © (m7I) —mo (I7 {_7 _}) - (mo ({_7 _}71))(23)‘

L’opérade Pois est engendrée par E et les relations R.

Théoréme 4.8. Les Pois-algébres sont les algébres de Poisson (non unitaires).

Ezxercice 4.1. Démontrer le théoréme (4.8

17



5 Propriétés des P-algébres

5.1 ‘P-algébres libres

Soit V' un espace vectoriel quelconque. On pose :

+00
Tp(V) = @D P(n) @, VE",
n=0
ol ®g,, signifie qu’on a les relations suivantes :

P®s, te-1(1)® ... Q ay-1(n) = P’ s, 01 Q...Q ay.

Par la suite, on notera [X] & la place de ®g,, pour ne pas alourdir les notations.

Munissons Tp(V') d’une structure de P-algébre. On pose :
p(MEV®...0)Q...0 (K (v ®...®vk)))
=po(Pty-- ) MW ®..0" ®...QU,®...®v.*).

Ceci est bien défini : en effet, d’apres () :

—1 —1 0—_1 O_—In
(a0} (ra(c . i)

- - ot o l(n
Zpo(pla---,pk)<vif1 (1)®---®vf1 (n1)®...®vk’“ (1)®...®Ukk ( k))
=po(pry...,pp) TN ROI®... R ®... QUL ®... @ V)
=po (7, PR ®... OV ®... QUL ®...QU*)
=p (PR ®...0v"))R..0 P (1 ®...0v"))).

De P’associativité de o dans P découle ([7)). De plus, la compatiblité de o et de I'action de &,
implique immeédiatement . Enfin, I agit bien par l'identité car I est ’élément neutre de P.
Par suite, T»(V') est bien une P-algébre. De plus, on a l'injection canonique :

Vo= Tr(V)
) v — IXw.

En identifiant V' et son image dans Tp(V'), on a immédiatement :

p(M®..Quk) =pX (11 ® ... vk).
L’objet Tp(V') est un objet librement engendré par V', comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 5.1. Soient V' un espace vectoriel, A une P-algébre, ¢ : V — A une application
linéaire. Il existe un unique morphisme ® de P-algébres rendant le diagramme suivant commu-
tatif :

Tp(V)

T NG
i ~
~
N
\%4

¢

A

Démonstration. ce morphisme est donné par ®(pX (11 ®...Qvg)) = p.(¢(v1)®... QR ¢(vg)). On
vérifie aisément que ceci est bien défini et qu’on définit ainsi un morphisme de P-algébres. [

Ezxemple 5.1. Soit V un espace vectoriel.



1. Comme As(n) est un &,-module libre pour tout n > 1, on a :

Tus(V) = P Ve

n=1
De plus, le produit est donné de la maniére suivante :
(M ®...0U,). (W Q... Qwpy) =c.(en X Q... QU,) ®enmKX (W ... R0 w,))

=e0(enym) XV ®... U, Quwi ® ... R W)
=R...0U, QW1 R ... R Wy,

2. Comme Com(n) est trivial pour tout n > 1, on a :

Teom(V) = @ S™(V).

n=1
De plus, le produit est donné de la maniére suivante :
(V1. o) (w1 .o wy) =12 (1, (11 ® ... QUy) R Ly X (w1 ® ... Qwn))
= 120(1n71m)(Ul®---®vn®w1®-~-®wm)

=V1...0W1 ...W.

On déduit le corollaire suivant, permettant de retrouver 'opérade a 'aide des objets libres
de la catégorie des P-algébres :

Corollaire 5.2. Soit A un objet librement engendré par V et soient vi,...,v, des éléments
linéairement indépendants de V. L’application suivante est injective :

{P(n) — A
p — p(1®...Qu,).

.....

prendre A = Tp (V). L’application suivante devient :

{7’(”) — Tp(V)
p — p(vl®®vn)

Comme v; ® ... ® v, engendre un sous-&,-module libre de VO™, on en déduit que c’est une
injection. [

Remarque 5.1. Vect(pX (11 ® ... ®vy) /p € P(n)) est appelé partie n-multilinéaire de Tp (V).
Ezemple 5.2. On sait [I7] que la partie n-multilinéaire d’une algébre de Lie libre engendrée par
n éléments est de dimension (n — 1)!. Par suite, pour tout n > 1, dim(Lie(n)) = (n — 1)!. (On
montrera ce résultat de maniére différente dans la section [12.3)).

5.2 ‘P-modules sur une P-algébre

Notation 5.1. Soit n € N* et soit 0 € &,,_1. On note & I’élément de &,, prolongeant o par
a(n) =n.

Définition 5.3. Soient P une opérade et soit A une P-algébre. Un P-module sur A est un espace
vectoriel V. muni, pour tout n € N*, d’une application :

{ Pn)@ A"V M — M
PRU®.. Qe 1®@m — p(a1®...Qa,1@m),

telle que les conditions suivantes soient satisfaites :
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— Pour tous k € N*, p e P(k), n1,...,np € N, avec ny, # 0, p; € P(ny), ai,....al", ...,

1 Nk—1 1 ng—1 .
A qyeevs Qg Qe s g eA, meM :

. <p1(a%,...,a?1)®...®pk,1(a}€71,...,aZi‘f)@pk.(a,lg@...®a2’971®m)> (11)
=po(p,-pp)(A1®..®d"®..Qa4p_1®...00" ] ®at®...Qa ' @m).
Pour tous k e N*, pe P(k), 0 € 61, a1,...,ap_1 € A, me M :
p.(aafl(l) ® N a071(k_1) ® m) = pE.(al ® e ® Q1 ® m) (12)

Pour tout me M :
I.m =m. (13)

Ezemple 5.3. Toute P-algébre est un P-module sur elle-méme.

Lemme 5.4. Soient E un S-module tel que E(0) = E(1) = (0) et A une Pg-algebre. Soient M
un espace vectoriel et soit pour tout n € N une application :

{ En) AV M — M
PRAUR .. Qan—1@m — p(a1®...Qan—1 ®m),

telle que (@ soit satisfaite. Alors ces applications se prolongent en une unique structure de
Pr-module sur M.

Démonstration. soit t un arbre plan dans Pg(n). Quitte a utiliser (10]), on peut supposer que
Pentrée indexée par n est Pentrée la plus a droite. Construisons t.(a1 ® ... ® a,—1 ® m) par
récurrence sur n. Sin = 1, alors ¢ € (I) et c’est terminé. Si n > 2, on a deux cas & considérer :

1. te E(n) (i.e t a un seul sommet intérieur) et alors t.(a1 ® ... ® ap—1 ® m) est défini.

2. Sinon, comme E(0) = E(1) = (0), il existe t' € E(k), t; € E(n;), avec k < n et n; <n
pour tout i tels que t = t' o (t1,...,tx). De plus, entrée indexée par ny de tj est bien
Pentrée la plus a droite et l'entrée indexée par k de ¢’ est bien I'entrée la plus a droite.
On pose alors :

t(1®...Qan—1®@m) =t .(t1(a1,...,an,) Q... @ l.(An—ny11 ® ... R an—1 @m)).

Le fait d’imposer que l'entrée ayant le plus grand indice est toujours ’entrée la plus a
droite permet de montrer que ceci est bien défini grace a .

On vérifie facilement que les conditions requises sont bien vérifiées. O

Proposition 5.5. Soient P = P(E, R) une opérade définie par générateurs et relations, avec
E(0) = E(1) = (0), A une P-algébre et M un espace vectoriel. On suppose que pour tout n € N,
on a une application :

{ En)@ A DoM — M
PROM®..Qa1Q@m — pl(a1®...Qan—1Om),

telle que @ soit satisfaite. Comme A est une P-algébre et que P est un quotient de Pg, A
est une Pg-algébre et donc ces applications se prolongent en une structure de Pg-module. On
suppose que pour tous n € N, pe R(n), ai,...,an—1 € A, me M :

p(a1®...®ap—1®m) = 0.

Alors cette structure de Pg-module induit une structure de P-module sur A.
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Démonstration. il suffit de montrer que pour tout p € (R)(n), p.(a1 ® ... ® ap—1 @ m) = 0.
Procédons par récurrence sur n. Si n = 0, c’est trivial car Pg(0) = (0). Suposons le résultat
acquis pour tout m < n. Comme Pg(0) = (0) et Pg(1) = (I), on peut se restreindre aux quatre
cas suivants :

1. pe R : trivial.
2. p=ypo(pr,...,pr), P €{RYEk), k <n. Alors :
P(1®.. . @an1®@m) =p'(pr(ar,. -, n,) ® .. @Pr-(n-ny11® ... @ a1 ®m)) = 0,
d’aprés ’hypothése de récurrence appliquée a p'.
3.p=po(p1,...,pk), pi € (R)(n;i), i < k. Alors :
p(01®...Qan_1 ®m)
=p'.(p1(ay,... yny ) ® o @ Di(nyttny 4155 Anytotny) @)
=0,
car A est une P-algébre.
4. p=p o(p1,...,pk), pk € {(R)(nk), ng < n. Alors :
p(1®...Qa,—1@m) =p.(p1(a1,...,an,) Q... @ pr-(An—n+1® ... an_1 ®m))

=0,
D’aprés 'hypothése de récurrence appliquée a py. O
Ezemple 5.4. 1. P = Com. Alors E est concentré en degré 2 et E(2) = Km (module trivial

engendré par m); R est de dimension 2, de base :

1 2 2 3 1 3 3 2

\<( (m,m) — ?/ (m,m), \? (m,m) — ?/ (m,m)

Par suite, un Com-module sur une algébre associative et commutative A est un espace
vectoriel muni d’une application :

ARM — M
a®m — a.m,

correspondant a l'action de m € E(2), satisfaisant :

1 2 2 3

\Qs(m,m)— 1?/ (m,m) [.(a®b®m) =0

(ab).m — a.(b.m) = 0,

ainsi que :

\QQ(m,m)— 1?/ (m,m) [.(a®b®m) =0

2?/ (m,m) — 1?/ (m,m) [.(a®b®m) =0

b.(a.m) — a.(b.m) = 0,

donc un Com-module sur A est un A-module au sens habituel.
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2. P = Lie. Alors E est concentré en degré 2 et F(2) = K[—, —] (module signature engendré
par [—,—]); R est de dimension 1, de base :

1 2 2 3 3 1

\Q [_7_][_7_] + \Q [_7_][_7_] + \Q [_7_][_7_]

Par suite, un Lie-module sur une algébre de Lie A est un espace vectoriel muni d’une
application :

ARM — M
a®m — a.m,

correspondant a l'action de [—, —] € E(2), satisfaisant :

1 2 2 3 3 1

\<( [—,—][—,—]+ \<( [—,—][—,—]+ \<( [—,—][—,—] (G’@b@m) =0

\? [_7_][_a_] - ?/ [_7_][_7_] [_7_][_a_] '(a®b®m) =0

[a,b].m — a.(b.m) + b.(a.m) = 0,

donc un Lie-module sur A est un A-module au sens habituel.

3. P = As. Alors E est concentré en degré 2 et E(2) est librement engendré par m; R est
de dimension 6; il s’agit du G3-module librement engendré par :

1 2 2 3

\? (m,m) — ?/ (m,m).

Par suite, un As-module sur une algébre associative A est un espace vectoriel muni d’ap-
plications :

ARM — M M®A — M
a®m — a.m, m®a —> m.a,
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correspondant a l'action de m € F(2) et de (12).m = m € E(2), satisfaisant :

1 2 2 3

\<(3(m,m)f 1?/ (m,m) [.(a®b®m) =0

(ab).m —a.(b.m) = 0,
2 1 1 3

\Qs(m,m)— 2?/ (m,m) [.(a®b®m) =0

(ba).m — b.(a.m) = 0,

(m.b).a — m.(ba) = 0,
c’est-a-dire, pour tous a,be A, me M :
(ab).m = a.(b.m), m.(ab) = (m.a).b, (a.m).b = a.(m.b).

Donc un As-module sur A est un A-bimodule au sens habituel.

Ezxercice 5.1. Soit A une algébre de Poisson. Montrer qu'un Pois-module sur A est un espace
vectoriel M muni de deux applications :

a@m — a.m, a®m —> axm,

satisfaisant, pour tous a,be A, me M :

(ab).m = a.(b.m), {a,b} xm =ax (bxm) —b=x(a*xm),

ax* (b.m) = {a,b}.m+b.(a *m), (ab) *m = a.(b*m) + b.(a *m).

Remarque 5.2. Les Pois-modules sur une algébre de Poisson sont donc les modules définis dans

[5].
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Proposition 5.6. Soit P une opérade, A une P-algébre et M un P-module sur A. Alors A® M
est munie d’une structure de P-algébre donnée de la maniére suivante : pour toutn € N, p € P(n),
T1,...,on € AUM :

p(r1®...®xy,) sitous les x; sont dans A ;
Pr(11®...Qx,) =1 0 si au moins deuzr x; sont dans M ;
P (1) ® ... @ Ty(n)) 80Ty estle seul x; dans M,
ot 0 € S, est une permutation vérifiant o(n) = j. De plus, A est une sous-P-algébre de A® M,

M est un idéal de A@ M et A

est isomorphe 4 A comme P-algébre.

Démonstration. notons que grace a , Paction * est bien définie (i.e. ne dépend pas du choix
de o). Des calculs directs montrent que A@ M est une P-algébre. O

5.3 Algébres enveloppantes

Soient P une opérade et A une P-algébre. La catégorie des P-modules sur A est notée
Modp(A). On cherche une algébre associative Up(A) telle que la catégorie des Up(A)-modules
soit équivalente & Modp(A).

Définition 5.7. Soient P une opérade telle que P(0) = (0) et A une P-algeébre. L’algébre asso-
ciative (unitaire) Up(A) est Ualgébre engendrée par Uespace ) P(n) @A"Y ¢t les relations :

neN*
— Pour tous ke N, pe P(k), ni,...,ng €N, p € P(ny), af,....a*,...,ah_1,...,aq, " €
A, meM :
p@(pl.(a%,...,a?1)®...®pk_1.(a}€_1,...,azzl))
=po(pl,...,pk_1,1)®(a%®...®a71”®...®a,1€_1®...®a25711). (14)
— Pour tous ke N*, pe P(k), 0 € Sf_1, a1,...,a5_1€ A :
PO (A1) ® . G1(h-1) = P° @ (11 ® ... ® ag_1). (15)
— Pour tousn,meN, pe P(n), g€ P(m), a1,...,ap-1,b1,...,bp_1€ A :
PRU®.. ®an1) (R0 ®...Qby 1) (16)

=po(l,....[,q) (a1 ®.. ®ap_ 101 ®...®by_1).
Remarque 5.3. En particulier, I € P(1) ® A% est un élément neutre d’aprés .
Proposition 5.8. La catégorie des Up(A)-modules est isomorphe ¢ Modp(A).
Démonstration. soit M un Up(A)-module. On pose alors :
p(A1®..Qapn-1®mM) =PRI ®...Qap_1).m.

Alors , et (16) impliquent que ceci définit une structure de P-module sur M. On a donc
définit un foncteur F' = Up(A) — Mod — Modp(A4).

Soit M € Modp(A). On pose alors :

PRM®..®ap—1)m=p(a1®...Qa,—1 ®m).

Les conditions , et ((13) montre que ceci définit bien une structure de Up(A)-module sur
A. On a donc définit un foncteur G = Modp(A) — Up(A) — Mod. De maniére immédiate,
Fo G = IdModp(A) et G oF = IduP(A)—MOd' O
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Proposition 5.9. Soient P une opérade telle que P(0) = (0) et soit A une P-algébre. On a
alors :

((1)@ @ 7’(n)z‘l@("_l))
UP(A) _ neN*

R )
ot R est l’espace vectoriel engendré par les éléments de la forme suivante :

p® (pl(a% coe ,CL?1> ®... ®pk’—1(a]1g717 s 7aZi_11>) —Dpbo (p17 see 7pk—17[> ® (a% ®... ®G’Zi_11)
Le produit est donné par (@)

Démonstration. immédiat. O

5.4 Idéaux et sous-algébres

Dans ce paragraphe, P désigne une opérade. On note pAlg la catégorie des P-algébres.
Soit A une P-algebre. Alors I’action de P sur A induit une application de P(0) dans A donnée
par :
{ PO — A
p — pl
ot 1 € K. On désignera par p4 I'image de p € P(0) par cette application (pg € A).
Définition 5.10. Soit A une P-algébre et B un sous-espace de A.

1. On dira que B est une sous-P-algébre de A si :
— Pour tousne N*, pe P(n), by,...,b, € B, p.(b ®...Q®b,) € B.
— Pour tout pe P(0), pa € B.

2. On dira que B est un idéal de A si pour tous n € N*, pe P(n), by,...,bp€ A :
lun des b€ B=p.() ®...®by,) € B.

Proposition 5.11. 1. Soit A une P-algébre et B une sous-P-algébre de A. Alors B est
munie d’une structure de P-algébre.

A
2. Soit A une P-algebre et I un idéal de A. Alors T est muni d’une structure de P-algébre.

3. Soient A et B deux P-algeébres et ® : A — B un morphisme de P-algébres. Alors Ker(®)
est un idéal de A et Im(®) est une sous-P-algébre de B. De plus, il existe un unique
morphisme de P-algébres rendant le diagramme suivant commutatif :

I
A
Ror(@) 5 (@)

(Les fléches verticales étant les surjections canoniques).

Proposition 5.12. Soient A et B deuz P-algébres ; A@B est munie d’une structure de P-algébre
de la maniére suivante :
— Pour tout n € N*, pe P(n), x1,...,2, € AU B,

donnée par l’action de P sur A si tous les x; sont dans A,
p(r1®...Qx,) = donnée par l’action de P sur B si tous les x; sont dans B,
0 dans les autres cas.

— Pour tout p e P(0), papp = pa + DB
On vérifie facilement le corollaire suivant :

Corollaire 5.13. (pAlg,®) est une catégorie abélienne.
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5.5 Structure tensorielle sur pAlg

On dira que pAlg est munie d’'une structure tensorielle si le produit tensoriel de deux P-
algébres est muni d’'une structure de P-algébre de maniére fonctorielle ; plus précisément :

Définition 5.14. Une structure tensorielle sur pAlg est un bifoncteur @ :p Alg xp Alg —p
Alg vérifiant :
— Le diagramme suivant est commutatif, les fléches verticales désignant les foncteurs d’oubli :

pAlg xp Alg® > pAlg

| l

Vect x Vect &~ Vect
— Pour tous A, B,C ep Alg, lapplication suivante est un isomorphisme de P-algébres :

{(A@B)@C — A®(B®OC)
(a®)®c — a®(b®c).

Définition 5.15. Un coproduit sur P est un morphisme d’opérades A : P — PP coassociatif,
i.e. vérifiant (AQI)®A = (Id® A)® A.

Notation 5.2. Pour tout p € P(n), on notera A(p) = p’' ® p”.

Proposition 5.16. Soit A un coproduit coassociatif sur P. Alors p Alg est munie d’une structure
tensorielle en posant, pour toutes P-algébres A, B, pour tous n € N, p € P(n), a1,...,a, € A,
bi,.. . b€ B :p.((a1®b1)®...® (4, ®by)) =P (a1 ®...Qa,)Rp".(h1 ®...®by,). On notera

cette structure tensorielle Q.

Démonstration. AQ B est une P ® P-algébre; comme A est un morphisme d’opérades, A ® B
est une P-algeébre. On a donc un bifoncteur ® satisfaisant la premiére condition. Comme A est
coassociatif, la condition 2 est vérifiée. O

Théoréme 5.17. Soit ® une structure tensorielle sur pAlg. Alors il existe un unique coproduit
coassociatif A sur P tel que @a = ®.

Démonstration. fixons n € N et choisissons U et V' deux espaces vectoriels de dimension n.
Soient (uq,...,u,) une base de U et (vy,...,v,) une base de V. Soient Tp(U) et Tp(V) les
P-algebres librement engendrées par U et par V. Soit p € P(n). On considére 'action de p sur
Tp(U)®Tp(V). On pose :

P (11 ®v1)®. .. @(un®un)) = Y] > (P R(ui), ®. . .®ui, )@ (PR (v, ®. . .®vj,)).
EJJeN I=(i1,....i)e{l,...n}*
J=(j1,-1) {1, ;n}
Fixons a € {1,...,n} et A € K. Soit f : Tp(U) — Tp(U) 'unique endomorphisme de
P-algébre envoyant u; sur u; si @ # « et uqy sur Aug. Alors f ® Id est un endomorphisme de
P-algebre de Tp(U) ® Tp(V). Par suite :

)\p.((ul X Ul) ®...Q (Un ® 'Un))
= Z Z )\C&rd({’Y/i’yza})(p,[(uil ®®ulk))®(p5(v.]l ®®U.7l))

keN [=(iy,...,ix)e{1,...,n}*
J:(jlv--vjl)e{l?"'vn}l

Quitte & étendre les scalaires, on peut supposer qu’il existe A € K non nul et non racine de
I'unité. En considérant d’abord ce cas puis le cas ou A = 0, on en déduit que p’I (uj, ®...®
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ui,) = 0 si (i1,...,i,) n'est pas obtenu par une permutation de (1,...,n). Par suite, il existe

P ®p" e P(n)®P(n) tel que :
P (1 ®1)®..QUn®un)) = PR Q...0u) QPR (1 Q...0u)).

Via les isomorphismes entre P(n) et P(n) X (u1 ®...Quy) et P(n)X (11 ®...Quy,), p' ®p” est
parfaitement défini. On a ainsi une application :

A:P—PRP.

Soient A et B deux P-algébres, n e N, pe P(n), aj,...,an € A, b1,...,b, € B. On considére
les morphismes de P-algébres suivants :

f:{Tp(U) — A g:{Tp(V) A

U; ——> Q. v, — bi.
Alors f ® g est un morphisme de P-algébres. Par suite, on a :
(11 ®01)®...0 (4, ®bp)) =p (a1 ®...Qan) Rp".(1®...®by,).

Par suite, ® = ®a, sous réserve que A soit un coproduit coassociatif.

Montrons que A est un morphisme d’opérades. Soient p € P(k), p1,...,pr € P(n1),...,P(ng).
On pose n =n1 + ...+ ng. On a alors :

po(pry-- k) (U1 @v1) ® ... @ (un @ vn))

=p.(P1- (U1 ®V1) R ... (Up;, ®Up,)) V...

e ®Pk'((un1+...+nk_1+1 ® Un1+...+nk—1+1) ®...Q0 (up ®wvy)))

=p ol D)W ®...Qu,) ®p" o (],.... )X (11 ®...Qv,).

Par suite, A(po (p1,...,pk)) = A(p) o (A(p1), ..., A(pk))-
Soit p € P(n), 0 € &,,.

P (U1 ®u1)® ... R (up, ®vy))
= P-((tg-1(1) @ Vo-1(1)) ® - - - ® (Ug—1(n) ® V5-1(n))
=) Huw®..0u,) @) K ®...Qu).

Par suite, A(p?) = A(p)°.
De plus, I.(v1 ®v1) = v1 ® vy et donc A(I) =TI ®1 : A est un morphisme d’opérades.

Montrons que A est coassociatif. Soit W un espace vectoriel de base (wq,...,w,). Par la
condition 2, dans Tp(U) @ Tp(V) ® Tp(W), pour tout p € P(n) :

(A®Id) o A((u1 @1 @w1) ® ... ® (un ® vy @ wy))
=([dR®A) o A((11 ®v1 ®uw1) ® ... ® (up ® v, @ wy)).

Par identification de P(n) avec les parties multilinéaires de Tp(U), Tp(V) et Tp(W), on a le
résultat. O

Ezemple 5.5. 1. Sur l'opérade As ou Com, on montre facilement qu’on définit un produit
coassociatif en posant A(m) = m Q@ m.

2. Sur l'opérade Pois, on montre facilement qu’on définit un produit coassociatif en posant

Am)=m®met A{—,—}) ={—,-}®m+m®{—,—}.
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6 Opérades quadratiques

6.1 Opérade libre engendrée par £ concentré en degré 2

On s’intéressera dans la suite aux S-modules E concentrés en degré 2 et de dimension finie,
i.e de la forme F = (0,0, E(2),0,0,...) ot E(2) est un G3-module de dimension finie. On notera
x — T laction de (12) € &y sur E(2).

Les seuls arbres non nuls dans Pg(n) sont les arbres binaires (i.e. dont les sommets intérieurs
ont tous 2 pour fertilité). Pour ces arbres, toute feuille est une entrée. La relation (10 signifie
que quitte & changer les décorations, on peut oublier les données planes sur les arbres ; par suite,
pour tout n € N,

Pe(n)~ @ tE),

1Ty (n)

out Ty(n) désigne l’ensemble des arbres binaires (non plans) a n feuilles dont les feuilles sont
indexées. De plus, pour tout ¢t € Tp(n), sin =1 :

Par suite, dimPg(n) = card(Ty(n))dim(E(2))"~! pour tout n € N*.

n 0[1]|2] 3| 4 5 6 7 8 9 10
card(Tp(n)) | 1| 1] 3| 15| 105|945 | 10395 | 135135 | 2027 025 | 34 459 425 | 654 729 075

n 11 12 13 14
card(Tp(n)) | 13749310575 | 316 234 143 225 | 7905 853 580 625 | 213 458 046 676 875

On montrera dans la section que pour tout n > 2, le cardinal de T(n) est 1.3.5...(2n—3) =
(2n — 3)IL
En particulier, Pg(3) est de la forme :

1 2 2 3 1 3
2

PE(?)) = \9 (:Lyy)/x,yéE(Z) S \9 (l‘,y)/ﬂLyEE(Q) S \9 (ﬂj,y)/SL‘,yEE(Q)

De plus, chacune des composantes de la décomposition est isomorphe (comme espace vectoriel)

A E(2)®E(2).

L’action de G3 est donné par le tableau suivant :

e (12) (23) (13) (132) (123)
fg(w,y) fg(w,y) fg(w,y) :?Q(I,y) l\?l(x,y) l\?l(ﬂf,y) I\YQ(x,y)
fl(ﬂc,y) fl(:ﬂ,y) fz(w,y) fl(w,y) fjg(w,y) fi(w,y) f3(w7y)
Vew| Yew Yo Yen Yy Yen Yaw

On a de plus, pour tous (4,7, k) € {(1,2,3); (2,3,1); (1,3,2)}, z,y € E(2) :

i g i J

\9 (z,y) = ?/ (T,y)-
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6.2 Dualité

Soit n € N* et soit F un &,-module & droite. On note E' la représentation duale de E
tensorisée avec la représentation signature. Autrement dit :
— Comme espace vectoriel, E' = E*.
— L’action de &, sur E' est donnée de la maniére suivante : pour tous o € &,,, f € E',
xelE, f7(x)= a(a)f(:c"_l). De maniére équivalente : pour tous c € &, fe E', z € F :

(f7,2%) = e(o)(f, ). (17)

ou (,) désigne le couplage de dualité usuel.

Soit E = (E(n))peny un S-module. On note E' = (E(n)')pen. Il est immeédiat que, lorsque
E(n) est de dimension finie pour tout n, P!E est isomorphe a Ppi. De maniére plus précise,
décrivons I'isomorphisme entre P (3) et P (3) lorsque E est concentré en degré 2. On définit
un couplage (,) : Pr:(3) x Pr(3) de la maniére suivante :
pour tous (i, §, k), (a,b,¢) € {(1,2,3); (2,3,1); (1,3,2)}, 2,y € E(2), f,ge E(2)" :

i J a b

Yo o | = s (1)) s@00)
=0sik #c,
= f(z)gly) sik=c=1ouk =c=3,
= —fla)g(y) sik=c=2.

On vérifie aisément que ce couplage est non dégénéré et vérifie (17)). Donc ce couplage permet
d’identifier Pp(3) et Pg(3)".

6.3 Opérades quadratiques

Définition 6.1. Une opérade quadratique est une opérade engendrée par un S-module E concen-
tré en degré 2 et de dimension finie et des relations R concentré en degré 3, i.e. de la forme
(0,0,0,R(3),0,0,...), avec R(3) < Pg(3). On notera une telle opérade P(E(2), R(3)).

Exemple 6.1. Les opérades As, Com, Lie et Pois sont quadratiques.

Remarque 6.1. Dans ce cas, d’aprés 'exercice Pr(n) est de dimension finie pour tout n.
Par suite, si P est une opérade quadratique, P(n) est de dimension finie pour tout n. De plus,

P(0) = (0) et P(1) = (I).

FExercice 6.1. 1. Décrire toute les opérades quadratiques P(FE, R) telles que E soit le So-
module trivial de dimension 1.

2. Décrire toute les opérades quadratiques P(F, R) telles que E soit le G2-module signature
de dimension 1.

Les opérades quadratiques forment une sous-catégorie de la catégorie des opérades. Cette
sous-opérade sera notée OQ.

6.4 Algébres enveloppantes d’une algébre sur un opérade quadratique

Soit P = P(FE, R) une opérade quadratique et soit A une P-algébre. Donnons une présentation
par générateurs et relations de Up(A). On a :

1 2

Pr(3) = \Qg(E,E)@ 1?/ (E,E)® 2?/ (E,E).
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On considére les 3 applications suivantes :

FRFE — PE(?)) FQRFE — PE(3)

T1: 123 TQ: 123
P®q — y?(RQL PR®q — Yy(lv,q),

FRFE — PE(?))
Ty , 18
PR — Yy(p,q)-

Alors tout élément p € Pg(3) s’écrit de maniére unique :
p=Ti(xp) + To(yp) + T2(2p),

avec Tp, Yp, zp € E ® E. Posons x,, = xl(,l) ®:v1(,2), Yp = yl(,l) ®y1(92) et zp, = zz(,l) ® ZI(,Q). Alors Up(A)
est engendrée par P(2) ® A = E® A et les relations : Vpe R < E(3), a,be A :

2@ @ (@M. (a®b) + (3P ®a).(yV ®b) + (2 @b).(2{V ®a) = 0.

Notation 6.1. Soit A une algébre associative non unitaire. On pose A = A@K, muni du produit
défini pour tous a,b € A par :

ab=ab,al=a,la=a,11=1.

Alors A est une algebre associative unitaire d’élément neutre 1 € K. De plus, A est un idéal de
codimension 1 de A.

Exemple 6.2. 1. P =Com. Alors E = Km et R est de dimension 2, de base :

1 2 2 3 1 3 3 2

\? (m,m) — ?/ (m,m), \? (m,m) — ?/ (m,m)

1 2 2 3 1 3 2 3

\? (m,m) — ?/ (m,m), ?/ (m,m) — ?/ (m, m)

=(Ti(m®m)—Ta(m®@m), Ts(m@m) — To(m®m)).
Par suite, si A est une algébre associative et commutative, Ueom (A) est engendré par
Km® A ~ A et les relations :
(a) (m® (ab) — (m®a).(m®»>b) =0, ce qui donne a.b = ab;
(b) (m®b).(m®a) — (M®a).(m®Db) = 0, ce qui donne encore a.b = ab, A étant

commutative.
Donc Ueom (A) est isomorphe a A.
2. P = Lie. Alors E = K[—, —] (module signature engendré par [—, —]) et R est de dimen-

sion 1, de base :

1 2 2 3 3 1

y%(krﬁ&ﬂ—D+ Y%(Prﬁ¢ﬁ—b+ Y%(Prﬁ&ﬂ—D



Par suite, Uz (A) est engendrée par K[—, —] ® A ~ A et les relations :
[_7 _] ® [a7 b] - ([_7 _] ® a)’([_v _] ® b) + ([_7 _] ® b)'([_7 _] ® a) =0,

ce qui donne a.b — b.a = [a,b]. On obtient donc 'algébre enveloppante habituelle d’une
algébre de Lie.

. P = As. Alors E(2) a pour base (m,m); R est de dimension 6; il s’agit du &3-module

librement engendré par :
1 2 2 3

\9 (m,m) — ?/ (m,m).

Par suite, ’algébre enveloppante d’une algébre associative unitaire est engendrée par
E2)®A=(m®A)®(MA). On notera a = m®a et @ = m®a. Cherchons les relations
dans Uas(A).

(a)

1 2 3 ) 2 3
\<( (m,m) — ?/ (m,m) =Ti(m®&m) — To(mQm),
ce qui donne m ® (ab) — (m® a).(m ®b) = 0, ou encore a.b = ab.

(b)

2 1 1 3 1 2 1 3

\9 (m,m)— ?/ (m,m) = \? (m, m)— ?/ (m,m) = Ty (Mm®m)—T3(m®m),

ce qui donne m ® (ba) — (M ®b).(m® a) = 0 : on retrouve la relation (a).
()

1 3 3 2 1 3 2 3

\9 (m,m)— ?/ (m,m) = ?/ (m,m)— ?/ (m, m) = T3(m®m)—T(MmRm),

ce qui donne (M®a).(m®b) — (M®b).(M®a) = 0, ou encore a.b = b.a.
(d)

2 3 3 1 2 3 1 3

\9 (m,m)— ?/ (m,m) = ?/ (m,m)— ?/ (m, m) = To(m@m)—T5(MmRm),

ce qui donne (M®a).(mM®b) = (M®b).(M®a) : on retrouve la relation (c).
()

3 1 1 2 1 3 1 2

\9 (m,m)— ?/ (m,m) = ?/ (m,m)— \<( (m,m) = T3(Mm®m)—T1(m®m),
ce qui donne (M ®b).(M® a) —m® (ab) = 0, ou encore b.a = a
(f)

\9 (m,m)— ?/ (m,m) = ?/ (m,m)— \<( (m,m) = To(m®m)—T1 (Mmm),

ce qui donne (M® a).(M®b) — M (ba) = 0 : on retrouve la relation (e). Par suite,
Uys(A) est engendrée par deux copies de A, notA@©es A et A, et les relations :

=

a.b = ab, a.b = ba, a.b=ba.
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Donc Uys(A) ~ A® A°P.
Ezercice 6.2. Soit A une algébre de Poisson. Montrer que Upyis(A) est engendrée par deux copies
A et A de A et les relations suivantes : pour tous a,b € A,

—b.

(ol

a.b = ab, a. a = {a,b},
a.b =b.a+ {a,b}, b+ a.b=ab
Voici un exemple d’application des algébres enveloppantes :
Proposition 6.2. 1. 1l existe un unique morphisme d’opérades :

)

@1:{ : Lie —> As

-] — m-m

2. 1l existe un unique morphisme d’opérades :

@2:{.,43 — Com

m — m.

3. O1 est injectif et Oy est surjectif. De plus, O3 001 = 0 sur Lie(n) sin =1 et le noyau
de ©y est l'idéal de As engendré par (Im(©1)(n))n>2.

Remarque 6.2. On peut résumer cette proposition en disant que 'on a une suite exacte d’opé-

rades :
©2

As Com 0

Démonstration. 1. Le sous-&Gg-module de As(2) engendré par m — m est un module signature.
Par suite, il suffit de montrer que m — m = p vérifie :

1 2 2 3

X = \<( (p,q) + \<( (p,q) + \<( (p,q) = 0.

Or :
X = 1\és(m,m)— 2‘\éa(m,m)— By (m,m) + Sy (m, m)
+ 2\<3(1 (m,m) — 3\<?1(m7m)— ly (m,m) + 1$/2 (m,m)
+ 3\42 (m,m) — 1\42 (m,m) — 2&1 (m,m) + 2&” (m,m)

= \9 (m,m) — ?/ (m,m) [ — \<( (m,m) — ?/ (m,m)

3 1 1 2 3 2 2 1

+ \?(m,m)— ?/(m,m) - \?(m,m)— ?/(m,m)

2 3 3 1 1 3 3 2

+ \?(m,m)— ?/(m,m) - \?(m,m)— ?/(m,m)
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2. Le morphisme de Gs-modules du module librement engendré par m sur le module trivial
engendré par m envoyant m sur m se prolonge en un morphisme d’opérades de As dans Com,
étant données les relations définissant As et Com.

3. Surjectivité de ©2 : immédiat, car I'image de ©2 contient m, qui engendre Com.

Injectivité de O : on note Lie' 'image de Lie dans As. Il suffit de montrer que Lie'(n) a méme
dimension que Lie(n) pour tout n € N. Soit V' un espace vectoriel quelconque, L une algébre de
Lie et f : V — L une application linéaire. Comme Ur;.(L) est une algébre associative, il existe
un unique morphisme d’algébre associative f rendant le diagramme suivant commutatif :

Ts(V) Luﬁe(L)
b

L’injection Lie¢/ — Lie induit une application Tp;e (V) —> Tas(V), coincidant avec 'identité
sur V. Comme Lie’ est une opérade quotient de Lie, T; (V') est munie d’une structure d’algébre
de Lie; elle est de plus engendrée par V pour cette structure. Il y a donc un unique morphisme
d’algébres de Lie noté f/ rendant le diagramme suivant commutatif :

Tas(V)

T !
?l

Trie (V) ——Ugie(L)

V|

v

De plus, comme 'algébre de Lie Tr;er (V) est engendrée par V', U'image de 7 est contenue dans
la sous-algebre de Lie de Ug;(L) engendrée par L, c’est-a-dire L. Par suite, il existe un unique
morphisme d’algébres de Lie f’ rendant le diagramme suivant commutatif :

Tﬁie’ (V)

JON

|4 L

Par suite, Ty (V') est librement engendrée par V' comme algébre de Lie et est donc isomorphe &
Trie(V). En prenant V' de dimension n et en comparant les dimensions de la partie multilinéaire
de degré n de ces algébres, on obtient le résultat annoncé.

Enfin, considérons I'idéal I de As engendré par le Go-module engendré par m—m. Clairement,
I est l'idéal engendré par (Im(©1)(n)),>2. De plus, I est le noyau de ©9, ce qui implique que
B3 0 ©1 = 0 et 'assertion sur le noyau de ©s. O

6.5 Dualité de Koszul

Définition 6.3. [10, [15] Soit P = P(E,R) une opérade quadratique. L’opérade quadratique
duale est P' = P(E',RY) ot R est l'orthogonal de R dans la dualité entre Py (3) et Pr(3)
(paragraphe .

Remarque 6.3. Par bidualité, si E est de dimension finie, E" s’identifie avec E. Dans ce cas, on
a immédiatement P" ~ P.
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Exemple 6.3. prenons P = As, c’est-a-dire que F est le Go-module libre engendré par m et R le
sous-G3-module engendré par :

1 2 2 3

\9 (m,m) — ?/ (m,m).

Par suite, E est de dimension 2, Pg(3) est de dimension 12 et R est de dimension 6.

Une base de E est (m,m). On note (m*,m*) la base duale. Alors (m*,m) = —(m*,m) = 0 et

(m*,m) = —(m*,m) = 1. Donc m* = —m*. Par suite, en posant p = m*, p engendre librement
E' et donc E' est isomorphe & E. On identifie alors E avec E' en envoyant m sur p. Le couplage
entre E et lui-méme est alors donné par :

(m,m) =1, (m,m) =0, (m,m) =0, (m,m) =—1.
Fixons (i, 7, k) € {(1,2,3); (2,1,3); (2,3,1); (3,2,1): (1,3,2): (3,1,2)).

1 2 2 3 i J ik

\9 (m,m) — ?/ (m,m), \9 (m,m) — Z?/ (m,m)

1 2 2 3 i J Jj ok

= \9 (m,m) — \9 (m,m), \<( (m,m) — \</ (m,m)

1 2 i J 2 3 J k

= \? (m,m), \<( (m,m) |+ \9 (m,m), \Ql(m,m) +0

—0si(i,4,k) # (1,2,3)
= (m,m)(m,m) + (m,m)(m,m) = 1—1 = 0si (3,4,k) = (1,2,3).

1 2 2 3

3 1
On en déduit que le sous-module engendré par \<( (m,m) — ?/ (m,m) est inclus dans R*.
Par suite, R € R*. Comme dim(R*) =12 — 6 = 6 = dim(R), R = R*. On a donc As' ~ As.

Ezercice 6.3. Décrire 'opérade duale de chacune des opérades quadratiques engendrée par un
Ss-module de dimension 1.

Théoréme 6.4. As' = As, Com' = Lie et Lie' = Com.

Ezercice 6.4. Montrer que Pois' = Pois.

Soient P = P(Ep, Rp), @ = P(EQ, Rg) deux opérades quadratiques et soit ¢ : P — @ un
morphisme d’opérades. Alors il existe un unique morphisme d’opérades ¢ rendant le diagramme
suivant commutatif :

)
Pep —= Pr,

ﬂPi im

P Q

(les fleches verticales sont les surjections canoniques). Alors mg o ¢(Rp) = pomp(Rp) = 0, donc

»(Rp) < Ker(mg)(3) = Rg, ou encore Rp < a_l(RQ).
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. s —* _ . .
En transposant, on a un morphisme d’opérades ¢ : PE’Q = PEQ! — PE}D = Pg,,- De plus :

&"(Rgr) = 8" (RG) = (¢> 1(RQ))l C RS = Rp.

. . . . . , | . . .
Par suite, il existe un unique morphisme d’opérades ¢ rendant le diagramme suivant commutatif :

.k

¢
PEQ‘ - PEP!

o ;wp!

Plus précisément, ¢' est 'unique morphisme d’opérades coincidant avec ¢* : Eb — E}D sur
Q'(2) = Eb Cette construction est factorielle et donc ' définit un foncteur contravariant de OQ
dans elle-méme.

Soit R = P(ER, Rgr) une opérade quadratique. On considére I'unique morphisme d’opérades
noté i% : R — (R')' coincidant avec I'identification canonique de Eg et (Ey)' sur Er = R(2).
Alors Z'}'z est un isomorphisme d’opérades. De plus, le diagramme suivant commute :

P 7"1; (P!)!
¢ l(cﬁ!)!
Q T (Q!)!
'Q
En résumé :
Théoréme 6.5. 1. ' est un foncteur contravariant de OQ dans elle-méme. Il est appelé

foncteur dualité de Koszul.

2. 'o! est naturellement équivalent au foncteur Idpg. Une équivalence naturelle de Idpg a
ol est donnée par i*.

Ezxercice 6.5. Reprenons les morphismes définis dans la proposition . Montrer que @!1 = 0O,
et que O = 0.

7 Produits de Manin sur les opérades quadratiques

7.1 Produits tensoriels d’opérades libres

Soient E et F' deux S-modules tels que Pr(n) et Pp(n) soient de dimension finie pour tout
n. Par propriété universelle, il existe un morphisme d’opérades :

o ) Pegr — PrQ®Pr
EF-Y1 a@be EQF — a®be EQF C Pr® Pr.

Soit t € T, s1,. .., sk ses sommets. Alors OF r envoie I'arbre ¢ dont le sommet s; est décoré par
p; ® q; sur Parbre t dont le sommet s; est décoré par p;, tensorisé avec ’arbre ¢ dont le sommet

s; est décoré par g;. Par suite, O r est injectif.

Soient A et B deux S-modules tels que A(n) et B(n) sont de dimension finie pour tout n.
Notons A®B le produit tensoriel A ® B sur lequel &,, agit de la maniére suivante : (a ® b)? =
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e(0)a” @ b°. Notons que (A® B)' ~ A'QB".

LI BN 2 / _ % .
On considére la transposée @E,F = @E,,F[ :

/EF : { (Pp @PF!)! ~ Pjg!®7);:! ~ PEQ:@’PF - 7)1!’3!®F! ~ 7D(E!®F’)! ~ 7)E®F
) @/E,F:,PE@)PF — PE@F

Alors ©'; . est surjectif.

7.2 Définitions et propriétés des produits de Manin

Soient P = P(Ep,Rp) et Q = P(Eg, Rg) deux opérades quadratiques. On note P o Q la
sous-opérade de P ® Q engendrée par P(2) ® Q(2) = Ep ® Eg. On a le diagramme commutatif
suivant :

PEeroEq PoQ

1
GEP’EQJ {\

Pep ®PEg 77> P®Q

Par suite, Ker(m;) = 9;371: o (Ker(mz)). Comme Ker(ms) est I'idéal engendré par Rp @ Ppg, +
Pe, ® Rg, Ker(m) est I'idéal engendré par :

Rpog = O5h 5 (Rp ® Pg(3) + Prg(3) ® Ro).
Par suite, P o Q est une opérade quadratique.

Proposition 7.1. Soient P, Q, R trois opérades quadratiques.
1. (PoQ)oR~Po(QoR).
2. PoQ~ QoP.
3. PoCom ~ComoP ~P.
Démonstration. 1. En effet, ces deux opérades sont isomorphes & la sous-opérade de P ®
Q ® R engendrée par P(2) ® Q(2) ® R(2).
2. Ca PRLA~QAR®P.
3. Car P®Com ~ P, Com(n) étant trivial pour tout n > 1. O

Soient P, Q deux opérades quadratiques. On définit P e Q = P(Ep@EQ, Rpeo) avec :

Rpeg = O, g, (Rp®Rg) € Prep, (3)-

Proposition 7.2. Soient 73, Q, R trois opérades quadratiques.

1L (PeQ) ~

2. (PeQ)eR~ (Q R).
3. PeQ~x~Qe
4. PeLie~ Lice P~ P.
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Démonstration. 1. On a immédiatement :
(Bp®EgQ)' = Ep ® Eg,
1 / = L
Rpao = [@Ep EQ(RP®RQ)]
iy (RP®RQ)Y)
E LEG (RP ® PEQ! (3) + PEQz (3) ® Ré)
(Rp! (9] PEQ! (3) + 'PEQ! (3) ) RQ!)

== RP!oQ! .

Le résultat en découle immédiatement.

2 — 4 : se prouvent en passant au dual de Koszul et en se rappelant que Com' = Lie. ]

7.3 Application

Soient P, Q deux opérades quadratiques. On a un morphisme de &Gs-modules donné par la
coévaluation :

can: Fg — (Ep!@Ep) QLo — (Ep!@EQ) ® Ep.

Par suite, on a des morphismes d’opérades :

Prg — PrLors, ® Pep

i i

Q (P'e Q)®P

Lemme 7.3. Il existe un unique morphisme d’opérades ® rendant le diagramme suivant com-
mutatif :

Peg — PrLors, ® Prep

l i

Q- - -~ (P eQ®7P

Ce morphisme prolongeant can, il est & valeur dans la sous-algeébre de (P' e Q) @ P engendrée

par (P' e Q)(2) @ P(2), c’est-a-dire (P e Q) o P.
Démonstration. il suffit de montrer que :
can(Ro) € Rp1oo®Prp (3) +Ppy o, (3)®Rp = O, 5y (RE® RQ)@Pr, (3) + Py o, (3) @ Rp.

Soit (f;)jes une base de Rp, complétée en une base (f;)ier de Pg,(3). Soit (f7)ier la base duale
de PE;:(S). Alors une base de Rpi = R est (ff)rer—s. Par suite, pour tout g € R :

can(q Z@ f*®q)®fz

el

- Z@E o ([T ®) ® fj € Py oy (3) ® Rp
jed

+ Y O, (i ®0) ® fi € O, g (R ® Ro)&Piy (3). 0
kel—J
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Proposition 7.4. Soient P, Q deux opérades, (e;)icr une base de Ep, (e})icr la base duale
de Epi. Alors il existe un unique morphisme d’opérades ® : Q — (77! e Q) o P prolongeant
Uapplication suivante :
Eog — Ep!@EQ@Ep
4 ¢ — D

el

Corollaire 7.5. Soit P une opérade, (e;)icr une base de Ep, (ef)icr la base duale de Epi. Alors
il existe un unique morphisme d’opérade Lie — P' o P, envoyant [—, —] sur Z ef ®e;.
el

Démonstration. d’aprés la proposition précédente, pour Q@ = Lie, un unique morphisme d’opé-
rades @ : Lie —> (73! e Lie) o P prolongeant l'application suivante :

K[-,~-] — Ep®K®FEp
?1y -] — D[ -l®e.

el
Par suite, on a un morphisme d’opérades :

Lie —  (P'eLie)oP — P'oP — P'QP
- -] — Zef@@[—,—]@ei — Zef@ei — Zef@ei. O

el el iel

Remarque 7.1. Par suite, si A est une P'-algébre et B une P-algebre, alors la P' ® P-algébre
A ® B est naturellement munie d’une structure d’algébre de Lie.

Exemple 7.1. 1. P = As, alors P' = As et le couplage entre As(2) et lui-méme est donné
par :
(m>m) = 17 (m)m) = (m’m) = 07 (m7m) = -1

Par suite, la base duale de la base (m,m) est (m,—m). L’'image du crochet de Lie est
donné par m®@ m —m @ m. Si A et B sont deux algébres associatives, A ® B est donc
munie d’une structure d’algébre de Lie donnée par :

[a1 ® b1, a2 ® ba] = ajas @ biby — aza; ® bab.
2. P = Com, alors P' = Lie et le couplage entre Com(2) et Lie(2) est donné par :
(m7 [_’ _]) =1

Par suite, la base duale de la base (m) est ([—, —]). L'image du crochet de Lie est donné

par m ® [—, —]. Si A est une algébre associative et B sont une algébre de Lie, A ® B est

donc munie d’une structure d’algébre de Lie donnée par :

[a1 ® b1, a2 @ ba] = araz & [b1, ba].

Exercice 7.1. Soient A et B deux algébres de Poisson. Donner la structure d’algébre de Lie de
A® B.
8 Opérades différentielles graduées
8.1 Espaces différentiels gradués

Rappelons la description de la catégorie dgVect des espaces différentiels gradués :
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1. Les objets sont les espaces vectoriels Z-gradués V = (V;);cz, munis d’une application
linéaire d : V. — V appelée différentielle, homogéne de degré 1 telle que dod = 0 (i.e.
les objets de dgVect sont les complexes).

2. Les morphismes sont les applications linéaires f homogénes de degré 0 rendant le dia-

gramme suivant commutatif :
Jopy
d d

E-1.F

3. dgVect est munie d’un produit tensoriel donné par :
(a) (VW),= @ Vi®W; pour tout n € Z;

1+j=n
(b) Pour tous v € Vi, we Wj, d(v@w) = d(v) ®@w + (—=1)"v @ d(w).
4. dgVect est une catégorie tensorielle symétrique dont la volte est donnée de la maniére
suivante :

) VoW — WV
€ 1QuweViW; — (—D)w .

Notation 8.1. Par la suite, tous les éléments que 'on considérera dans un objet de dgVect seront
supposés homogenes. Le degré d’un élément x sera noté |x|.

Soit V' un espace vectoriel différentiel gradué. Alors la volte de dgVect induit une action (a
gauche) de &,, sur VO, Cette action est donnée par :

(ii+1).(1®...Qu,) = (D)l @. . . @uiy1 @ui®...Qun).
L’action d’un élément &,, est donnée de la maniére suivante :

0'.(111 X...Q® Un) = (—1)“"’1)071(1) ®...Q Uafl(n),

n
avec ng = 2 Z [vil|vj].
i=1  j<i,
o(j)>o(2)
On a un foncteur de catégorie tensorielle symétrique F' de Vect dans dgVect donné de la
maniére suivante :

1. F(V)o=V,F(V),=(0)sin#0 (neZ).
2.d=0.
Dans la suite, on identifiera Vect et la sous-catégorie F'(Vect) de dgVect.

Si E est un objet de dgVect, n € Z, E[n] est 'objet de dgVect défini par :
1. Pour tout i € Z, la composante de degré i de E[n] est E,, ;.
2. La différentielle de E est la différentielle de d.

Si F est un objet de dgVect, E* est 'objet de dgVect défini par :
1. Pour tout i € Z, la composante de degré i de E* est le dual de E_;.

2. La différentielle de E* est la transposée de la différentielle de d.
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8.2 Opérades différentielles graduées

On remplace la catégorie Vect par dgVect. On considére les opérades dans cette catégorie.

Définition 8.1. Une dg-opérade P est la donnée d’une collection (P(n))nen d’espaces vectoriels
différentiels gradués et pour tous k € N, ny,...,n € N, d’une application o (n + 1)-linéaire
homogeéne de degré O :

O.{ P(k) x P(n1) x ... x P(ng) —> P(ni+...+n)
' (p,p1,--spK) — po(p1,---,Dk);

vérifiant les propriétés suivantes :

Associativité : pour tous k € N, ny,...,ng € N, nf eN, (1<i<k, 1<j<n) etpour

tous p € P(k), pi € P(ni), pz € P(nf) :

poiol, . )y (Phy -y DR))
:(po(plﬁ"'7pk))O(p%7"'7p?1""7p]1}7"'?pzk)' (18)

Elément neutre : il existe I € P(1)g tel que pour tousn e N, pe P(n) :

po(l,....,I)=p, (19)
ITop=np. (20)
Compatiblité avec la différentielle : pour tous k € N, ny,...,ni € N et pour tous p € P(k),
pi € P(nz) N
k
= d(p) © (pla s 7pk) + Z(_1)|p1‘+--~+|pi—1|p © (pla <oy Pi—1, d(pi)apiJrl, s 7pk’)
=1

De plus, pour tout n € N, i € Z, P(n); est muni d’une structure de S,,-module a droite, avec les
compatibilités suivantes :

Compatiblité entre ’action de G,, et la composition : pour tous k € N, ny,...,n; €
N, pour tous p € P(k), pi € P(n;), pour tous o € Sy, 7, € Sy, :

= (1" (po (o1, opr) (0 mew) ) —p7o (p10) ), (22)

ot oo (r,...,T)) est décrit par [4).
Compatiblité de Paction de G,, et de la différentielle : pour tout ne N, 0 € &, x €
P(n) :
d(z?) = d(z)°. (23)

Ezxemple 8.1. Le foncteur F' de Vect dans dgVect permet de considérer les opérades comme des
dg-opérades en posant :

1. P(n)g =P(n) et P(n)r = (0)si k#0;

2. d =0 sur P(n).

On définit les notions d’idéaux de dg-opérades, de sous-dg-opérades, de dg-opérades quotients

et de morphismes de dg-opérades de maniére semblable au cas des opérades.

Lemme 8.2. Soit P une dg-opérade. Alors Ker(d) est une sous-dg-opérade de P. De plus,
Im(d) < Ker(d) et Im(d) est un idéal de Ker(d).
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Démonstration. de maniére évidente, Im(d) et Ker(d) sont stables par d. De plus, par ,
Ker(d) et Im(d) sont stables sous I’action de S. De plus, implique que Ker(d) est stable par
o. Montrons que I € Ker(d) : d(Iol)=d(I) =d(I)ol+ Iod(I)=2d(I), donc d(I) = 0. Par
suite, Ker(d) est une sous-dg-opérade de P.

Comme dod = 0, Im(d) < Ker(d). Soit p € Im(d)(k), p1,...,pr € Ker(d), montrons que
po(p1,...,pr) € Im(d). D’aprés (21)), en posant p = d(q), d(go (p1,...,pr)) =po (p1,...,pk) +
0 car les p; sont dans Ker(d). Soient p; € Im(d), p € Ker(d)(k), p1,...,Pi—1,Pi+1,---,Dk €
Ker(d). Montrons que p o (p1,...,p;) € Im(d). D’aprés (21)), en posant p; = d(g;), on a d(p o

(D1, Die1,GirDis1s - D)) = 0+ (=D)PrHFPicalp o (py .. pp), Aot le résultat. O
Ker(d
La dg-opérade quotient er(d) est notée H(P).
Im(d)
Remarque 8.1. 1. Lorsque la différentielle de P est nulle (par exemple si P est une opérade),

alors H(P) ~ P.
2. la différentielle de H(P) est nulle. Par suite, H(H(P)) ~ H(P).

3. Soient Py, Py deux dg-opérades. Tout morphisme de dg-opérades de P; dans Py induit
un morphisme de dg-opérades de H(P;) dans H(Pa).

Définition 8.3. Soient Py, Py deux dg-opérades et ® : Py —> Py. On dira que ® est un quasi-
isomorphisme si le morphisme induit par ® de H(P1) dans H(P2) est un isomorphisme.

8.3 Opérades différentielles graduées libres

Par analogie avec le cas des opérades, on introduit une catégorie tensorielle dg — 7 définie
comme suit :

1. Les objets de dg — T sont les S-modules différentiels gradués, c’est-a-dire les collections
d’espaces différentiels gradués £ = (E(n))nen, telles que pour tout n € N, &, agit sur
E(n) par automorphisme d’espace différentiel gradué (i.e. de fagon homogeéne de degré 0
et en commutant a l'action de la différentielle).

2. Les morphismes sont les morphismes de S-modules différentiels gradués, i.e. les mor-
phismes de S-modules homogénes de degré 0 commutant a 'action des différentielles.

Soient Fy, ..., Ei des objets de dg—T . L’objet E1¢...¢ E), est décrit de la maniére suivante :

1. Pour tout n € N, Fj ¢ ... o Ex(n) est linéairement engendré par ’ensemble des arbres
plans (E1,..., Ex)-admissibles a n entrées, les sommets décorés étant linéaires en leurs
décorations. De plus, Fj¢. ..o Eg(n) est muni des relations suivantes : pour tout arbre plan
t (E1,..., Ex)-admissible, tout sommet s de ¢, e la décoration de s, en notant ¢y,...,1
les sous-arbres plans issus de s, pour tout o € &; :

1t to-1(1)to-1(1)

=] (24)

2. L’action de &,, est donné par action a droite sur les indices des entrées : I'image par o
d’un arbre consiste & changer I'indice de I'entrée i par o~!(i) pour tout 1 < i < n.

3. La graduation de Ej o ... o Eg(n) est héritée des graduations des E;(j).

4. Pour définir la différentielle, nous nécessitons la définition suivante : pour tout arbre
plan ¢t (E,..., F)-admissible, toute aréte a de cet arbre, tel que : on pose alors ¢, =
(—1)|t1|+'”+|tifl|. Pour tout sommet s de l'arbre, il existe un unique trajet ai,...,a; de
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la racine de I'arbre vers s. On pose alors €5 = €4, ...€q,. On peut définir la différentielle
par :

d(t) = Z es.( arbre obtenu en remplaceant la décoration p de s par d(p)).

s sommet intérieur de t

De plus, cette définition est compatible avec les relations (24]).

Comme dans le cas des opérades, on vérifie que dg — T est une catégorie tensorielle. On vérifie
également le résultat suivant :

Théoréme 8.4. Les algébres dans la catégorie dg — T sont les opérades.

On peut donc décrire les dg-opérades libres, par analogie avec le cas des opérades. Soit E un
S-module différentiel gradué. Décrivons Ppg, la dg-opérade librement engendrée par E.

1. Pour tout n € N, Pg(n) est linéairement engendré par I'ensemble T}, (F) des arbres plans
a n entrées dont chaque sommet intérieur s est décoré par un élément de E(f), ou fs est
la fertilité de s (les sommets étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont
indexées. De plus, on a les relations suivantes : Pour tout arbre ¢ € Pg(n), tout sommet s

de t, e la décoration de s, en notant t1,...,%; les sous-arbres issus de s, pour tout o € &; :
75‘1 t‘z ta‘l(l)to‘l(l)
e? €

I

2. L’action de &,, est donné par action & droite sur les indices des entrées : 'image par o
d'un arbre consiste & changer l'indice de la feuille i par o~!(i) pour tout 1 < i < n puis
a multiplier 'arbre ainsi obtenu par (—1)".

3. La composition est définie de la maniére suivante : pour tout ¢t € E(k), t; € E(n;),
1<i<k,to(ty,...,t,) est Parbre plan obtenu en greffant ¢; sur 'entrée indexée par ¢ de
t pour tout <. Les entrées de 'arbre plan sont réindexées de la maniére suivante : I’entrée
de t; indexée par j est réindexée par j +ni + ... + n;_1.

4. L’élément neutre de Pg est |€ Pg(1). Pr(n) hérite naturellement d’une graduation induite
des graduations de E(k), k € N.

5. La différentielle est définie par :

d(t) = Z es.( arbre obtenu en remplaceant la décoration p de s par d(p)).

s sommet intérieur de t

(25)

Remarque 8.2. Lorsque FE est en fait un S-module, 'opérade librement engendrée par FE et
Iopérade différentielle graduée librement engendrée par F coincident.

Pg vérifie la propriété universelle suivante :

Théoréme 8.5. Soit E un S-module différentiel gradué, P une dg-opérade et ¢ : E — P un
morphisme de S-modules différentiels gradués (i.e un morphisme de dgVect commutant a l’action
des groupes S,,). Alors il existe un unique morphisme ® de dg-opérades rendant le diagramme
suivant commutatif :

E——~7P

ot 1 est linjection canonique de E dans Pg.
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Par analogie avec les cas des opérades :

37
Prln) = T/

(24)

Soit t € T, et soit t un plongement de ¢ dans le plan. La relation implique que I'image
de t(E) dans le quotient de Pg(n) ne dépend pas du choix de ¢. Par suite, en notant ¢(F) 'image
de t(F) dans Pg(n), on a :

Pe(n) = @ HE).
teTy,
Les éléments de ¢(E) sont des combinaisons linéaires d’arbres (non plans) a n entrées dont chaque
sommet intérieur s est décoré par un élément de E(fs), ou fs est la fertilité de s (les sommets
étant linéaires en leur décoration) et dont les entrées sont indexées.
De plus, pour tout ¢ € T, en notant n; le nombre de sommets intérieurs de ¢ de fertilité i :

H(E) ~ ) E(i)®".
ieN
8.4 dg-algébres sur une dg-opérade

Soit V' un espace différentiel gradué. Soient n € N, k € Z. Soit dgLy (n)x 'espace des appli-
cations linéaires de V®" dans V homogénes de degré k, c’est-a-dire :

dgﬁv(n)k = @ ﬁ(val ® e ® Van7 Va1+...+an+k>-

al,...,an€l

On pose :

dg,CV(n) = (—Ddgﬁv(n)k
keZ

Remarquons que pour tout n € N, dgly (n) = Ly (n) = L(V®", V) si, et seulement si, V est de
dimension finie. dgLy (n) est munie d’une différentielle de la maniére suivante :

A1 ®..Qan) =d(f(a1®...Qay))

+ (—1)|f‘ Z (_1)|a1\+...+|a]~,1|f(a1 R...&® aj—1 ® d(aj) ® aj+1 ®...Q® an).
j=1

Par suite, dgLly (n) est un dg-espace vectoriel. De plus, dgly = (dgLy (n))nen est munie d'une
structure d’opérade différentielle de la maniére suivante :

(fo(gl,...,gk))(v%@)v?l®...®vi®...®vzk) = f(gl(v%@)...v{"l)@...@gk(v,ﬁ@...®v2’“)),

avec la convention VO = K. Son élément neutre est Id e dgLly (1)p. L’action de &,, est donnée
par :

f”(al ®...&® an) = (—1)”0']((0,071(1) X... ®a071(n)).

Définition 8.6. Soit P une dg-opérade. Une P-dg-algébre est un couple (V,p) ou V est un
dg-espace et p un morphisme de dg-opérades de P dans dgLly .

De maniére équivalente, une P-dg-algébre est un dg-espace V muni pour chaque n € N d’une
application :

{ Pn)@Ver — V
PR(M®...Qu,) — p(11®...Quvy),

telle que :
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1. Pour tout p € P(n), Paction de p sur V est homogene de degré k.
2. pour tout p € P(n), vi,...,v, € V :

dp).(n®...Qu,) = dp.(11®...Qvy)) (26)

+ (_1)|p| Z(—1)‘U1|+"'+|vi_llp.(1}1 R...0v,1 X d(U,L) ® Vi+1 ®...Q Un).
i=1

3. Pour tous k € N, nl,...,nkeN,peP(n),piEP(ni),vfeV(lgiék,1<j<n2-):

(po @1y s0n) (V1 ®... RV ®...QUER...Q V) (27)
=p.(p1.(v1®...®v?1)®...®pk.(vé®...®vzk)).

4. Pour tout ve V, I.v = v.

5. Pour tout ne N, pe P(n), 0 € &, v1,...,v,€ V :

pa.(vl ®...Q vk) = (—1)"“]).(1)0(1) ®...® Ua(n))- (28)

8.5 dg-algébres libres
Soit P une dg-opérade et soit V' un dg-espace quelconque. On pose :
+00 3
Tp(V) = @ P(n)®s, A",

n=0

olt ®g,, signifie qu'on a les relations :
(—1)""p®6na071(1) XR...Q® Uo—1(p) = p”@gnal R...Qay.

Par la suite, on notera [x] & la place de ®g,, pour ne pas alourdir les notations. Les graduations
de P et de A induisent une graduation de Tp(V'). On munit Tp (V) d’une différentielle par la
formule suivante :

AR ®...Qvy)) = dp)X(v1 ® ... Q@ vy) (29)

+ (=1 Z ()Pt @ L @ vim1 ® d(v) ® Vg1 ® ... @ vn).
j=1

Munissons Tp (V) d’une structure de P-algébre. On pose :

P((PEE ®...0 ") ®...® (MR ® ... ® V"))
=po(P, PNV ®..QV' ®...QUE® ... QU*).

Comme dans le cas des opérades, on vérifie facilement que ceci définit bien une dg-opérade.
On a de plus la propriété universelle suivante :

Théoréme 8.7. Soient V un dg-espace, A une P-dg-algébre, ¢ : V. —> A un morphisme de
dg-espaces. 1l existe un unique morphisme ® de P-dg-algébres rendant le diagramme suivant
commutatif :

Tp(V)

T \\CI>
7 ~
~
N
\%4

¢

A
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Ezxemple 8.2. 1. P = As : supposons V entiérement gradué en degré —1. Comme K[&,,] est
un &,,-module libre, pour tout n > 1, on a un isomorphisme :

Ver s Tue(V),
M®...Q0v, — IdX(v®...Quy).
De plus, le produit est donné de la maniére suivante : pour tous vi,...,Un, W1i,..., Wy, €
V.

(Id, @ (M ®...®vy)).(Idy, ® (W1 ® ... Qwp,))
=1Idy o (Idy,, I1dp) ® (11 ® ... U, QW ® ... ® Wiy,)
=Idpim® V... 0, QW ® ... R Wn).

Par suite, Ti4s(V) est T4 (V) = P VO munie du produit suivant :

n=1
(M®..QU). (W Q.. QWHR) =11RQ...0V, QU ... QwWwn,.

2. P = Com : supposons V entiérement gradué en degré —1. alors P(n) est un &,-module
trivial pour tout n > 1. Par suite, pour tous vy,...,v, €V, 0 € &, :

LM ®...Qv,)

=1X(1 ®...Qv,)

= (=1 LiX¥(vg-1(1) ® - - - ® Vg-1(n))
= £(0) LnX¥(Vp(1) ® - - - ® Vg(n))-

Pour tout n > 1, on a donc un isomorphisme :

A"(V) — Teom(V)n
VIA oAU, — LXK ®...Quy,).

Par suite, Teom (V) est A(V) = @ A™(V). De maniére semblable au cas de As, on montre
n=1
que le produit est donné par :

(VI Ao AUR) (WL Ao AW) = (VLA o AU AW A ..o A Wiy

9 ‘P-cogébres et P-cogébres différentielles graduées

9.1 ‘P-cogébres

Définition 9.1. (Voir [19]). Soit P une opérade. Une P-cogébre est un espace vectoriel C muni
pour tout n € N d’une application :

A { P(n) — L(C,C%")
‘ p — Apa

vérifiant les conditions suivantes :

1. VkeN, ny,...,np €N, pe P(k), p; € P(n;) :
Apotprypr) = (Bpy @ .. @ Ap) 0 Ay, (30)

2. Si I e€P(1) est l’élément neutre de P, Ar = Idc.
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3. Pour tousneN, pe P(n),c €&, zeC :
A (2) = Byle)7, (31)
ot &, agit sur C®" de la maniére suivante : (11 ®...Qzy)7 = To(1) ® - .- @ Ty(n)-

Exemple 9.1. 1. Si A est une P-algébre de dimension finie, A* est muni d’une structure de
P-cogebre en transposant 'action de p € P(n) pour tout p.

2. Réciproquement, si C est une P-cogébre, son dual C* est muni d’une structure de P-
algébre par transposition.

Lorsque P = P(E, R) est une opérade quadratique, une P-cogebre est un espace vectoriel C'
munie d’une application :

N ®n
A :{ E L(C,Cc®m)
p — Apv

vérifiant :
1. Pour tout pe E, Ay = AF.

1

2 2 3 1 3
3 1 2
2. Pour tout (p1,q1) + ?/ (P2, q2) + ?/ (ps,q3) € R :
(Ap, ®1d) 0 Ay, + (Id® Ap,) 0 Ag, + (Id® Apy) © Aqs)(l 2 =0.

Exemple 9.2. 1. P = Com : alors les P-cogébres sont les espaces vectoriels C' muni d’un
coproduit A : C — C ® C vérifiant A? = A et (A®Id) o A = (Id® A) o A. 1l s’agit

donc des cogébres coassociatives cocommutatives (non counitaires).

2. P = As : alors les P-cogébres sont les espaces vectoriels C' muni d’un coproduit A : C —>
C® C veérifiant (A®Id) o A = (Id® A) o A. 11 s’agit donc des cogébres coassociatives

(non counitaires).

3. P = Lie : alors les P-cogébres sont les espaces vectoriels C muni d’un coproduit § : C —>
C ® C vérifiant §°? = —§ et :

(6@Id) o6+ (0 ®Id) 06123 4 (®@1d) 06)132 = 0.

Il s’agit donc des cogébres de Lie.

9.2 P-cogebres colibres

On suppose dans cette section que P est une opérade telle que P(0) = (0) et telle que P(n)
est de dimension finie pour tout n € N. On peut alors transposer la composition :

P(n)* — @Z:I @n1+...+nk:n Pk)* @P(n)* ®...@P(ng)*

A f— Y mer?e.. o)
k=1

On a les propriétés suivantes :

Coassociativité : pour tout k € N* et pour tout f € P(k)* :

Yo e Me.. .oV e|e)Pe. . .ereP)Pe.. 0 e.. .02
- 0V |e"Pe.. 067 e[ e...0p2 m]- (32)
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Counité : soit € € (P(1)*)* définie par e(f) = f(I). On a alors, pour tout f € P(n)* :

(e®Id)o A(f) = f, (33)
(Id®e®") o A(f) = f. (34)

Action de G,, : par transposition, &,, agit a gauche sur P(n)* par o.f(p) = f(p°). On a,
pour tous ke N, ny,...,ny e N, fe P(n)*, 0 S, 7€ &y, :

otV & (Tl-fo@l(n Q... ®Tk.ff,)1(,€)> —"Ve?®...0¢%) (35)

ot f&( 1(2)®. . .@féz)) est la composante du coproduit a valeurs dans @ PEI®
ni+...+np=n

P(n1)* ®@...Q@P(nk)* et g =00 (T,1)s- - Tok))-f

Remarque 9.1. Ces axiomes sont les axiomes d’une cogébre dans la catégorie 7, ou encore d’une
coopérade.

Soit V' un espace vectoriel quelconque et soit n € N. On considére I'espace suivant :

Cp(V)(n) = foe. Su=ruraye ]

{ (Uf)@(d,l@@an) = f@(aa(l) ®®aa(n))
On pose :
Cp(V) = @D Cp(V)(n).

neN

On identifie V et Cp(V)(1) via v — [ @ v.

On définit pour tout p € P(k) une application de Cp(V) dans Cp(V)®* de la maniére
suivante :

Ap(fRW1®...®0v)) = fYD).FP @ (1 ®. .. ®an)®... @D @ (an+. smy 41 ® .. @),

avec f1) @ ( 1(2) ®.. .®f,§2)) e P(k)*@P(n1)*®...®P(nk)*. Montrons que A, est bien défini.
Pour tout f € P(n)*, posons A(f) = f) ®f1(2) ®...Q f,g2), avec f1) e P(k)*, fi(z) € P(ni)*.
Supposons que f®a; ®...® a, € Cp(V)(n). Pour tout i € {1,...,k}, soit 7; € S,,.

FOD) AP R ®. . ®an)® .. @7k fO @ (s tmg 21 D - @ a)
= g(l)(p).gf) ®(@®..Qan)®... ®g,(€2) ® (Any+...tnp 141 @ ... @ an),

avec g = [Id o (71,...,7)].f d’aprés (35). Comme f® (a1 ®...®ay) € Cp(V)(n) :
I® (M ®.. ®an> = f®(a‘r1(1) .. -®a‘r1(n1) .. '®an1+...+nk,1+~r;€(1) ®-.. -®an1+...+nk,1+7k(nk))‘
Par suite :

f(l)(P)-Tl.fl(Z) QM®..Qap,)R®...® Tk-f]?) ® (Any 4ot 141 @ .- R an))

= FD) @ (1)@ @ty ) ® .

® f;EZ) ® (an1+...+nk,1+‘rk(1) K...® an1+...+nk,1+‘r;€(nk)) .

Par suite, A, est bien défini. De la coassociativité de A découle . On déduit Ay = Ide, (v
du fait que € est une counité. Enfin, on déduit de .

Proposition 9.2. Cp(V) est une P-cogébre, appelée P-cogébre colibre engendrée par V.
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Remarque 9.2. Le crochet de dualité entre V et V* induit un crochet de dualité non dégénéré entre
Tp(V*) et Cp(V) donné de la maniére suivante : pour tous n,m € N, f € P(n)*, ai,...,a, € V,
peP(m), by,...,bp, e V*:
(f®@M®...®ap),pX (b1 ®...®by)) =0sin #m,
= f(p)bi(a1)...bm(ay) sin =m.
ce crochet est bien défini car les éléments de Cp(V') sont invariants sous l'action de &,,. Par

définition du produit de T’»(V*) et du coproduit de C'p(V'), on a, pour tous p € P(n), X € Cp(V),
Fi,...,FyeTp(V*) :

(AX),Fi®..®F,) = (X,p.(Fi®...® F,)). (36)

Proposition 9.3. Soit P une opérade telle que P(0) = (0) et P(1) = (I). Pour toute P-cogébre
C, on pose :
Prim(C) ={zeC/A,(x) =0, Ype P(n), n > 2}.

Alors pour tout espace vectoriel V., Prim(Cp(V)) = V.

Démonstration. utilisons le crochet de dualité entre Cp(V') et Tp(V*). D’apreés (36)), la transposée
de A, est I'action de p sur Tp(V*) pour tout p. Par suite :

Prim(Cp(V))*+ = [\ Ker(d,)

peP(n), n=2

= Z Ker(A,)t

peEP(n), n=2

= >, Im(p).

peP(n), n=>2

Il suffit donc de montrer que :

>, Im(p) =V =@ Tp(V¥),

peP(n), n=2 n=2
Par définition de l'action de p sur Tp(V*), c’est immeédiat. O

Ezemple 9.3. 1. P = As : on munit P(n)* = K[&,]* de la base duale du groupe &,,, que
I'on note (1,)see, . Comme K[&,,]* est un &,-module libre, pour tout n > 1, on a un

isomorphisme :
Ven s Ous(V)n
MR...QU — D Lo ® (V1) ® .. ® VUy(ny)-
eSS,
De plus, en notant A = Ay,, pour tous vy,...,v, €V :
A ( D 1o ® (051 ®...®va(n))>
oe6,
k=n—1
=A Z Z Udyo(o1,0) @ (Ao, (1) ® -+« @ gy (k) ® Uy (1) 4k ® -+ - @ Aoy (n—k)+k) | +0
k=1 O’1€6k,0'2€6n,k
k=n—1

= > (Lo ® () (1) @ -+ - Ay (1)) @ (Lo @ (Agy(1) 4+ ® - - - @ Aoy (n—k)+k))-

k=1 01€6y,0266,,_§
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Par suite, Ca5(V) est T4.(V) = @ V®* munie du coproduit suivant :

n=1
n—1
A ®...Qu,) = Z(vl®...®vi)®(vi+1®...®vn).
=1

2. P = Com : alors P(n)* est un &,-module trivial pour tout n > 1. Par suite, Cp(V), =
S™(V) pour tout n = 1. De plus, en notant A = Ay, pour tous ay,...,a, € V, avec (17)
la base duale de la base (1,,) de Com(n) :

A (1;§® Z aa(1)®...®aa(n)>
e,

> (15,19) Z (1) ® - ® o)) ® (15-5) ® (Ao(i+1) B - - B Uy(n)))

oe, =1

=) Z F®(a51) ® .- ®ag(i))) ® (15_;) ® (As(i41) ® - - - ® Ag(n)))-

Par suite, Ceom (V) est (V) = @ S™(V) munie du coproduit suivant :

n=1

A((Il RN (In) = Z ar ® a{1,..n}—I»
DIl ..;n}

avec la notation Afiy,.ig) = Gig - - - G-

9.3 dg-cogébres sur une dg-opérade

Définition 9.4. Soit P une dg-opérade. Une P-dg-cogébre est un dg-espace C muni pour tout
n € N d’une application :

{7’(”) — L(C,C%)
A
p — Apv

vérifiant les conditions suivantes :
1. Pour tousneN, ke Z, pe P(n)i, A, est homogéne de degré k.
2. Pour tousneN, pe P(n), ae C :

Agpy(a) = Ap(d(@)) (37)
‘p|2 plarttoaley @ @i @d(a) ® i ®. .. @ an,
avec Ap(a) = a1 ® ... ® ay.
3. VkeN, ny,...,ny €N, pe P(k), pie P(n) :
APO(pl,---ypk) = (Ap, @ ... @Ay, ) 0 Ay (38)

4. St I €P(1) est l’élément neutre de P, Ar = Id¢.
5. Pour tousneN, peP(n), c € S,, xeC :

Ape () = Ap(x)?, (39)
ot &, agit sur C®" de la maniére suivante :

(:L’l ®..Q... {L‘n)a = (—1)”‘7{[)0(1) ®...Q To(n)-
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Exemple 9.4. 1. Si A est une P-dg-algébre graduée en dimension finie, A* est muni d’une
structure de P-dg-cogébre en transposant ’action de p € P(n) pour tout p.

2. Réciproquement, si C' est une P-dg-cogébre, son dual C* est muni d’une structure de
P-dg-algébre par transposition.

Soit V' un dg-espace quelconque. Quand P(0) = (0) et P(n) est gradué en dimension finie
pour tout m, par analogie avec le cas des cogébres sur une opérade, on définit la dg-opérade
colibre engendrée par V de la maniére suivante. On considére I’espace suivant :

B fRa1®... ®a,) e Pn)*@Ven /
PN = { () (ar o) ol & (g &G ao) |

La graduation de P(n)* et la graduation de V induisent une graduation de Cp(V). La
différentielle de Cp(V') est donnée de la maniére suivante :

Af®..Qu,)) = df)Q(n®...Qu,) (40)
+ (=D (=l @ (n @ @ vio1 ®d(1) ®Uis ® . ® ).
j=1

On définit pour tout p € P(k) une application de Cp(V) dans Cp(V)®* de la maniére
suivante :

Ap(fRW1®...®,)) = FVD)f PR (1®.. . ®n)®... @ FP @ (s smy 111D .. R an)),

avec f(U ® (f1(2) ®... ®f,§2)) ePk)*@P(n1)*®...®P(ng)*. On vérifie de méme maniére que
dans le cas des opérades qu’on obtient bien une dg-cogebre.

Proposition 9.5. Cp(V) est une P-dg-cogébre, appelée P-dg-cogébre colibre engendrée par V.

Remarque 9.3. Le crochet de dualité entre V' et V* induit un crochet de dualité non dégénéré entre
Tp(V*) et Cp(V) donné de la maniére suivante : pour tous n,m e N, f € P(n)*, a1,...,a, €V,
peP(m), by,...,by, e V*:

0 si n # m,

(fR®(®..Qay),Xbi®...0by)) = {f(p)bl(al),,,bm(an) sin =m.

ce crochet est bien défini car les éléments de Cp(V') sont invariants sous l'action de &,,. Par
définition du produit de Tp(V*) et du coproduit de Cp(V'), on a, pour tous p € P(n), X € Cp(V),
Fe TP(V*), Fl, oo ,Fn € TP(V) :

(X,F) =0si F et X sont homogénes avec | X| + |F| # 0,
(d(X), F) = (X, d(F)),
(Ap(X), I ®..QF,) =X, p.(F1®...Q F,)). (41)

Proposition 9.6. Soit P une opérade telle que P(0) = (0) et P(1) = (I). Pour toute P-cogébre
C, on pose :

Prim(C) ={z e C/A,(x) =0, Ype P(n), n > 2}.
Alors pour tout espace vectoriel V., Prim(Cp(V)) = V.

Démonstration. semblable a la preuve dans le cas des opérades. O
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Exemple 9.5. 1. P = As : supposons V entiérement gradué en degré —1. Comme K[&,,]*
est un &,-module libre, pour tout n > 1, on a un isomorphisme :
ver  — Cus(V)a
MN®..Qu, — Z €(0)1o ® (Vo(1) ® - - - ® VUg(n))-

oeG,

De plus, en notant A = Ay,, pour tous vy,...,v, €V :

A ( Y. 0o ® (vyy ® - ®vg<n))>

oeG,

k=n—1
- A( > > £(01)e(02) ldzo(o1,01)®

k=1 01€6y,0266,,_§

(U6, (1) ® -+ B gy (k) ® Uy (1) £ B - - ® aa2(n—k)+k))
k=n—1

> > (e(01)1o) ® (Ao, (1) ® - - - gy (1)) ® (6(02) 10y ® (Aoy(1)45 ® - - - @ Ugy(n—k)+k))-

k=1 01€6k,0266n,k

Par suite, C45(V) est C (V) = 6—) V& munie du coproduit suivant :

n=1

n—1

A ®...Quy) = Z(m@...®vi)®(vi+1®...®vn).

i=1
2. P = Com : supposons V entiérement gradué en degré —1. alors P(n)* est un &,-module
trivial pour tout n > 1. Par suite, pour tous v{,...,v, €V, 0€ G,

0.(1n® (W ®...0u)) = (1)1, ® (Vo) ® - - - ®VUg(n)) = £(0) 10 ® (V1) ® - .- ®Vy(n))-

Par suite, Ceom (V) est A(V) = @ A™(V). Le coproduit est le transposé¢ du produit
n=1
canonique de A(V*). Par suite, pour aj,as,a3 €V :

Alar)
A(ar A ag) = (a1) A (a2),
Aa; Aag A az) = (a1 A az) A (ag) — (a1 A ag) A (a2) + (a2 A as) A (aq).

0,

10 Homologie des P-algébres

10.1 Dérivations d’une P-algébre libre

Définition 10.1. Soient P une dg-opérade et A une P-dg-algébre. Une dérivation de A est une
application D : A —> A telle que pour tous n € N, pe P(n), aj,...,a, € A :

D(p.(a1,...,an)) = d(p).(a1, ... an lp\Z Dlal+etlaialpa 0 aisy, D(ai), it - . . an).

Remarque 10.1. Si P est une opérade (considérée comme une dg-opérade, i.e. placée en degré 0
et avec une différentielle nulle), alors une dérivation de A est une application D : A —> A telle
que pour tous n € N, pe P(n), ai,...,a, € A :

n
D(p.(al,..., Z \a1\+ “Hlai] ( --aaiflaD(ai)aaiJrla---aan)'
i=1
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Proposition 10.2. Soient P une opérade, V' un dg-espace et d : V. — Tp(V') une application
linéaire homogéne de degré 1. Il existe une unique dérivation D de Tp(V') telle que le diagramme

sutvant commute :

Vet Tp(V)
dl /
Tp(V)
De plus, D est homogéne de degré 1.
Démonstration. Unicité : pour tous p € P(n), a1,...,a, € V, on doit avoir :

D(p(a1 ®...®an)) = D(p.(a1,-..,an))

n
= Z(—1)|a1|+"'+|ai’1|p(a1, oy @i 1,d(05), Gt 1, - Q).
izl

Donc D est unique.

Existence : considérons 'application linéaire D : Tp (V) — Tp(V') suivante :

n

D(pX(a1 ® ... ®ay)) = Z(—1)‘“1H"‘Hai*l'p.(al, ey @i, A()y Qi 1y - ey Gp)-
i=1

Montrons que D est bien définie : il s’agit de montrer que pour tout o € &, :
D(p’M(a1 ® ... ®an)) = (=1)"" pX(a5-1(1) ® - - . Gg-1()).-
On peut se limiter & o de la forme (kk + 1), 1 <k <n — 1. Alors n, = |a;||ait1].

Dp’NH(a1 ®...®ay))

n
= 2(71)|a1|+‘..+|ai_1|p0'.(a1, . 7ai*17d(al)aai+l7' aan)
i=1
= (—1)‘“1‘+“'+‘“i‘1|p”(a1, ey @1, (@), it 1y ey Q)+
i<k
D (mn)lmlttlaslpye gy, ey, d(ai), aig o an)+
i>k+1
(—)laaltHar—slpo(ay o ag g, d(ag), agsrs - an)+
(—1)'“1|+“'+|“k|p”(a1, ey Ak, d(Ak41)y Q12 - -y Q)
= (=1)" Z(—1)|al|+'“+|“i—1|p(a1, ey @1, A(A5)y i1y e ey A1y Ay - - vy A )+
i<k
(1) > (=nlelttealpay, g ag g d(a), aig, o an)+
i>k+1
(—1)lersalarl+ D) _pylal+otlavalpig, 00 an 1 aper, d(ag), ... an)+
(—1)loxlllanal+ D) _pylal+otlarl g, 0 d(agir), ar, arsas - - - an)
= (*1)”“ Z(71)|a1|+...+|a¢_1|p(a17 e, Qi—1, d(ai), Qi Ty e e vy Qlgls Aly o v vy CLn)Jr
i<k
— 1) —1)leil+-+laia] ol as
( ) 2 ( ) p(ala"'>ak‘+laak7"'>a1717 (az>7az+17--->an)+
i>k+1
(—=1)"e (=D)lal+taeltlanalpg, o ap 1 ap, d(ag), ... an)+
(=1)" (=1)lnl+tlaral+2lanl ) 0 d(apir), ag, arga, - - - an)

= (—1)””])(&0—1(1) X... ao'—l(n))'
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(On a utilisé I'homogénéité de d pour la troisiéme égalité).

Montrons que D est une dérivation. Soient p € P(n), a1 = pixIX1,...,a, = pXX, € Tp(V)
(pieP(n), Xi =2l ®... @l e VO™),

D( an))
(pla v vpn)(Xl ®... ®Xn))

p-(a1

=D(po

n n;

ZZ |X1|+ A X [ 2T

Pl.--,pn)N(X1®..-®Xi—1®£v}®.--®d(ﬂcg)®-..®x?’"®Xi+1®...®Xn)

(0]
—

p

(—1)|al|+"'+|“i*1|p.(a1 ooy D(ag), ..y ap). O

I

s
I
—

Remarque 10.2. La méme preuve fonctionne encore lorsqu’on suppose seulement d homogéne de
degré impair.

10.2 Codérivations sur une P-cogébre colibre

Définition 10.3. Soient P une opérade et C une P-dg-cogébre. Une codérivation de C est une
application D : C — C telle que pour tousn e N, pe P(n), ae C :

Ay(D(a)) = (i -V eDeE Id®<n—i>> o Ap(a),

i=1
ot 0(b) = (—1)I®lb pour tout b e C, homogene.

Ezxemple 10.1. 1. Si A est une P-dg-algébre graduée en dimension finie et si D est une
dérivation de A, alors A* est une P-dg-cogébre et D* est une codérivation de A*.

2. réciproquement, si C' est une P-dg-cogébre et si D est une codérivation de C', alors C*
est une P-algébre et D* est une dérivation de C*.

Proposition 10.4. Soit P une opérade (considérée comme une dg-opérade, i.e. placée en degré
0 et avec une différentielle nulle) telle que P(0) = (0), P(1) = (I) et P(n) de dimension finie
pour tout n € N. Soit V' un dg-espace et d : Cp(V) —> V une application linéaire homogéne de
degré 1. 1l existe une unique codérivation D de Tp(V') telle que le diagramme suivant commute :

Op(V) 2= Cp(V)

| A

V

ot T désigne la surjection canonique de Cp(V') sur V. De plus, D est homogéne de degré 1.

Démonstration. unicité : soit D une telle application. Utilisons le couplage non dégénéré entre
Cp(V) et Tp(V*). Alors D* est une dérivation de degré 1 de Tp(V*) rendant le diagramme
suivant commutatif :

VEC— e T (V)

d*l /

Tp(V*)
Donc D est unique (proposition [10.2)).
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Existence : soit D la dérivation rendant le diagramme suivant commutatif (proposition [10.2]) :
VI Tp(V¥)
d*l /
Tp(V*)
Alors D* : Cp(V) — Cp (V') convient. O

Lemme 10.5. Soit P une opérade, C' une dg-cogebre et D : C'— C' une codérivation homogéne
de degré 1. Alors pour tout a € C, pour tout p € P(n) :

Ap(D*(a)) = (Z 1d®N @ D? @ 1d®<"—i>> o Ay(a).

i=1

Démonstration. soit a € C' et soit p e P(n), n = 2. Posons Ap(a) = a1 ® ... ay.

Ap(D?(a)) pRl-D) ®D®1d®<n-i>> o Ay(D(a))

Il
/\(\
-

—

@
Il
it

- ®D® Id®(”—i>> (Z (—D)larl+-tlainly, @ . @D(e)®...® an>
j=1

I

<
Il
—_
=,
A
<

(—1)laltetlagaltlaltetlaal, o @ D@)®...® D) ®...Qay

_|_

<
Il
_
.
\
<

(—1)laltetlagalHitlalttHaily @ @ D) ®...® D(a:)® ... ®ay

(—=Dlal+otaaltitlal+ ol @ @ D*(a))®...®ay

<
Il
—_

+

M ®...0 D*a;)®...Q ay. O

<
Il
—_

I

10.3 Homologie d’une P-algébre quadratique

Soit P = P(E, R) une opérade quadratique et A une P-dg-algébre. On rappelle que A[—1]
est l'espace différentiel gradué A de méme différentielle que A et tel que A[—1]x = Ax_1.

Considérons 'opérade duale P' = P(E', R*). On considére Cpi(A[—1]), la P'-cogébre colibre
engendrée par A[—1]. Notons Cpi(A[—1])* la composante homogéne de degré k de Cpi(A[—1])
pour la graduation issue de A. Remarquons qu’on a pour tout k € Z, Cpi (A[—1])¥ = Cpi(A[-1])(—k).
De plus, P'(2)* = E. Par suite, on définit Papplication suivante :

Cp(A[-1]) — A[-1]
d: x e Cp(A[—1])(n) — 0sin #2,
p(a1 ® az) € Cpi(A[-1])(2) = (EQ (A® A))s, — p-(a1 ®a2).

Comme 'action de p: A® A —> A est homogeéne de degré 0, I'action de p : A[—-1]® A[—-1] —
A[—1] est homogene de degré 1 et donc d est homogene de degré 1. Soit D : Cpi(A[—1]) —
Cpi(A[—1]) I'unique codérivation rendant le diagramme suivant commutatif (proposition :

Cpr(A[-1]) === Cpu(A[-1])

|

A[—1]
Alors D est homogeéne de degré 1.
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Ezemple 10.2. 1. Décrivons Cpi(A[—1])(1). Comme P'(1) = KI, Cpi(A[—1])(1) = A et la
différentielle est nulle sur Cpi(A[—1])(1).
(

2. Décrivons Cpi(A[—1])(2). Comme P'(2) = P'(2)* s’identifie & E avec 'action de Gy
définie de la maniére suivante : p = —p.

Comme A[—1] est entiérement graduée en degré impair :

Cp(A[-1])(2) ={pRa®Pe ERARA/pPRa®b=—-pRbRa}
={PRARVeEERARA/PRaRb=pRbR a}.

Soit fe B,z =p®a®be Cp(A[-1])(1) :

donc D(z) est primitif. Comme Prim(Cpi(A[—1]) = A[—1] (proposition [0.6), D(z) =
moD(z) =d(z) =p.(a®D).

3. Décrivons Cpi(A[—1])(3); P'(3) = P%ES). Par suite, on peut identifier P'(3)* avec

(Rl)L = R < Pg(3) par le couplage (,) de la section , ainsi que Py (3)* avec Pg(3).
L’action est modifiée de la maniére suivante : pour tous o € S3, p € Pg(3), p7 = (o)p°.

On a alors :
PRAI®ar®a3 e RIARARA/ }
(Al-1 = N
CP( [ ])(3) {p0®a1®a2®a3=6(0)p®ag1(1)®a01(2)®a01(3)
:{ PR R®ar®a3e RIARAR A/ }
P R®a1®a®a3 =pRa,-1(1)®ae-12) ® ap-1(3) |

Soient a1, az, a3 € A[—1]. Soit f € E'. Dans Pg(3) ® A[-1]® A[-1]® A[-1] :

Ay \<( ® (a1 ®az®a3z) | = f(y)(r® (01 ®az)) as
D ( \9 ®(a1®a2®az) | | = f(y)z.(a1 ®az) ®az +0;

1 2

3
On a donc D \? (,9)® (a1 ®az ®a3z) | = y® (z.(a1 @ az) ® ag) + Prim(Cp (V)).

Par suite :

1 2 1 2

D \?(fc,y)@(al@)ag@ag) =y® (r.(a1 ®az) ®ag) + d \<((:L‘,y)®(a1®a2®a3)

=y® (z.(a1 ® a2) ® ag).
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De la méme maniére,

1 2

D \9($,y)®(a1®02®a3) =y ® (r.(a1 ®az) ®as),

1 3

D \<((x,y)®(a1®a2®a3) =y ® (z.(a1 ®a3z) ® az),

2 3

D \?(a:,y)@(al(@ag@azg) =y ® (z.(a2 ®a3z) ®ay).

Proposition 10.6. D? = 0.

Démonstration. montrons que D? est nulle sur Cpi(A[—1])(n) par récurrence sur n. Si n = 0,
c’est trivial. Pour n = 1 : pour tout @ € A, on a D(a) = d(a) = 0, donc D? = 0 sur
A[=1] = Cpi(A[=1]) (D).

Pour n = 2 : pour tout z = p® (a1 ® az) € Cp1(A[-1])(2) = (E® (A® A))s, et pour tout
feP(2) =E' D*x) = D(p.(a1 ®az)) = 0.

Pour n = 3 : pour tous a1,as,a3 € A, on a :

1 2

D \9 (,9)® (a1 ®ar®a3) | =y ® (z.(a1 ®az) ®az) ;

1 2

D? \9 (z,9) ® (a1 ®a2 ®a3) | = y.(z.(a1 ®a2) ® as)

=yo(z®Id).(a1 ® a2 ® a3)

1 2

3
= \<( (z,y)-(01 ® a2 ® a3).
De la méme maniére, pour tous (4, j, k) € {(1,2,3), (2,3,1), (1,3,2)} :

i J i J

D? \9 (2,y) ® (a1 ®as®ag) | = \9 (z,y).(a1 ® a2 ® as).

Par suite, pour tout 7 € R, D*(r® (a1 ® az®a3)) = r.(a1 ®az ®@as) = 0, car A est une P-algébre
et donc R.A®3 = (0).

n = 4 : supposons le résultat acquis pour tous les rangs inférieurs ou égaux n — 1. Soit a €
Cp:(n). Par homogénéité de A, pour tout p € P'(k), k = 2, d’aprés le lemme 54, A,(D?(a)) = 0.
Par suite, D?(a) = 7 o A(D(a)) = d(D(a)). Par homogénéité de D, D(a) € Cpi(A[—1])™" ! =
Cpi(A[—1])(n —1). Comme n — 1 # 2, d(D(a)) = 0. O
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Définition 10.7. Soient P une opérade quadratique et A une P-algébre. Le complexe suivant
est appelé complexe de chaine de A :

D Cp(A1D@) 2 Cp(A[-1)(1) 2 0

Son homologie est notée HE (A) ou H,(A).

Ezemple 10.3. 1. P = As. Alors P' = As. La P'-dg-cogébre colibre engendrée par A[—1]
est @ A®" munie du coproduit donné par :

neN*

n—1

A ®...Qa) =Y (@1®...®a)®(@1®...Qa).

i=1
Montrons la formule suivante par récurrence sur n :

n—1

D(ay...ap) = Z (71)”1&1 ®...®(a;a;11)®...Q ap.

i=1

C’est immédiat si n = 1 ou n = 2. Soit n > 3 et supposons le résultat vrai pour tout
m < n. Alors :

A(( ®...®an))

EZ D a1 ®... ®(ajaj41) ® ... ®a)® (411 ® ... Qay)

= =

? .

D" (01 ®...Q0a0)® (i1 Q... ® (ajaj41) Q. . . an)

HM

I
B>

Z}

1
<Z (D" ®...® (aiai41) @ ... ® an) .

i=1

n—1

Par suite, D(a1 ® ... ® ay,) = Z (—1)”1@1 ®...® (a;ai+1) ® ... ® a, par homogénéité

i=1
de D. On retrouve donc ’homologie de Hochschild & coefficients dans un module trivial
de dimension 1.

2. P = Lie. Alors Cpi(A[—1]) = Ceom(A[—1]) = A(A). Calculons la différentielle. Pour
ai,az € A, D(a1) =0 et D(a1 A az) = [a1,az]. De plus, pour aj,az,a3 € A :

A(D(a1 A az A az)) = D(ar A a2) A (az) — D(ar A a3) A (a2) + D(az A az) A (a1) + 0

= a1, a2] A az — [a1,a3] A ag + [az,a3] A a.
Comme D est homogéne de degré 1,
D(a1 A az A a3) = [a1,a2] A ag — [a1,a3] A ag + [az,a3] A a1.
Plus généralement, on peut montrer :

D(ai A ... Aay) = 2 (—D)"™ T HapalAar Accc AGEA . NG A .. A .
1<i<j<sn

On retrouve donc le complexe de Chevalley-Filenberg de ’algébre de Lie A.
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10.4 Fonctorialités

Proposition 10.8. Soient P une opérade quadratique, A et B deux P-algébres, ¢ : A — B
un morphisme de P-algebres. Alors le morphisme de P'-cogebres PCp (A[-1]) — Cp(B[-1])
nduit par ¢ est un morphisme de complexes, et donc induit un morphisme ® : HZ;(A) —
H?(B).

Démonstration. considérons les deux applications Dy, Dy : Cpi(A[—1]) — Cpi(B[—1]) définies
par D; = Do ® et Dy = ® o D. Comme D est une codérivation et ® un morphisme de P'-
cogébres homogéne de degré 0, pour tous a € Cpi(A[—1]), ¢ € P'(2), on a, pour i = 1,2, en
posant Ag(a) = a' ® a” :

A (Di(a)) = Di(d) @ d" + (—1)1¥ld’ ® Di(a").

Montrons par récurrence sur |a| que Dj(a) = Da(a). Si |a| = 1, alors Di(a) = Ds(a) = 0.
Supposons le résultat acquis pour tous les éléments de degré strictement plus petit que le degré
de a. Alors on déduit de la remarque précédente que Di(a) — D2(a) est un élément primitif de
Cpi(B[—1]), donc est dans B. Par homogénéité, Di(a) — Da(a) = 0. O

Lemme 10.9. Soient P et Q deuz opérades quadratiques, © : P —> Q un morphisme d’opérades.

1. Soit A une Q-algébre. Alors A est munie d’une structure de P-algébre en posant, pour
tousmeN, pe P(n), a1,...,an€ A, p.(a1®...®an) =0(p).(a1 ®...Qay).

2. Soit C une Q-cogébre. Alors A est munie d’une structure de P-cogébre en posant, pour
tousneN, peP(n), ae A, Ap(a) = Agp)(a).

3. Soit V' un espace vectoriel quelconque. On a un morphisme de P-algébres :

@.{ TP(V) - TQ(V)
N PHM®...0u) — OP)K [V ®...Qu,).

4. Soit V' un espace vectoriel quelconque. On a un morphisme de P-cogébres :

@.{ Co(V) — Cp(V)
N M¥®...Qu) — O () K (1 ®...Quvn).

(Rappelons que f € Q(n)*).

Démonstration. immédiat. ]

Soient P et Q deux opérades quadratiques, © : P — Q un morphisme d’opérades. Soit A
une Q-algébre (et donc une P-algébre). Alors ©' : Q' — P' est un morphisme d’opérades. Par
suite, on a un morphisme de Q'-cogébres :

0': Cpi(A[-1]) — Coi(A[-1]).

Ce morphisme est évidemment homogéne de degré 0. o
On montre de la méme maniére que dans le théoréme m que ©' est un morphisme de
complexes, d’oul le résultat suivant :

Théoréme 10.10. Soient P et Q deux opérades quadratiques, © : P — Q un morphisme
d’opérades. Soit A une Q-algebre (et donc une P-algébre). Alors pour tout n € N, ©' induit une
application :

Hy (A) — HZ(A).
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Ezemple 10.4. On prend P = Lie, Q = As et © l'injection de P dans Q donnée par :

@:{[ Lie —> As

— =] — m—m.
Alors le morphisme de complexes de Ceom (A[—1]) dans C45(A[—1]) est donnée par :

_ Ceom(A[-1]) — Cus(A[-1])
O : a1 A .. NGy —> Z 5(0)a0(1)®...®%(n)-

ceS,,

Remarque 10.3. On peut également définir I'homologie a coefficients dans un P-module, voir [1].

10.5 Cohomologie d’une P-algébre

Soit P = P(E, R) une opérade quadratique et A une P-algébre. On pose, pour tout n € N,
C"(A) = (Cpi(A[—1])(n))*. Ce complexe est munie d’une différentielle en transposant la diffé-
rentielle de Cpi(A[—1]). Les groupes de cohomologie de ce complexe seront notés Hp(A) ou plus
simplement H"(A).

Ezemple 10.5. C°(A) = (0) et C1(A) = A*. Pour n = 2, C?(A) est I'ensemble des applications
linéaires :
s { PRARLEERARA/ }—>K
| P®a®b=pRb®a ’

Pour n = 3, C3(A) est I'ensemble des applications linéaires :

f PRI e RIARDARA/ ok
| PP®U®ar®a3 =p®as-1(1) ®tr-1(2) B 4o-1(3) '

La différentielle est définie de la maniére suivante :
Cl(A) — C*(4)
D .

- D(f)z{ E®A®ds, — K

PR®a®b — f(p.(a®D));

((C2(4) — C3(A)

(RIARA® A)s, — K
y(m,y)@a@b@c — fly®z.(a®b) ®c),
f — D(f):{ .

\ﬁ/@40®a®b®c — fy®z.(b®@c)®a),

1 3

y(w,y)@a@b@c — fly®z.(a®c)®DH).

Remarque 10.4. On peut également définir la cohomologie & coefficients dans un P-module, voir

.

10.6 Extensions centrales d’une P-algébre

Définition 10.11. Soit P = P(EL R) une opérade quadratique et A une P-algébre. Une extension
centrale de A est une P-algébre A telle que :
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1. I existe un élément central non nul e € A, c’est-a-dire que pour tous x € A, p € E,

pe®z)=p.(r®e)=0.

A
2. L’algébre quotient e est isomorphe a A.
e
Exemple 10.6. On pose A = A @ Ke, munie d’une structure de P-algébre donnée par :
px((a+Xre)® (b+ pe)) = p.(a®b),

ou . désigne 'action de P sur A. Cette extension centrale de A est dite triviale.

Soit A une extension centrale de A. On a une suite exacte :

(0) Ke A A 0

En choisissant un relévement (linéaire) de A dans A, on peut donc supposer que A = A ® Ke
comme espace vectoriel. Il existe alors un unique A : F® A® A — K telle que l'action de
lopérade sur A est donnée de la maniére suivante : pour tout p€ E, a,be A :

p*(a®b) =p.(a®b) + A(p®a®b)e,
px(a®e) =0,
px(e®b) =0,
p*(e®e)=0

Lemme 10.12. Supposons que car(K) # 2. Soit M un So-module. On pose :
My={zeM,z=x}, M_={zxeM,T=—z}.

Alors M = M, @ M_.

l1-0
Démonstration. soit o = (12) € Ga. Soit © € M.On pose x4 = xetr_ = .z. On
vérifie facilement que x4 € M, z_ € M_ et que © = x4 + x_. Par suite, M = M, + M_. Il est
immeédiat que M, n M_ = (0). O

Par la suite, on suppose que K n’est pas de caractéristique 2. £ ® A® A est muni d’une
structure de Go-module en posant pR®a @ b =pRb® a. Alors CQ(A) = (F®A®A)%L. Comme
(EQA®A) = (EQRARA);®(E®AR®A)_, on identifie C?(A) au sous-espace de (E® A® A)*
des applications s’annulant sur (F® A® A)_.

Montrons que A : E® A® A —> K est dans C%(A). On a, pour tout pe E, a,be A :
Px(b®a) =p.(a®b) + \(PRbRa)e=p+*(a®b) =p.(a®b) + A\(p®a®b).

En projetant sur Ke, on obtient A(p®a®b—pRb®a) = 0. Par suite, si pQa®be (FRARA)_,
on a2A(p®a®b) =0, donc A s’annule sur (F® A® A)_. Soient ay, ,a2,a3 € A, z, ye E. On
a, pour tous (i7j7 k) € {(17213)7 (2>37 1)7 (17372)} :
i j "
\<( (z,y) * (a1 ®az®a3) =y * (v * (a; ® a;) ® a)
=y (z.(a; ®a;)®ap + Mz ®a; ®aj)e® ay)
=y.(z.(ai®aj) @ar) + My ®z.(a; ® aj) ® ag)e + 0
i i

k

= \9 (z,y).(a1 ®az2 ®as) + D(A) \? (z,y) ®a1 ®az ®as |e.
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Par suite, pour tout p € Pg(3), on doit avoir :

# (a1 ®aza ®az) = p.(a1 ®az®az) + DN (p® a1 ® a2 ® ag)e.

En particulier, sipe R,ona 0 = 0+ D(\)(p®a; ®az®ag)e. Donc D(A) = 0 : A est un 2-cocycle.

Réciproquement, si A est un 2-cocycle, on vérifie qu’on définit bien une extension centrale de
A en posant Ay = A @ Ke, munie de la structure de P-algébre donnée pour tous pe F, a,be A
par :

“(a®b) = pa®b>+A<p®a®b>
*(a®e) =
*(e®b) =0,
*(e@e)

7

En particulier, Ay est I'extension centrale triviale de A.

Soient A et p deux 2-cocycles de A. Suposons que A et u soient équivalents dans H2(A). Alors
il existe f : A — K tels que pour tous pQRaR®be ERQRARA :

AMp®a®b) =u(p®@a®Dd) + f(p.(a®D)).
On considére 'application linéaire suivante :

Ay — A,
v:% aeA — a— f(a)e,

e —> €.

¥ est une bijection ; montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme de P-algébres. Soient a, b € A,
pe k.

Ip*(a®b) =9(p.(a®b) + u(p@a®b)e + f(p.(a ®b))e)
=p.(a®b) — f(p-(a®b) + p(p@®a®b)e + f(p.(a®b))e
=p=*((a— f(a)e) ® (b— f(b)e))
=p* (J(a) ® V(D))

De plus, pour tout z € Ay, p* (9(e) @9(z)) =0 = I(p* (e®x)) et p=* (I(z) ®I(e)) =0 =
J(p* (x ®e)). Donc ¥ est un isomorphisme de P-algeébres. On a montré :

Théoréme 10.13. Supposons que car(K) # 2. Soient P une opérade quadratique et A une
P-algebre. Alors les extensions centrales de A sont paramétrées par H3(A).

Corollaire 10.14. Si H%(A) est nul, alors toutes les extensions centrales de A sont isomorphes
a lextension centrale triviale de A.

11 Bar-construction

11.1 Opérade Det

Définition 11.1. L’opérade Det est l'opérade quadratique Det = P(E, R), ot E est le module
signature de dimension 1 engendré par m et R est le sous-Ssz-module de Pg(3) engendré par

l’élément suivant :
1 2

\?l (m,m) + ?/ (m,m).
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On montre facilement que pour tout n € N*, une base de Det(n) est donné par (1,), ou 1,
est ’élément défini par récurrence de la maniére suivante :

1, =1,

lp=mo(1lp_1,I)sin =2
L’action de &,, sur 1,, est par la signature. Par suite, Det(n) est un module signature de dimension
1 pour tout n > 1.
11.2 Relation d’ordre sur les arétes et les sommets

On ordonne les sommets des arbres plans par le parcours en profondeur.

Définition 11.2. Soit t un arbre ou un arbre plan. Une aréte interne de t est une aréte dont
Vextrémité et l'origine sont des sommets internes de t. On note ArInt(t) l’ensemble des arétes
internes de t.

Les sommets internes de t sont totalement ordonnés. Par suite, en faisant correspondre les
arétes internes avec leur extrémité (qui est donc un sommet intérieur), on obtient un ordre total

sur ces arétes : ai,...,ai_1 ou k est le nombre de sommets intérieurs de t.
Par la suite, le nombre de sommets internes de ¢ sera noté pds(t). les arétes internes de ¢
seront notées ay,...,ag, avec k = pds(t) — 1 et a; < ... < ag—1 pour l'ordre décrit ci-dessus.

11.3 Contraction d’arétes

Définition 11.3. Soient t un arbre plan et a une aréte interne de a. La contraction en a de t
est l’arbre obtenu en otant laréte a et en identifiant les deux extrémités de a. On le note tyq. On
définit de méme la contraction en une aréte pour un arbre non plan.

Soient P une opérade, t un arbre (non plan), a = a; une aréte interne de ¢. On pose Py =
(0,0,P(2),P(3),...).

On pose t' = ty,. Soient s; Porigine de a; et s son extrémité. Soit s} le sommet de ¢’ obtenu
en identifiant s1 et so. Il y a évidemment une bijection entre les sommets de ¢ différents de s; et
de s9 et les sommets de ' différents de s}. Enfin on suppose que a est la a-éme aréte a partir de
la gauche issue de s;.

On définit une application v, de t(P=2) dans t/(P=3) de la maniére suivante : si z € t(P=2)
est arbre ¢ dont le sommet s est décoré par ps; alors v, (z) est (—1)*+1% oul £ est 'arbre dont les
sommets sont décorés de la maniére suivante :

1. Si ¢ est différent de s/, sa décoration est celle du sommet correspondant de ¢.

2. La décoration de s} est ps, o (I,...,I,psy,I,...,I), ou k est la fertilité de sq.
e o

N
a—1 k—a

Lemme 11.4. Soient t un arbre plan, a;, a; deuzw arétes de t avec i < j et P une opérade. On
a alors :

Ya; © Ya; = ~Vaj—1 © Va;-
Démonstration. immédiat combinatoirement. O

On considére maintenant Pso[—1] (i.e les éléments de P=2 sont tous homogeénes de degré
—1). On considére Pp_,[_1}. Alors un calcul simple permet de montrer que « est compatible avec
les relations . Par suite, v passe au quotient par les relations et on peut donc définir :

Y Ppoyi-1] = Ppoal-1]:
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11.4 Bar-construction d’une opérade

Notation 11.1. soient n,k € N. On note T, & lensemble des arbres (non plans) a n entrées et &
k sommets intérieurs. Remarquons que pour tout k € Z, Pp_,[— k= C—D t(P=2[—
tETnyk

Proposition 11.5. ~ est une différentielle.
Démonstration. clairement, v est homogeéne de degré 1. Montrons que 6 0§ = 0. Soient ¢, ¢’ deux

arbres. Calculons la composante de §od de ¢(Ps2[—1]) dans t(P=a[—1]). Deux cas se présentent :

1. Siil existe deux arétes a;, aj de t (i < j) telles que t' = (txa;)+a; : On a alors également
t' = (twa;)a;_,- Par suite, la composante de 0 0 § de t(Px2[—1]) dans t(P=2[—1]) est
Ya; © Va; + Ya;_1 © Va; = 0 d’aprés le lemme précédent.

2. Dans le cas contraire, le résultat est trivial. ]
Proposition 11.6. Soient n € N*, z € (P t(Ps2[—1]), 0 € &y Alors 6(z7) = §(z)°.
teT,

Démonstration. immédiat. O

Pour tout n € N*, on pose :

= @ t(Ps2]—

teTy,

Pour tout t € T}, on identifie ¢(Ps2[—1])* avec ¢(P=2[—1]*) grace au crochet de dualité <, >
entre t(P%,) et t(P=2[—1]) décrit de la maniére suivante : si f € t(P%,) est 'arbre ¢ dont le
sommet s; est décoré par f; et si x € t(Psa[—1]) est I'arbre ¢ dont le sommet s; est décoré par
x;, on pose alors :

n
< frw =[] filz). (42)

i=1
On peut alors identifier C(P) = (C(P)(n))nen avec Popérade différentielle graduée librement
engendrée par Pso[—1]* Par sulte C(P) est munle d’une composition et d'un élément neutre

satisfaisant (18]), (19 , 1 0) et (22), avec ny, = Z Z pds(t;)pds(t;) (car PL, est entie-
1=1j<i,0(j)>0(i)

rement mis en degré 1).

De plus, par dualité, C(P)(n) est muni d’une structure d’espace différentiel gradué en posant :
L CP) k= @D t(Ps2-1])*;
teTy i
2. d=d*
On note pds(x) le degré d'un élément = € C'(P) pour cette graduation. Par la proposition

(23) est vérifiée. Enfin, on vérifie facilement de maniére combinatoire que (21)) est satisfaite. On
a donc le résultat suivant :

Théoréme 11.7. C(P) est munie d’une structure d’opérade différentielle graduée.

De plus, C(P) hérite d’'une deuxiéme graduation en mettant les éléments de Pso[—1]*(k)
en degré —k + 1. Pour cette graduation, la composition, I'action de S et la différentielle sont
homogenes de degré 0. On note |z| le degré d’un élément x € C'(P) pour cette graduation. Pour
un arbre ¢ € T(n), les éléments de t(P=2[—1]) sont donc homogenes de degré :

> (—fs + 1) = pds(t) — > for

s sommet interne de ¢t s sommet interne de ¢
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ou fs désigne la fertilité du sommet s.

Enfin, on note deg(x) = |z| + pds(x) le degré total d’'un élément x € C(P). Pour un arbre
t € T(n), les éléments de t(Ps2[—1]) sont donc homogenes de degré total :

2pds(t) — >, for

s sommet interne de ¢

ou fs désigne la fertilité du sommet s. Pour cette graduation, la composition est homogéne de
degré 0 et la différentielle homogeéne de degré 1. Par suite, C'(P) munie de la graduation par le
degré total est encore une opérade différentielle graduée.

Notons que si t(P=2[—1]) # (0), alors fs = 2 pour tout sommet intérieur. Par suite, le degré
total des éléments de ¢(Psa[—1]) est négatif ou nul et ¢(Ps2[—1]) < C(P)g si, et seulement si, ¢
est binaire.

Définition 11.8. D(P) est l'opérade différentielle graduée C(P) ® Det. En particulier, la dif-
férentielle est donnée par d(p ® 1,) = d(p) ® 1,,. L’action de &,, est donnée par (p ® 1,)7 =
e(0)p? ® 1,.

Pour tout t € T, étant donné l'action de S sur D(P), le couplage <, >; permet maintenant
d’identifier t(P=2[—1])* < D(P) avec t(Psa[—1]'), et non plus t(Psa[—1]*) comme dans le cas
de C(P).

12 Opérades de Koszul

12.1 Bar-construction d’une opérade quadratique

Soit P = P(FE, R) une opérade quadratique. Pour tout n € N, on a une suite :

. —E2DMP)n) i .. —EDP)(n)_1 —L=D(P)(n)y =0

Considérons l'opérade différentielle graduée H(D(P)). En particulier, considérons la sous-
opérade H(D(P))o formée des composantes homogeénes de degré 0 de H(D(P)) :

Notons que D(P)g = (D(P)(n)o)ne=n est une sous-opérade de D(P). De plus, si t(Pso[—1])*
est non nul et inclus dans D(P)g, alors la fertilité de tous les sommets de ¢ sont de fertilité 2.
Par suite, D(P)(n)o s'identifie comme opérade avec 'opérade Pp: librement engendrée par E'.

De plus, D(P)_; est la somme directe des t(Ps2[—1]), on t parcourt I’ensemble des arbres
tels que tous les sommets sont de fertilité 2, sauf un qui est de fertilité 3. Ces arbres ont au moins

3 entrées. Par suite, d(D(P)_1)(k) = (0) si k =0, 1 ou 2.
Cherchons d(D(P)-1)(3). Par dualité, ceci est égal a I'orthogonal de I’espace suivant :

1 2

V = Ker(8) n \9 (P=2[—1]) ® \9 (Ps2[-1]) ® \9 (P=2[-1])
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Soient p,g € E ="P(2). On a :

1 2

5 \Q(p,q) = Y (g0 (p, 1)),

1 3

2 132 123
J V(p,q) = Y (qot, 1)) = Y (go(p, D)),

2 3

sl Vol = Yaomn = Y @own

avec 7 = (23) et § = ¢'?). On a donc la factorisation suivante :

\<(3 (P=2[—1]) ® \? (P=2[—1]) ® \? (P=2[—1]) [~ Pr(3

l'isomorphisme avec Pp(3) étant donnée par :

1 2 1 3 2 3
3 2 1

G (p,q) — qo (p. 1), G (p,q) — qo(p, 1), X (,q) — o (p,1).
Par suite, V' est égal au noyau de la surjection canonique de Pg(3) sur P, c’est-a-dire R. On en
déduit que d(D(P))(3)o = R*.

De méme, si k > 3, d(D(P))(k)o est obtenue en remplagant dans chaque arbre de D(P)_;

le sommet de fertilité 3 par un élément de R* : par suite, d(D(P)) est I'idéal engendré par R*.
On a donc montré le résultat suivant :
Théoréme 12.1. Soit P une opérade quadratique. Alors H(D(P))o est isomorphe a P*.

La proposition suivante est immeédiate :

Proposition 12.2. Soit P une opérade quadratique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout i # 0, H(D(P)); = 0.

2. Pour tout n € N, la suite ci-dessous est exacte, sauf éventuellement en D(P)(n)o :

. —E2DP)n) ... —EL D(P)(n)_1 —= D(P)(n)o =0

3. D(P) est quasi-isomorphe a P".

Définition 12.3. Soit P une opérade quadratique. On dira qu’elle est de Koszul si elle vérifie
l'une des trois conditions de la proposition précédente.
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12.2 Lien avec I’homologie

On admettra le résultat suivant (voir [10, 12]) :

Théoréme 12.4. Soit P une opérade quadratique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. P est de Koszul.
2. P' est de Koszul.
3. Pour toute P-algebre libre A, pour tout n # 1, HI (A) = (0).

Corollaire 12.5. Les opérades As, Com, Lie sont de Koszul.

Démonstration. 'homologie de As est ’homologie de Hochschild & coefficients dans K. Par suite,
il est bien connu que la condition 3 est satisfaite. De méme, la condition 3 est satisfaite pour
Lie. D’aprés la condition 2, Lie' = Com est de Koszul. ]
12.3 Série génératrice d’une dg-opérade

On rappelle que si F un dg-espace de dimension finie, 'indicatrice d’Euler de F est alors :

X(E) = Y (=1)"dim(H,(E)).

neZ

Définition 12.6. Soit P une dg-opérade telle que pour tout n € N, P(n) soit de dimension finie.
La série génératrice de P est la série formelle :

1

g (X) = . TP
neN
Remarque 12.1. 1. SiP et Q sont deux dg-opérades quasi-isomorphes, alors gp(X) = go(X).
1
2. Si P est une opérade, alors gp(X) = Z —'dim(P(n))X”.
neN s
Ezemple 12.1.
+o0
1 X
_ N
n=1
T 4 N
X) =S 2x" =X 1
gCom( ) 7;1 ol €

On admettra le résultat suivant (voir [10] 12]) :

Théoréme 12.7. Soit P une opérade telle que P(0) = (0), P(1) = (I) et P(n) soit de dimension
finie pour tout n € N. On a alors gpp)(—gp(—X)) = X.

Notons que la preuve utilise une formule d’inversion pour la composition des séries formelles
utilisant les arbres.

Corollaire 12.8. Soit P une opérade de Koszul. Alors gp(—gp(—X)) = X.
(car D(P) est quasi-isomorphe a P*.)

C
Ezxemple 12.2. 1. On considére 'opérade P = om
Coms3
2

X
Alors gp(X) = X + —. Par définition de D(P), D(P)(n) a pour base ’ensemble des

arbres binaires 7;(n) pour tout n > 1 (tous les sommets internes sont décorés par 1). De
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plus, D(P) est entiérement graduée en degré 0. Par suite, en notant b, = card(7(n)),
+00
b

o X2 .. .
9p(P) = Z EX . Or gp(p) (X - 2) = X, ce qui induit :
n=1 "

L en-3)_,
pE(X)=1-VI-2X =X+ ) X
n=2 :

ou (2n—3)!! = 1.3.5...(2n—3) pour tout n > 2. Par suite, pour tout n > 2, b, = (2n—3)!..
2. Prenons P = Lie. Alors P est de Koszul. De plus, P' = Com. On a donc grie(—gcom(—X)) =

+00 v
Jrie (1 — e_X)) = X. Par suite, grie = —In(1—X) = Z ——. En conséquence, pour tout
n
n=1

n € N*, dim(Lie(n)) = (n — 1)l

13 Etude d’une opérade quadratique : 'opérade pré-Lie

13.1 Définition
Définition 13.1. (Voir [3]). Une algebre pré-Lie est un espace vectoriel V. muni d’une applica-
tion :
_{vev — v
) a®b —> aob,
telle que pour tous a,b,ce 'V,

ao(boc)—(aob)oc=ao(cob)—(aoc)ob. (43)

Définition 13.2. L’opérade PLie est l'opérade quadratique P(E, R), ou E est le Go-module
libre engendré par o et R est le sous-&z-module de Pg(3) engendré par l’élément suivant :

2 3 1 2 3 2 1 3
1 3 1 2
?/ (0,0) — \? (0,0) — ?/ (0,0) + \<( (0,0).
De maniére immédiate, les PLie-algébres sont les algébres pré-Lie.

Théoréme 13.3. Il existe un unique morphisme d’opérades Lie — PLie envoyant [—, —] sur

o — 0.

Démonstration. posons p = o — 5. Le sous-&g-module de PLie(2) engendré par p est un module
signature ; par suite, il suffit de montrer que :

1 2 2 3

K( (p,p) + K( (p,p) + \9 (p,p) = 0.

En développant par linéarité en les sommets, on obtient :

\? (p.p) + \9 (p.p) + \9 (p.p) = \9 (0,0) — V (0,0) — \9 (0,0) + Y (0,0)
+ \9 (0,0) — ?/ (0,0) — \9 (o,0) + ?/ (0,0)
+ \? (0,0) — ?/ (0,0) — \<( (0,0) + ?/ (0,0)
= 0. O
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Remarque 13.1. Par suite, toute algébre pré-Lie est munie d’une structure d’algeébre de Lie en
posant [a,b] = aob—boa. On appelle ce crochet le crochet de Lie induit par o.

Ezemple 13.1. On considére I'algébre de Lie g des dérivations de K[X, X ~1]. Une base de cette

g d
algebre de Lie est donnée par (D;);ez, avec D; = X’Hd—X. On a :

D;, Dj]1(X) = Dy(X7MY) — Dj (X)) = (j + D)X — (5 4 1) X T
J J
Par suite, [D;, Dj| = (j + 1)D;4; — (i + 1)D;4;. On pose alors, pour tous ¢,j € Z :
D;o Dj = —(Z + I)Di+j-
On a alors, pour tous i,j,k € Z :

(DioDj)o Dy —Dio(DjoDy) = (i+1)(i+j+1)Digjre — (G + 1)+ 1)Digjsn
= (i + 1)iDis sk
= (DjoDy)oDj— D;o(DyoDj).

Donc g est une algébre pré-Lie. Remarquons que le crochet de Lie induit par o donne la structure
de Lie usuelle de g.

13.2 Modules sur une algébre pré-Lie

Proposition 13.4. Soit A une algébre pré-Lie. Un PLie-module sur A est un espace vectoriel
M muni de deuz applications :

{ AQM — M { M®A — M
a®m — a.m, m®a —> m.a,
telles que pour tous a,be A, me M :
a.(b.m) — (aob).m = a.(m.b) — (a.m).b, m.(aob) — (m.a).b=m.(boa)— (m.b).a.
Démonstration. une base de R est :

2 3 1 2 3 2 1 3

NV oo Y- Y oot o,

(e, e2,3) = QV (0,0) — 2\<(3(o,o)_ 2$; (0,0) + 2\2(1(0,0),
Voo - Y or Yoo

li (0,0) — 1\%3(0,0) - 1?: (5,0) + Qi (0,0),

- Qf (0,0) — \?:(o,o) - 21?: (5,0) + 1?: (0,9),
oo Y - Y eor Y @0

par suite, un PLie-module sur A est un espace vectoriel M muni de deux applications

{A@M—>M {M@A—>M

a®m — a.m, m®a —> m.a,
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correspondant & o et O, telles que, pour tous a,b € A, m € M, on ait les trois relations corres-
pondant aux trois éléments ci-dessus :

a.(b.m) — (aob).m = a.(m.b) — (a.m).b, b.(a.m) — (boa).m = b.(m.a) — (b.m).a,
m.(aob) — (m.a).b =m.(boa)— (m.b).a.

De maniére évidente, les deux premieéres relations sont équivalentes. O

Remarque 13.2. Si A est une algébre pré-Lie et M un module sur A, on a donc, en notant [—, —]
le crochet de Lie induit par o, d’aprés la deuxiéme relation, pour tous a,be A, me M :

m.[a,b] = (m.a).b — (m.b).a.

Donc M est en particulier un Lie-module a droite sur (A, [—, —]).

13.3 Algébres enveloppantes au sens PLie

Soit A une algébre pré-Lie. Décrivons son algébre enveloppante Up i (A).

Proposition 13.5. Upr.(A) est engendrée par deuz copies de A, notées A et A et les relations
sutvantes : pour tous a,be A,

<

ab—aob—ab+

a
b

0,
aob—ba—boa+ 0.

IS]

Démonstration. Uprie(A) est engendrée par PLie(2) QA = (c@A) @ (c® A) = A® A. Les trois
éléments de la base de R décrite ci-dessus donnent les relations suivantes :

ab—aob—ab+ba=0,
b.a—boa—ba+ab=0,
b=0

aob—ba—boa+ab=

Les deux premiéres étant redondantes, on obtient le résultat annoncé. ]

Soit A une algébre pré-Lie. On considére son algebre tensorielle T'(A). Soit A une copie de
A. On identifie les éléments de A avec les élements de A de la maniére suivante :

On munit A de la structure d’algébre de Lie opposée de A, i.e le crochet de Lie de A est donné
par [a,b] = boa — aob. Son algébre enveloppante est notée U(A). Soit b € A. On considére la
dérivation Dy de T'(A) définie de la maniére suivante : pour tout a € A,

Dy(a) =aob—ab,
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ot ab désigne le produit de a et b dans T'(A). Soient by, by € A. Pour tout a € A :

D[H,E](a) =ao(bgoby) —ao(byobg) —a(byobr)+ a(byobe),

(D5 o Dg; = Dy 0 Dy ) (a) = Dby — aby) — Dy(ao by —aby)
= (aobg) 0by — (aobg)br — Dy(a)bs — aDy(b2)
—(aoby)oby+ (aoby)by + Dg(a)bl + aDg(bl)
= (aoby)oby — (aoba)by
— (a0by)by + abiba — a(bz o by) + ababy
—(aoby)oby+ (aoby)by
+ (a0 bg)by — ababy + a(by o ba) — abyby
= (aoby)oby —a(baoby) — (aoby)oby+a(byobs)
=ao(byoby) —a(baoby) —ao(byoby)+ a(by obs)

Dig; 5y (@).

(On a utilisé le fait que A soit pré-Lie pour 'avant-derniére égalité).

Par suite, A agit a gauche par dérivation sur T'(A). Cette action se prolonge donc en une action

a gauche de U(A) sur T(A). De plus, U(A) est une algébre de Hopf (en posant A(a) = a®1+1®a
pour tout @ € A). Comme les éléments de A agissent par dérivation sur T'(A), on a, pour tous

xeU(A), y1,y2 € T(A), en utilisant les notations de Sweedler :

z.(y1y2) = Z(x(l)yl)(x@)-w)-
(z)

On peut donc définir un produit semi-direct T'(A) x U(A) de la maniére suivante :
1. Comme espace vectoriel, T'(A) x U(A) est T(A) @U(A).

2. Son produit est donné par :

(21 @y1) (22 ®12) = )] oy 2 ® YDy,
(1)

Indentifions T'(A) avec T(A)®1 et U(A) avec 1&QU (A). Ainsi, T(A) et U(A) sont des sous-algébres
de T(A) x U(A). De plus, pour tous a € A, be A :

ba = b.al + l.ab=aob — ab + ab.
Enfin, T'((A) est engendrée par A (sans relations) et U(A) est engendrée par A et les relations

@b —ba = boa—aob pour tous a,b € A. Par suite, T(A) x U(A) est I’algébre (unitaire) par A
et A et les relations suivantes : pour tous a,be A :

ab—aob—ab+ba =0,
aob—ba—boa+ab =0.

Upric(A) étant non-unitaire, on obtient :

Théoréme 13.6. Upri.(A) est isomorphe en tant qu’algébre a T(A) x U(A).
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13.4 Opérade duale de PLie

R est de dimension 3, de base :

v (0,0) — \<(3(o,o)_ v (0,0) + \92(0,0),

(e1,e2,€3) = Q\V (0,0) — 2\<1(3(o,o)_ 2& (0,0) + 2\{)(1(0,0),
N (0,0) — X (0,0) — 4 (0,0) + \<(1(o,o)

f(o»)— f’(o,o)— f(aow YK<>

B Y@,o)— Y(w)_ Y<o,o>+ YK<>
\Qs(o,a)_ \92(5,0)_ \<(3(a,a)+ \Ql(a,o)

Comme dim(Pg(3)) = 12, dim(R*) = 9. Une base de E est (0,5). On note o 'élément de F
défini par (e,0) = 1, (,3) = 0. Une base de E' est alors (e,®). Le couplage entre E' et E est
donné par :

(e,0) =1, (e,3) = (9,0) =0, (9,0) = —1.
On vérifie alors aisément que les éléments suivants sont dans Rt :

\? (.")_ ?/ (.v.) = \? ('7')_ \<( (.a?)a

?/ (070)— ?/ (070) = \<( (o,i)— ?/ (?,o),

Par suite, le sous-&3-module de Py engendré par ces deux éléments est dans R+. On vérifie qu'il
est de dimension 9. Par suite, ces deux éléments engendrent R+. On a montré :

Théoréme 13.7. L'opérade P' est isomorphe a l'opérade Perm = P(E,R), ot E est le Gy-
module libre engendré par o et R est le sous-Sz-module de Pg(3) engendré par les deux éléments

suwants :
1 2 2 3 2 3 3 2

\Q(o,o)— ?/(070)7 ?/(o,o)— ?/(o,o),

Remarque 13.3. Les Perm-algébres sont donc les algébres associatives (non unitaires) A dont le
produit e vérifie, pour tous a,b,c€e A, aebec=aeceb.

Décrivons les Perm-algébres libres. Soit V' un espace vectoriel. Par définition d’une Perm-
algébre, la Perm-algébre libre engendrée par V' est la As-algébre libre engendrée par V' quotientée
par l'idéal engendré par les éléments de la forme abc — ach, a,b,c € V. Par suite :

Tperm(v) = @ v ® Snil(v)v

neN
muni du produit suivant :
(V0 ® (V1 -..1p)).(Wo ® (W1 ..., W) = Vo R VL ... VpWOWY « . . Wy,
Soit (v1,...,v,) une base de V. Alors Perm(n).(v1®. . .®vy,) a pour base (v;Q@(vi ... 0;...v))1<1<n

et est donc de dimension n. Par suite, comme ce sous-espace de Tperpm (V) est isomorphe a
Perm(n) on en déduit que Perm(n) est de dimension n. Des calculs élémentaires permettent de
montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 13.8. Pour tout n € N, Perm(n) a pour base (t},...,t}). La composition est donné

k ni NE\ _ gn1t...+tng 37 - 1 ) . P
par tj o (ti1 s by ) = tn1+...+nj_1+z‘j- L’élément neutre est t{. L’action de &,, est donnée par

(t7)7 = thl(i)-
13.5 Homologie des algébres pré-Lie

Soit A une algébre pré-Lie. Soit (e')1<i<n la base de Perm(n)* duale de la base (t]')1<i<n
de Perm(n). Pour tout n € N*, on a donc :

Ze?@(ai@...@a%)/

Cporm(A[—=1]) () = R . .
Perm(A[=1])(n) Zeg(i)@)a’l@...@aﬁl:5(0)26?@0,’0(1)@...@@2(”).

Par suite, pour tout n € N*, Cperm (A[—1])(n) est isomorphe & A ® A" (A). Le coproduit est
donné de la maniére suivante : pour ag,a1,a2 € A :

A(ag) =0,
Alao®ar) = ag ® ay,
Alag®ay A ag) = ap® (a1 ®az) —ao® (a2 ®a1) + (ap ®a1) ® az — (ap ® az) ® a;.

Calculons la différentielle. On a D(ag) = 0, D(ap ® a1) = ag o aj. De plus :
A(D(ag®ay A az)) = (agoa) ®as — (agoaz) ®ay —ag ® (a1 o az) + ag ® (az o ay).

Par suite,
D(ap® a1 A ag) =apoa; ®az —apoaz®a; — ag ® [a1, az].

On peut montrer par récurrence (voir [3]) la formule suivante :
n .
D(ag®ay A ... A ap) = Z(—1)3+1aooaj®a1 Ao ANGGA LAy

j=1
— Z (—D)" ey @ [aa] Ao AGE Ao AGGA A G
I<i<j<n

On considére I'algébre de Lie A = A°. Pour tout a € a, b € A, on pose b.a = a o b. D’aprés
l'axiome de l'algebre pré-Lie sur A, A est un Lie-module a gauche sur A. De plus, le complexe
de chaine de A est égal au complexe de Chevalley-Eilenberg de A & valeurs dans A.

Proposition 13.9. Soit V un espace vectoriel et soit A une algébre pré-Lie librement engendrée
par V. Alors il existe un isomorphisme de A-Lie-modules a droite de (A,o) dans V @ U(A), le
A-Lie-module & droite librement engendré par V.

Démonstration. on note * 'action & droite de U/(A) sur A induite par o :

*:{ ARUA) — A

a®r —> ax*xx

tel que pour tous a,b € A, axb = aob. Comme V ®U(A) est librement engendré par V, il existe
un unique morphisme de A-Lie-modules a droite :

\1::{ VOU(A) — (A,0)

VT —> VXTI
Munissons V ® U(A) d’une structure d’algebre pré-Lie en posant :

(v1 ®x1) 0 (V2 ®@x2) = V1 @1 (V2 * X2).
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Ceci définit bien un produit pré-Lie : en effet, sia = v1®x1, b = 12 ®x2, ¢ = v3®x3 € VRQU(A),
en posant a; = v;*x; € A (i =2,3) :

(aob)oc—ao(boc)—(aoc)ob+ao(cob)

= (v1 ®@r102) 0 (V3 @ w3) — (V1 ® 1) © (V2 ® T203)
— (11 ®z103) © (V2 ® T2) + (V1 @ 1) © (V3 ® T302)
= v1 ® z10203 — V1 ® T1(V2 * (7203))

—v1 ®x1azaz + v1 ® x1(v3 * (T302))

= v1 @ w1203 — v1 ® 71(az o az)

—v1 ® 10302 + v1 @ 1(0a3 © a32)

= v; ® x1(azas — azaz — az 0 asz + as o az)

= v1 ® z1(azaz — azaz — [az, az))

= 0.

Comme A est une algébre pré-Lie librement engendrée par V, il existe un unique morphisme
d’algébres pré-Lie :

) A — VRUA)

) { veV — v®1.

Montrons que ¥ est un morphisme d’algébres-pré-Lie : soient a = v1®x1, b = v2o®x2 € AQU(A).

U(aob) = ¥(v; ®x1(ve * 22))
= V1 * (.%'1(’[)2 * :L'Q))
= (v1*@1) * (v2 * 22)
= (v1 x31) © (v2 * 22)

= ¥(a) o (D).

(On a utilisé le fait que vy x 29 € A pour la quatriéme égalité).

Par suite, ¥ o ® est un endomorphisme d’algébre pré-Lie de A. De plus, pour tout v € V|
Vod(v)=¥Y(v®1l) =v*1=v. Comme V engendre A, ¥o® =1Idy.

Montrons que ® est un morphisme de A-Lie-modules & droite. Soient a,b € A. Posons ®(a) =
v1®x1 et P(b) = va®x2. Comme Vod = Idy, vo*xxe = b. Par suite, comme ® est un morphisme
d’algébres pré-Lie :

O(axb) =P(aob)
= ®(a) o D(b)
= (11 ®@1) o (v2 ® 2)
= v1 ® 21 (v2 * T2)
= v ®x1b
=(v1®x1).b
= ®(a).b.

Par suite, ® o ¥ est un endomorphisme de A-Lie-module & droite de V ® U(A). De plus, pour
tout veV,
PoV(v®1)=P(v*x1)=Pv)=v®1.

Comme V' ® 1 engendre le A-Lie-module & droite V @ U(A), ® o ¥ = Idygy(a). Donc ® et ¥
sont des isomorphismes de A-Lie-modules & droite. O

Par suite, lorsque A est une algébre pré-Lie libre, (4, 0) est un A-Lie-module & gauche libre
et donc le complexe de chaine de A est exact, sauf éventuellement en n = 1.
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Théoréme 13.10. L’opérade PLie est de Koszul.
Corollaire 13.11. Pour tout n > 1, dim(PLie(n)) = n""1.

Démonstration. comme PLie est de Koszul, —gpri.(—X) est I'inverse pour la composition de
gperm(X). De plus :

+OOl

gperm(X) = Z mdim(Perm(n))X”

+00 (_1>n+1 n—1

n
Or on montre facilement que l'inverse pour la composition de XeX est Z X" En

|
=1 n:

identifiant cette série formelle et —gp,i.(X), on obtient le résultat. ]

13.6 Opérade des arbres enracinés

Définition 13.12. Un arbre enraciné t est graphe fini orienté conneze et sans boucles; on
suppose que l'un des sommets de ce graphe n’est l'arrivée d’aucune aréte ; ce sommet est appelé
racine de t. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas. Le poids det est le nombre
de ses sommets.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre enraciné décoré par D est un arbre enraciné t
muni d’une application de l’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette
application est appelée décoration de s. Pour tout d € D, on notera o4 l'arbre enraciné décoré
formé d’un seul sommet décoré par d.

Un arbre indexé est un arbre t enraciné décoré par {1, ... ,poids(t)} dont les décorations sont
deuz & deuzr distinctes. On notera RT; l'ensemble des arbres indexés et RT;(n) l'ensemble des
arbres indexés de poids n.

Exemple 13.2. 1. Arbres enracinés de poids inférieur ou égal 4 5 :

.,I,V,i,v,w,Y,l,v,kv,v,wb,w,Y,l.

2. Arbres enracinés décorés par D = {1, 2} de poids inférieur ou égal a 3 :

1 1 1 92 o2 o2 o1 o2
1212111112122222{1{1}2{1}2{1{2{2
'17'27117117127127\/17\/27\/11\/27\/17\/27 1y02,el, 61, e1, 02,02, 02.

3. Arbres indexés de poids 1, 2 ou 3 :

23 13 12 3 2 3 1 2 1
2 1 2 3 1 3 1 2
Len v EERERE

Soient t € RT;(k), t1,...,tx € RT;. Un arbre t,t,. .., tx-admissible est un arbre obtenu de la
maniére suivante : pour toute aréte a de t, si a relie le sommet indexé par ¢ au sommet indexé
par j, on greffe la racine de ¢; sur un sommet de ¢;. Dans ’arbre ainsi obtenu, le sommet indexé
par i de t; devient indexé par ny + ...+ nj_1 + 1.
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3
Ezemple 13.3. On prend t = Ii, t1 = {;, to = «1. L’ensemble des arbres t,tq, to-admissibles est :

4

3 43 3
4\)1 Y 1
2 2 2

) )

Pour tout n € N*, on pose RT(n) = Vect(RT;(n)) et RT(0) = (0). On vérifie facilement
qu’on munit R7 d’une structure d’opérade en posant :

1. Pour tous t € RT;(k), t1,...,tx € RT;,

to(ty,... ty) = > t.

t’ arbre t,t1,...,t,-admissible

2. D’élément neutre est o1 € RT;(1) < RT(1).
3. L’action de o € &,, est définie sur t € RT;(n) en changeant la décoration du sommet
indexé par i en o~ 1(3).

Ezemple 13.4.

4
3 43
I?o({z,.l)_vzl—i—\é—l—[;

(123)

Lemme 13.13. Dans RT, on a :
2 2 2 2 2 2 2 2 (23)
I1o(I1,I)—Ilo(I,I1)=<I1o(I1,I)—Ilo(I,I1)) .
Démonstration. on a :
2 2 2 2 13 23 {g 23
Ilo(Il,I)—Ilo(I,h): i+ V-l = A
(23)
2 3 3 2 2 3
Or (\A) =Vi=V. O
Par suite, il existe un unique morphisme d’opérades :

{Pﬁie — RT
O :

2
o — i

Lemme 13.14. RT est engendrée par le Sa-module engendré par N

Démonstration. soit RT' la sous-opérade de RT engendré par le Go-module engendré par 1%
Montrons par récurrence sur n que R7’(n) = RT (n). Cest évident si n = 0, 1 ou 2. Supposons
le résultat vrai jusqu'au rang n — 1. Soit ¢t € RT;(n), montrons que ¢t € R7'(n). Procédons
par récurrence sur la fertilité f de la racine. Si f = 1, quitte a faire agir un élément de &,
on peut supposer que la racine de t est indexé par 1. Alors il existe un (unique) arbre ¢; de

RTi(n — 1) tel que t = If(.l,tl). D’aprés 'hypothése de récurrence, t; € R7'(n — 1) et donc
t € RT'(n). Supposons le résultat vrai pour tous les arbres de poids n dont la racine a une
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fertilité inférieure strictement a f. Soient t1,ts les arbres décorés obtenus en coupant une des
arétes issues de la racine; t; contient la racine de t. Quitte & faire agir un élément de &,
on peut supposer que t1 est indexé et que les sommets de to sont décorés par les éléments de
{poids(t1) + 1,...,poids(t1) + poids(t2)}. On pose alors t, 'arbre indexé obtenu en retranchant
poids(t1) a toutes les décorations de t2. On a alors :

2
li(t1,t,) = t + combinaison linéaire d’arbres indexés de poids n

dont la racine a une fertilité strictement inférieure & f.

D’aprés 'hypothése de récurrence, t € RT'(n). O

Par suite, © est surjectif. Pour montrer qu'’il est injectif, il suffit de montrer que RT (n)
et PLie(n) ont méme dimension pour tout n. Or pour tout n > 1, dim(PLie(n)) = n" ! =
card(RT;(n)) (voir [20] ainsi que [18], entrée numéro A000169). Par suite :

Théoréme 13.15. Il existe un unique isomorphisme d’opérades :
{ PLie —> RT
: 2
o — i

On peut alors décrire les algébres pré-Lie libres. Soit V' un espace vectoriel. Alors 'algébre
pré-Lie Tprie (V) est engendré (linéairement) par 'ensemble des arbres décorés par des éléments
de V, les arbres étant linéaires en chacune de leurs décorations. Le produit pré-Lie est donné de
la maniére suivante : pour t1,t2 des arbres enracinés décorés par V,

t10ly = Zgreffes de t9 sur t.

Ezxemple 13.5. Sia,b,c,deV :

® T oA

c c d ¢
d
Y I S
Remarque 13.4. on peut montrer (voir [6, [7, §]) que si A est une algébre pré-Lie libre, alors A
est une algébre de Lie libre.
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Corrigé des exercices

Correction de I’exercice [I.1] :

Il suffit d’effectuer le produit par blocs.

Correction de I’exercice [1.2] :

Soient k € N, ny,...,np e N, pe &, < A(k), p; € &, < A(n;), 0 € S, 11 € &,,,. On vérifie
facilement que dans &, 4. 4, :

TO' TO'
P70 (1, oy p) LT 0) — o (po<(1l)>= - vpa(lk))> '

En effet, les deux envoient ny1) + ... + ng_1) +J avec 1 < j < ng() sur ny-1q) + ... +
Mp=1(po(i)—1) T+ Po(i)To(i) ()-

Correction de I’exercice [3.1] :

1 = 2 : supposons Pg(n) de dimension finie pour tout n. Comme F(n) € Pg(n) pour tout
n, nécessairement E(n) est de dimension finie. Supposons E(1) # (0) et soit x un élément non
nul de E(1). Alors pour tout n € N*, Pg(1) contient z o... oz et ces éléments sont linéairement

n
indépendants, donc Pg(1) n’est pas de dimension finie : contradiction. Donc Pg(1) = (0). Sup-
posons E(0) # (0) et soit x € E(0). Supposons qu’il existe k € N* tel que E(k) # (0). Soit alors
p € E(k), non nul.
Pour tout n € N*, posons y,, = [po(x,...,z,I)]o...o[po(x,...,z,I)] € Pr(l). Les y,

< _

n
sont linéairement indépendants; par suite, Pr(1) est de dimension infinie : contradiction, d’ou

le résultat annoncé.

2 = 1 : supposons 2. Si E(0) # (0), alors E(n) = (0) sin > 1 et Pg = E. Supposons
E(0) = E(1) = (0) et E(n) de dimension finie pour tout n € N. Alors pour tout Z € T, £(E) est
de dimension finie. De plus, {(F) est nul si ¢ posséde des sommets internes de fertilité 0 ou 1.
Donc si ¢(E) est non nul, les sommets intérieurs de ¢ sont tous de fertilité au moins 2. Comme il
y a seulement un nombre fini d’arbres a n feuilles dont tous les sommets intérieurs de ¢ sont de
fertilité au moins 2, Pr(n) = @ (E) est de dimension finie.

teTy,

Correction de I’exercice [4.1] :

Soit A un espace vectoriel. Etant donnée la présentation de Pois par générateur et relations,
munir A d’une structure de Pois-algébre est équivalent a donner une application [—,—] : A ®
A —> A et une application m : A® A —> A vérifiant pour tous vy, ve,v3 € A,

V9.1 — V1.2 = 0,

{vo,v1} + {v1,v2} =0,

(v1.v2).v3 — v1.(v2.v3) = 0,

{{v1, va}, vs} + {{va2, v}, v1} + {{vs, v1}, v2} = 0,

{’Ul.UQ,Ug} — Ul.{UQ,Ug} — {’Ul,’Ug}.Ug = 0.

Ceci équivaut bien & munir A d’une structure d’algébre de Poisson.

Correction de I’exercice [5.1] :
Alors E est concentré en degré 2 et E(2) a pour base (m,{—,—}); R est de dimension 6; il
a pour base :

1 2 2 3 1 3 3 2 1 2 2 3

\? (m>m)_ ?/ (mam)v \? (mam)_ ?/ (mvm)v \9 ({_>_}7{_7_})+ \? ({_7_}a{_7_})+
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1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 2 3

= \9 (m’m)_ ?/ (mvm)a ?/ (m,m) - ?/ (m7m)7 \9 ({_7_}7{_7_}) - ?/ ({_7_}7{_7_

2 3 1 2 1 3 1 3 2 1 2 3

?/ (m,{—,—})— \<( ({_7_}7m) - ?/ ({_7_}7m)7 ?/ (mv{_7_}> - \9 ({_7_}7m)_ ?/ ({_

Par suite, un Pois-module sur une algébre de Poisson A est un espace vectoriel muni d’ap-

plications :

a®m — a.m, a®@m — axm,
correspondant & l'action de m € F(2) et de {—, —} € E(2), satisfaisant :
1 2
3
(\<( (m ) (a®b®m) =0
(ab).m — a.( 0,
1 3
2
( ?/( ) (a®b®m) =0,
(a.m)

(1\43({7},{,}) 1&% {==h{=-D+ V ({= -1 {= }) a®b®m) =0,
{a,b} xm —ax (bxm)+bx(axm) =0,

(ly (m, {—,—}) - 1\(;3({—,—},771) - Qy ({,},m)) (a®b®m) =0,

ax (b.m) — {a,b}.m — b.(axm) =0,

(y (m, {=—}) = 2\43({—,—},7%) - :P/S ({,},m)> (a®b@m) =0,

b (a.m) —{b,a}.m —a.(bxm) =0,

( \<( (mv{_v_D + ?/ ({_7_}7m) + ?/ ({a}vm)) (a®b®m) =0,

—(ab) *m +b.(a*m) + a.(bxm) = 0.
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Correction de ’exercice [6.1] :

1. Fixons E = K. Alors Pg(3) est de dimension 3. Une base de Pg(3) est (en omettant les
décorations par 1) :

12 2 3 1 3
\93 \<(1 \92
] b ) .

L’action de &3 est donnée par :

e (12) (23) (13) (132) (123)
IO NN NN
Gl
IO NN

Décomposons ce G3-module en sous-modules simples. On vérifie que 1’élément suivant engendre
un sous-module (noté R;) trivial de dimension 1 :

et que I’élément suivant engendre un sous-module (noté Ry) simple de dimension 2 isomorphe a
la représentation standard :

NP RENCRRVIRRNS
Par suite, Pg(3) a quatre sous-modules, donc il existe quatre opérades quadratiques engendrées
par E :

1. R = (0) : alors P(E, R) est I'opérade des algébres munis d’un produit commutatif (non
nécessairement associatif).

2. R = R; : alors P(E, R) est 'opérade des algébres A munies d’'un produit commutatif tel
que pour tous x,y, z € A, (zy)z + (y2)z + (z2)y = (zvy)z + (yz)x + (zx)y = 0.

3. R = Ry : alors P(E, R) est I'opérade des algébres A munies d’un produit commutatif tel
que pour tous z,y,z € A, (xy)z = z(yz). Il s’agit donc de Com.

4. R = R1®R;s : alors P(FE, R) est 'opérade des algébres A munies d’un produit commutatif
tel que pour tous z,y,z € A, (zy)z = z(yz) = 0.

2. Fixons E' = K (représentation signature). Alors Pg(3) est de dimension 3. Une base de
Pr/(3) est (en omettant les décorations par 1) :

1 2 2 3 1 3
\?3 \91 \<(2
) > y |-
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L’action de &3 est donnée par :

12 12 12 2 3 2 3 1 3
\<(3 \93 \93 \<(2 \?1 \<(1 \?2
2 3 2 3 1 3 2 3 12 13 12
\<(1 \91 2 \91 \?3 \?2 \93
1 3 13 2 3 1 2 13 12 2 3

D2 S G I GG
Décomposons ce G3-module en sous-modules simples. On vérifie que ’élément suivant engendre
un sous-module (noté R}) trivial de dimension 1 :

1 2 2 3 1 3
3 1 2
VY Y
et que 1’élément suivant engendre un sous-module (noté RY,) simple de dimension 2 isomorphe a
la représentation standard :

1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 )
A Y
Par suite, Pgr(3) a quatre sous-modules, dont il existe quatre opérades quadratiques engendrées
par E' :
1. R =(0) : alors P(E’, R') est 'opérade des algébres munis d’un produit anticommutatif,

non nécessairement associatif.

2. R’ = R : alors P(E’, R') est I'opérade des algébres A munies d’un produit anticommutatif
note [*7 *] tel que pour tous r,Y,z€ Aa [[‘T’y]’ Z] + [[y,Z],ZL‘] - [[m,z],y] = [[xay]v'z] +
[y, z], 2] + [[2, ], y] = 0. 1l s’agit donc de Lie.

3. R' = R}, : alors P(E’, R) est 'opérade des algébres A munies d’un produit anticommutatif
tel que pour tous z,y,z € A, (zy)z = —x(yz). Il s’agit donc de 'opérade des algebres
anti-associatives anti-commutatives, c¢’est-a-dire 'opérade Det.

4. R' = R|®R), : alors P(E’, R') est 'opérade des algébres A munies d’un produit anticom-
mutatif tel que pour tous z,y,z € A, (zy)z = z(yz) = 0.

Correction de I’exercice [6.2] :
Reprenons les notations de la correction de 'exercice Alors Up(A) est engendrée par
(MA@ ({—,—}®A) = A® A. Les relations sont données par :

1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 2 3

= \<( (m7m)_ ?/ (’I’)’L,’ITL), ?/ (mvm) - ?/ (m’m)7 \<( ({_a_}>{_7_}) - ?/ ({_7_}7{_’_

2 3 1 2 1 3 1 3 2 1 2 3

?/ (ma{_v_}) - \? ({—,—},’ITL) - ?/ ({—,—},’I’)’L), ?/ (’I’)’L,{—,—}) - \<( ({_7_}7m) - ?/ ({_

\Qg(m,m) - 1?/ (m,m) =Ti(m®m) —To(mm),

ce qui donne ab — a.b = 0.
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?/ (m,m) — 1?/ (m,m) =T3(m®@m) — To(mm),

ce qui donne b.a—a.b = 0. Comme A est commutative, on retrouve la relation précédente.

\9 ({_7_}7{_7_}>_ ?/ ({_7_}7{_7_}>+ ?/ ({_7_}7{_7_}) = Tl({_a_}®{_7_})_T2({_7_

ce qui donne {a,b} —a.b+ b.a = 0.

Y (m, {= —})— G ({=—=}m)— Y ({=—=tm) = T(m®{-, -} -Ti({-, —}@m)-T53({—, —}&

ce qui donne a.b — {a,b} —b.a = 0.

?/ (mv{_>_})_ \9 ({_7_}7m)_ ?/ ({_7_}7m) = T3(m®{_a_})+T1({_7_}®m)_T2({_7_}@

ce qui donne b.a + {a,b} —a.b = 0 : on retrouve la relation précédente.

- \? (m, {= =P+ ?/ ({=—}m)+ V = —Ti(m®{—, —H+T({—, —}@m)+Tr({-,

ce qui donne —ab + b.a + a.b = 0.

Correction de I’exercice [6.3] :

Reprenons les notations de ’exercice précédent. Alors le Go-module engendrant 'opérade est
FE ou E'. De maniére immédiate, E' ~ E’. On identifie donc E' et E’, ce qui par bidualité revient
a identifier F et (E’ )!. De plus, en comparant les dimensions, on obtient facilement Rf = R,
Ry = Ry, (R)* = Ry et (R))* = Ry. Par suite :

1. P(E,(0)' = P(E', Pp/(3)) et P(E',Pe:(3)) = P(E,(0)))-
P(
P(

2. P(E,R1)' = P(E',Ry) et P(E',R})" = P(E, Ry).
3. P(E,Ry)' = P(E',R}) et P(E',R,) = P(E,Ry). Autrement dit Com' = Lie et Lie' =
Com.
4. P(E,Pg(3))' = P(E',(0)) et P(E',(0))' = P(E,Pg(3)).
Correction de I’exercice 6.4 :
Dans ce cas, E = Km ® K{—,—}, m engendrant un module trivial et {—, —} un module
signature. Alors F s’identifie & E' via le couplage suivant :

(m7 {_7 _}> = ({_7 _}7m) =1, ({—, _}7 {_7 _}) = (m7m) = 0.

De plus, R est de dimension 6, engendré comme G3-module par :

3

a = \9 (m,m) ?/ (m,m) (sous-module de dimension 2),

\<( {—-5{--H+ \9 {—-5L{--H+ \? ({—,—},{—,—}) (sous-module de dimension 1),

2 3 1 2

c= \? A= -1 — ?/ {—,-},m)— \? ({—,—},m) (sous-module de dimension 3).
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On montre facilement que a,b,c € R. Comme R+ est un G3-module, R < R*. Comme E est
de dimension 2, dim(R*) = dim(Pg(3)) — dim(R) = 12 — 6 = 6 = dim(R). Par suite, R* = R.
Correction de I’exercice [6.5] :
On a identifié As et As' par le couplage suivant :

(m,m) =1, (m,m) =(m,m) =0, (m,m) =-—1.

On a de plus identifie Com' et Lie par le couplage suivant :

Par suite, le morphisme O} : Lie —> As satisfait :

(m7 @'2([_7 _])) = (@2(m)7 [_7 _]) = (m7 [_7 _]) = = (mvm _m)a
(m,05([—, —1) = (82(m),[—,—-]) = (m m

Par suite, ©4([—, —]) = m — m et donc ©} = O;. Par bidualité, ©} = 0.
Correction de I’exercice [T.1] :
P = Pois, alors P' = Pois et le couplage entre Pois(2) et lui-méme est donné par :

(m> {_7_}) = ({_>_}7m) =1, ({_7 _}7 {_7_}) = (mv m) = 0.

(voir la correction de I'exercice[6.4)). Par suite, la base duale de la base (m, {—, —}) est ({—, —}, m).
L’image du crochet de Lie est donné par m®@{—, —} + {—, —} ®m. Si A et B sont deux algébres
de Poisson, A ® B est donc munie d’une structure d’algébre de Lie donnée par :

[a1 ® b1, a2 ® ba] = ajas ® {b1,ba} + {a1, a2} ® b1bs.
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P-module,
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