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RESUME. - Nous introduisons une algèbre de Hopf d'arbres enra
inés plans dé
orésHD
P,R, non 
ommuta-

tive et non 
o
ommutative, généralisant la 
onstru
tion de l'algèbre des arbres enra
inés HD
R de Connes-

Kreimer. Nous montrons que HD
P,R véri�e une propriété universelle en 
ohomologie de Ho
hs
hild et

nous en déduisons qu'elle est auto-duale. Nous 
onstruisons ses endomorphismes de 
ogèbre et d'algèbre

de Hopf et nous montrons que la surje
tion 
anonique de HD
P,R sur HD

R permet de déterminer tous les

éléments primitifs de HD
R , en réponse à une question de D. Kreimer.

ABSTRACT. - HOPF ALGEBRAS OF DECORATED ROOTED TREES, I - We introdu
e a Hopf

algebra of planar de
orated rooted trees HD
P,R whi
h is non 
ommutative and non 
o
ommutative and

generalizes the Hopf algebra of rooted trees HD
R of Connes and Kreimer. We show that HD

P,R satis�es a

universal property in Ho
hs
hild 
ohomology and dedu
e that it is self-dual. We 
onstru
t its 
oalgebra

and Hopf algebra endomorphisms and show that the 
anoni
al epimorphism from HD
P,R to HD

R leads to

the determination of the spa
e of primitive elements of HD
R , answering a question by D. Kreimer.

Introdu
tion

Dans [4, 8, 9, 10℄, Connes et Kreimer introduisent une algèbre de Hopf d'arbres enra
inés (éventuelle-

ment dé
orés) HD
R dans le but d'étudier un problème de renormalisation. Cette algèbre de Hopf est

graduée, 
ommutative et non 
o
ommutative. On montre que le dual gradué de 
ette algèbre de Hopf

est l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie des arbres enra
inés LD
1 . L'un des problèmes posés par

Kreimer dans [1℄ est de trouver tous les éléments primitifs de HD
R . En e�et, ils permettent par exemple

de 
onstruire et de 
lassi�er les 
omodules de dimension �nie ou les endomorphismes d'algèbre de Hopf

de HD
R (voir [5℄).

Dans 
e papier, 
omme il était suggéré dans [4℄, nous introduisons une algèbre de Hopf d'arbres

enra
inés plans HD
P,R, généralisant la 
onstru
tion de HD

R . Cette algèbre de Hopf est graduée, non


ommutative, non 
o
ommutative et véri�e une propriété universelle en 
ohomologie de Ho
hs
hild. Nous

montrons que 
ette algèbre est auto-duale. Cette propriété entraine l'existen
e d'un 
ouplage de Hopf

non dégénéré ( , ) entre HD
P,R et elle-même ; en parti
ulier, la base duale de la base des forêts permet de

trouver une base de l'espa
e des éléments primitifs de HD
P,R, puis de trouver tous les éléments primitifs

de HD
R par passage au quotient.

Dans la se
onde partie de 
et arti
le, nous établirons le lien entre HD
P,R et d'autres algèbres de Hopf

d'arbres telles que l'algèbre des arbres binaires planaires introduite par Brouder et Frabetti dans [2℄ dans

le 
adre de l'éle
trodynamique quantique, l'algèbre dendriforme libre de Loday et Ron
o ([12, 16, 17℄),

la quanti�
ation de HD
P,R de Moerdijk et van der Laan ([11, 15℄), et l'algèbre de Grossman-Larson ([6,

7℄). Nous 
onsidérerons également la 
ohomologie de Ho
hs
hild de HD
P,R et montrerons que pour tout

bi
omodule B, Hn
∗ (HD

P,R, B) = (0) si n ≥ 2.
Ce papier est organisé de la manière suivante : les quatre premières se
tions sont 
onsa
rées à des

préliminaires sur les algèbres de Hopf graduées. Nous pré
isons tout d'abord la notion de dual gradué

; nous établissons ensuite des liens entre l'algèbre de Lie des éléments primitifs d'une algèbre de Hopf

graduée 
onnexe A, sa 
ogèbre de Lie et l'algèbre de Lie des éléments primitifs de son abélianisée Aab.

∗

AMS 
lassi�
ation : 16W30, 05C05, 81T15.

Mots-
lés : algèbres de Hopf, arbres, renormalisation, 
ohomologie de Ho
hs
hild, éléments primitifs.
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Nous donnons également un résultat de stru
ture sur les 
omodules et les bi
omodules d'une telle algèbre

de Hopf.

Les quatre se
tions suivantes (se
tions 5 à 8) sont dévolues à la 
onstru
tion de HD
P,R et à la propriété

d'auto-dualité. Nous montrons que HD
P,R véri�e une propriété universelle en 
ohomologie de Ho
hs
hild

que nous utiliserons pour 
onstruire le 
ouplage ( , ). Nous montrons que la base duale (eF ) de la base des
forêts est une Z-base du sous-anneau de HD

P,R engendré par les arbres plans enra
inés, et nous donnons

une expression 
ombinatoire de (F,G) pour F et G deux forêts.

Dans la se
tion 9, nous montrons que HD
P,R, (HD

P,R)ab et HD
R sont des 
ogèbres tensorielles ; 
e
i nous

permet de 
onstruire et 
lassi�er les endomorphismes de 
ogèbre et d'algèbre de Hopf de HD
P,R, ainsi que

ses 
omodules de dimension �nie (se
tion 10).

En�n, la dernière se
tion expli
ite la relation entre HD
P,R et HD

R . Nous montrons que la surje
tion


anonique Φ : HD
P,R 7−→ HD

R véri�e Φ(Prim(HD
P,R)) = Prim(HD

R) et nous donnons une des
ription du

dual gradué de HD
R 
omme sous-algèbre de HD

P,R.

Dans tout le texte, K désigne un 
orps 
ommutatif de 
ara
téristique nulle.

1 Dual gradué

1.1 Cas d'un espa
e ve
toriel

Soit V un K-espa
e ve
toriel. On suppose V muni d'une graduation (Vn)n∈N, telle que dim(Vn) soit
�nie pour tout n. Pour tout x ∈ V , x 6= 0, on pose poids(x) = min{n/x ∈ V0 ⊕ . . .⊕ Vn}.

On identi�e V ∗
n ave
 {f ∈ V ∗/f(Vk) = (0) si k 6= n} ⊆ V ∗

, et on pose V ∗g =
⊕
V ∗
n = {f ∈

V ∗/∃ n0, f(Vn) = (0) si n ≥ n0} ; V ∗g
est un espa
e gradué, ave
 (V ∗g)n = V ∗

n .

Les quatre résultats suivants sont des adaptations de résultats 
lassiques en dimension �nie :

Lemme 1 Soit (ei)i∈I une base de V formée d'éléments homogènes. Pour i ∈ I, on dé�nit fi ∈ V ∗
par

fi(ej) = δi,j , où δ est le symbole de Krone
ker. Alors (fi)i∈I est une base de V ∗g
.

Lemme 2 Soient V et W deux espa
es gradués et soit γ : V 7−→W , homogène de degré k ∈ Z. Alors il

existe une unique appli
ation γ∗g :W ∗g 7−→ V ∗g
, telle que :

γ∗g(f)(x) = f(γ(x)) ∀f ∈W ∗g, ∀x ∈ V.

De plus, γ∗g est homogène de degré −k.

On munit V ⊗ V d'une graduation donnée par (V ⊗ V )n =
∑

k+l=n

Vk ⊗ Vl.

Lemme 3 On 
onsidère l'appli
ation suivante :

θV : V ∗g ⊗ V ∗g 7−→ (V ⊗ V )∗g

f ⊗ g 7−→
{
V ⊗ V 7−→ K
x⊗ y 7−→ f(x)g(y).

Alors θV est un isomorphisme d'espa
es gradués.

Soit V un espa
e gradué, et W un sous-espa
e de V . On dira que W est un sous-espa
e gradué de V
si W =

⊕
(W ∩ Vn).

Lemme 4 Soit W un sous-espa
e gradué de V . Alors W⊥⊥ =W .

1.2 Cas d'une algèbre de Hopf

Soit (A,m, η,∆, ε, S) une K-algèbre de Hopf graduée, 
'est-à-dire qu'il existe une graduation (An)n∈N

de l'espa
e ve
toriel A, ave
 :

m(An ⊗Am) ⊆ An+m, ∀n,m ∈ N,

∆(An) ⊆
∑

k+l=n

Ak ⊗Al, ∀n ∈ N.

(C'est-à-dire que m et ∆ sont homogènes de degré 0).

En utilisant les lemmes 2 et 3, on montre, 
omme dans le 
as où A est de dimension �nie :
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Théorème 5 A∗g
est muni d'une stru
ture d'algèbre de Hopf graduée donnée par :

1. ∀f, g ∈ A∗g
, ∀x ∈ A, (fg)(x) = (f ⊗ g)(∆(x)) ;

2. 1A∗g = ε ;

3. ∀f ∈ A∗g
, ∀x, y ∈ A, ∆(f)(x⊗ y) = f(xy) ;

4. ∀f ∈ A∗g
, ε(f) = f(1) ;

5. ∀f ∈ A∗g
, ∀x ∈ A, (S(f)) (x) = f (S(x)) ;

6. (A∗g)n = A∗
n.

Proposition 6 1. (A∗g)∗g et A sont isomorphes 
omme algèbres de Hopf graduées.

2. Soit M = Ker(ε) l'idéal d'augmentation de A. Soit Prim(A∗g) = {f ∈ A∗g/∆(f) = 1⊗f+f⊗1}.
Alors dans la dualité entre A et A∗g

, Prim(A∗g)⊥ = (1)⊕M2.

Preuve :

1. Preuve semblable au 
as de la dimension �nie.

2. (1) ⊆ Prim(A∗g)⊥ : soit p ∈ Prim(A∗g). Alors p(1) = ε(p) = 0.
M2 ⊆ Prim(A∗g)⊥ : soit m ∈ M2

. On peut supposer m = m1m2, ε(m1) = ε(m2) = 0. Soit p ∈
Prim(A∗g). On a :

p(m1m2) = ∆(p)(m1 ⊗m2)

= (1⊗ p+ p⊗ 1)(m1 ⊗m2)

= ε(m1)p(m2) + p(m1)ε(m2)

= 0.

(
(1)⊕M2

)⊥ ⊆ Prim(A∗g) : soit f ∈
(
(1)⊕M2

)⊥
. Il s'agit de montrer : ∀x, y ∈ A, ∆(f)(x ⊗ y) =

(f ⊗ 1 + 1⊗ f)(x⊗ y), 
'est-à-dire : f(xy) = f(x)ε(y) + ε(x)f(y). Comme A = (1)⊕Ker(ε), il su�t de


onsidérer les trois 
as suivants :

1. x = y = 1 : il faut montrer f(1) = 2f(1), 
e qui est vrai 
ar f ∈ (1)⊥ ;

2. x = 1, ε(y) = 0 ou ε(x) = 0, y = 1 : évident ;

3. ε(x) = ε(y) = 0 : alors xy ∈M2
, et don
 f(xy) = 0.

On a montré (1)⊕M2 ⊆ Prim(A∗g)⊥ et

(
(1)⊕M2

)⊥ ⊆ Prim(A∗g). Comme A et A∗g
sont des algèbres

de Hopf graduées, Prim(A∗g) et M2
sont des sous-espa
es gradués. On obtient don
 les in
lusions

ré
iproques par passage à l'orthogonal en utilisant le lemme 4. ✷

1.3 Algèbres de Hopf graduées 
o
ommutatives

On suppose désormais les deux 
onditions suivantes :

(C1) A est 
onnexe, 
'est-à-dire dim(A0) = 1 ;

(C2) les An sont de dimension �nie.

On a alors A0 = (1). D'après [3℄, proposition III.3.5, on a Ker(ε) =
⊕

n≥1An.

On rappelle le théorème de Cartier-Milnor-Moore-Quillen (voir [14℄) :

Théorème 7 (Cartier-Milnor-Moore-Quillen) Soit A une algèbre de Hopf 
o
ommutative graduée

véri�ant (C1). Alors A est isomorphe à U(Prim(A)) 
omme algèbre de Hopf graduée.
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2 Eléments primitifs d'une algèbre de Hopf graduée

2.1 Eléments symétriques

Dé�nition 8 Soit A une algèbre de Hopf ; on note S(A) la plus grande sous-
ogèbre 
o
ommutative de

A.

Si (Ci)i∈I est une famille de sous-
ogèbres 
o
ommutatives de A, alors
∑
Ci est en
ore une sous-


ogèbre 
o
ommutative de A. Don
 S(A) existe.

Proposition 9 S(A) est une sous-algèbre de Hopf de A. De plus, si A est graduée, S(A) est une sous-

algèbre de Hopf graduée de A.

Preuve : l'algèbre engendrée par S(A) est en
ore une sous-
ogèbre 
o
ommutative de A, et don
 est in
luse
dans S(A). par suite, S(A) est une sous-bigèbre de A. Comme l'antipode SA est un antimorphisme de


ogèbres, on a SA(S(A)) ⊆ S(A), don
 S(A) est une sous-algèbre de Hopf de A.
Supposons A graduée. Considérons S ′(A) =

⊕S(A) ∩ An. On montre fa
ilement que S ′(A) est une
sous-
ogèbre 
o
ommutative, don
 in
luse dans S(A), 
e qui montre que S(A) est graduée. ✷

Proposition 10 Supposons A graduée en dimension �nie et 
onnexe. Alors S(A) est isomorphe 
omme

algèbre de Hopf graduée à U(Prim(A)). De plus, S(A)∗g est isomorphe 
omme algèbre de Hopf graduée

à l'abélianisée (A∗g)ab de A
∗g
.

Preuve : d'après le théorème de Milnor-Moore, S(A) est isomorphe à U(Prim(S(A))). Il su�t don


de montrer que Prim(A) ⊂ S(A) : Prim(A) + (1) est une sous-
ogèbre 
o
ommutative de A, et don

Prim(A) + (1) ⊂ A.

On note IA∗g
l'idéal abélianisateur de A∗g

. Par dé�nition de S(A), S(A)⊥ est le plus petit idéal

bilatère de A∗g
, tel que le quotient par 
et idéal soit 
ommutatif : il s'agit don
 de IA∗g

. Comme S(A)∗g
s'identi�e au quotient de A∗g

par S(A)⊥, on a le résultat annon
é. ✷

Remarque : on peut montrer que S(A) = {x ∈ A/σ.∆n−1(x) = ∆n−1(x), ∀n ∈ N∗, ∀σ ∈ Sn}, où Sn
agit sur A⊗n

de la manière suivante : σ.(a1 ⊗ . . .⊗ an) = aσ(1) ⊗ . . .⊗ aσ(n).

2.2 Cogèbre de Lie

Proposition 11 Soit A une algèbre de Hopf graduée en dimension �nie. SoitMA son idéal d'augmentation.

Alors

MA

M2
A

est muni d'une stru
ture de 
ogèbre de Lie donnée par :

δ(πA(x)) = (πA ⊗ πA)(∆(x) −∆op(x)), ∀x ∈MA,

où πA : MA 7−→ MA

M2
A

est la surje
tion 
anonique. De plus,

(
MA

M2
A

)∗g

est isomorphe à Prim(A∗g) 
omme

algèbre de Lie graduée.

Preuve : Prim(A∗g)∗g s'identi�e à

A
Prim(A∗g)⊥

= A
1⊕M2

A

≈ MA

M2
A

. La stru
ture de 
ogèbre de Lie induite

sur

MA

M2
A

en transposant la stru
ture d'algèbre de Lie de Prim(A∗g) est 
elle dé
rite dans la proposition. ✷

On note P (A) =

{

x ∈ MA

M2
A

/δ(x) = 0

}

.

Lemme 12 πA(Prim(A)) = πA(S(A)) ⊆ P (A).

Preuve : d'après le théorème de Poin
aré-Birkhof-Witt, MS(A) = Prim(A) +M2
S(A) ; de plus, M

2
S(A) ⊆

M2
A, don
 tout x ∈ MS(A) peut s'é
rire x = p +m, p ∈ Prim(A), m ∈ M2

A. Par suite, πA(x) = πA(p),
d'où la première égalité.

Soit p ∈ Prim(A). Alors δ(πA(p)) = (πA⊗πA)(p⊗1+1⊗p−1⊗p−p⊗1) = 0, d'où πA(Prim(A)) ⊆
P (A). ✷

Proposition 13 Soit A une algèbre de Hopf graduée 
onnexe. Soit ̟A : A 7−→ Aab la surje
tion


anonique. Alors ̟A induit un isomorphisme de 
ogèbres de Lie graduées :

̟A :
MA

M2
A

7−→ MAab

M2
Aab

.
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Preuve : ̟(MA) ⊆ MAab
, don
 ̟(M2

A) ⊆ MA2
ab
. Par suite, ̟A est bien dé�nie. Comme ̟A est un

morphisme de 
ogèbres, ̟A est un morphisme de 
ogèbres de Lie.

̟A est inje
tif : Ker(̟A) = IA, où IA est l'idéal abélianisateur de A. Par suite, si x ∈ Ker(̟A),
alors x ∈ IA +M2

A. Comme IA ⊆M2
A, alors x ∈M2

A, et don
 x = 0.
̟A est surje
tif 
ar ̟A l'est. ✷

SoitA une algèbre de Hopf graduée. Comme̟A est un morphisme d'algèbres de Hopf, ̟A(Prim(A)) ⊆
Prim(Aab), et ̟A : Prim(A) 7−→ Prim(Aab) est un morphisme d'algèbres de Lie. Comme Prim(Aab)
est une algèbre de Lie abélienne (
ar Aab est 
ommutative), on a alors un morphisme :

φA : Prim(A)ab 7−→ Prim(Aab)

p+ [Prim(A), P rim(A)] 7−→ p+ IA.

De plus, [Prim(A), P rim(A)] ⊆M2
A. D'après le lemme 12, on a don
 une appli
ation linéaire :

ψA : Prim(A)ab 7−→ P (A)

p+ [Prim(A), P rim(A)] 7−→ p+M2
A.

Remarque : le dual gradué de Prim(A) est identi�é à MA∗g

M2
A∗g

. On a alors :

[Prim(A), P rim(A)]⊥ = Im([, ])⊥ = Ker([, ]∗g) = Ker(δ) = P (A∗g).

Le dual gradué de Prim(A)ab s'identi�e don
 à P (A
∗g). Par dualité, le dual gradué de P (A) s'identi�e

à Prim(A∗g)ab. On a alors :

ψ∗g
A : Prim(A∗g)ab 7−→ P (A∗g)

p+ [Prim(A∗g), P rim(A∗g)] 7−→ p+ IA∗g .

Par suite, ψ∗g
A = ψA∗g

.

2.3 Les 
as 
o
ommutatifs ou 
ommutatifs

Théorème 14 Soit A une algèbre de Hopf 
o
ommutative, graduée et 
onnexe. Alors φA et ψA sont des

bije
tions. De plus, Prim(A) ∩M2
A = Prim(A) ∩ IA = [Prim(A), P rim(A)].

Preuve : d'après le théorème de Milnor-Moore, A est isomorphe à U(g), où g = Prim(A). Montrons

d'abord que g ∩M2
A = g ∩ IA = [g, g].

Supposons d'abord A 
ommutative. Alors g ∩ IA = [g, g] = (0). De plus, A est isomorphe à une

algèbre S(V ), ave
 V un espa
e ve
toriel gradué, muni du 
oproduit donné par ∆(v) = v ⊗ 1 + 1 ⊗ v,
∀v ∈ V . Or Prim(S(V )) = V , et M2

S(V ) = S2(V ) ⊕ . . .. Don
 Prim(S(V )) ∩ M2
S(V ) = (0), d'où

g ∩M2
A = (0).

Cas général : soit F1 : U(g) 7−→ U(gab) induit par la surje
tion 
anonique g 7−→ gab. Comme U(gab)
est 
ommutative, on a un morphisme d'algèbres de Hopf induit :

F 1 : U(g)ab 7−→ U(gab)
p+ IU(g) 7−→ p+ [g, g], ∀p ∈ g.

On a un morphisme d'algèbres de Lie g 7−→ Prim(U(g)ab), induit par la surje
tion 
anonique de U(g)
sur U(g)ab. Comme Prim(U(g)ab) est abélienne, on a un morphisme d'algèbres de Lie induit de gab dans

Prim(U(g)ab), et don
 un morphisme d'algèbres de Hopf :

F 2 : U(gab) 7−→ U(Prim(U(g)ab))
p+ [g, g] 7−→ p+ IU(g), ∀p ∈ g.

L'inje
tion 
anonique de Prim(U(g)ab) dans U(g)ab induit un morphisme d'algèbres de Hopf :

F3 : U(Prim(U(g)ab)) 7−→ U(g)ab
p+ IU(g) 7−→ p+ IU(g), ∀p ∈ g.

On déduit alors fa
ilement que F3◦F 2 est l'inverse de F 1, et don
 F 1 est une bije
tion. Par suite, le noyau

de F1 est IU(g). De plus, F1|g est la surje
tion 
anonique de g sur gab, don
 Ker(F1|g) = IU(g)∩g = [g, g].
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De plus, F1(M
2
U(g)∩g) ⊆M2

U(g)ab
∩Prim(U(g)ab) = (0) d'après le premier 
as. Don
M2

U(g)∩g ⊆ IU(g)∩g.
L'in
lusion ré
iproque est évidente.

L'isomorphisme F 1 : U(g)ab 7−→ U(gab) restreint aux éléments primitifs induit φA, et don
 φA est un

isomorphisme.

De plus, P (A) = MA

M2
A


ar A est 
o
ommutative. Comme Prim(A) +M2
A = A, ψA est surje
tive.

En�n, Ker(πA|Prim(A)) = Prim(A) ∩M2
A = [Prim(A), P rim(A)], don
 ψA est inje
tive. ✷

Corollaire 15 Soit A une algèbre de Hopf 
ommutative, graduée en dimension �nie et 
onnexe. Alors φA
et ψA sont des isomorphismes. De plus, Prim(A) ∩M2

A = Prim(A) ∩ IA = [Prim(A), P rim(A)] = (0).

Preuve : on a [Prim(A), P rim(A)] = (0), et IA = (0) 
ar A est 
ommutative. Don
 φA : Prim(A) 7−→
Prim(A) est l'identité. Posons B = A∗g

, alors B est une algèbre de Hopf 
o
ommutative graduée


onnexe. D'après le résultat pré
édent, ψB est une bije
tion. Par suite, ψ∗g
B = ψA est une bije
tion.

Don
 Ker(πA) ∩ Prim(A) =M2
A ∩ Prim(A) = [Prim(A), P rim(A)]. On a alors (0) ⊆ Prim(A) ∩ IA ⊆

Prim(A) ∩M2
A = [Prim(A), P rim(A)] = (0), et don
 Prim(A) ∩ IA = (0). ✷

Corollaire 16 Soit A une algèbre de Hopf graduée en dimension �nie et 
onnexe. Alors :

[Prim(A), P rim(A)] ⊆ Prim(A) ∩M2
A = Prim(A) ∩ IA.

Preuve : on a immédiatement [Prim(A), P rim(A)] ⊆ Prim(A) ∩ IA ⊆ Prim(A) ∩ M2
A. Soit x ∈

Prim(A)∩M2
A. Alors x+ IA ∈ Prim(Aab)∩M2

Aab
. D'après le 
orollaire pré
édent, x+ IA = 0 dans Aab,

et don
 x ∈ Prim(A) ∩ IA. ✷

2.4 
as général

Proposition 17 Soit A algèbre de Hopf graduée 
onnexe. Les 
onditions suivantes sont équivalentes :

1. φA est inje
tif. 2. ψA est inje
tif.

3. φA∗g
est surje
tif. 4. ψA∗g

est surje
tif.

5. Prim(A) ∩M2
A = [Prim(A), P rim(A)]. 6. S(A) ∩M2

A =M2
S(A).

Preuve :

1 ⇔ 5 : φA est inje
tif si, et seulement si, Ker(̟A) ∩ Prim(A) = [Prim(A), P rim(A)]. Or

Ker(̟A) = IA, don
 Ker(̟A) ∩ Prim(A) = IA ∩ Prim(A) = M2
A ∩ Prim(A) d'après le 
orollaire

16.

5 ⇒ 6 : S(A) étant une algèbre enveloppante, on aMS(A) = Prim(A)+M2
S(A). De plus,M

2
S(A) ⊆M2

A,

don
 S(A) ∩ M2
A = Prim(A) ∩ M2

A + M2
S(A) = [Prim(A), P rim(A)] + M2

S(A) ⊆ M2
S(A). L'in
lusion

ré
iproque est évidente.

6 ⇒ 5 : on a alors Prim(A) ∩M2
A ⊆ Prim(A) ∩M2

S(A) = [Prim(A), P rim(A)] d'après le théorème

14. L'in
lusion ré
iproque est évidente.

1 ⇔ 2 : Ker(πA|Prim(A)) = Prim(A) ∩ M2
A et Ker(̟A|Prim(A)) = Prim(A) ∩ IA. D'après le


orollaire 16, Ker(πA|Prim(A)) = Ker(̟A|Prim(A)). On a don
 :

φA est inje
tif ⇔ Ker(̟A|Prim(A)) = [Prim(A), P rim(A)]

⇔ Ker(πA|Prim(A)) = [Prim(A), P rim(A)]

⇔ ψA est inje
tif.

3 ⇔ 4 : posons B = A∗g
. Le diagramme suivant est 
ommutatif :

B
̟B−−−−→ Bab

πB



y



yπBab

MB

M2
B

∼−−−−→ MBab

M2
Bab

On en déduit la 
ommutativité du diagramme suivant :

Prim(B)
̟B−−−−→ Prim(Bab)

πB



y



yπBab

P
(
MB

M2
B

)
∼−−−−→ P

(
MBab

M2
Bab

)

6



On en déduit par passage au quotient la 
ommutativité du diagramme suivant :

Prim(B)
[Prim(B),Prim(B)]

φB−−−−→ Prim(Bab)

ψB



y



yψBab

P
(
MB

M2
B

)
∼−−−−→ P

(
MBab

M2
Bab

)

Comme Bab est 
ommutative, ψBab
est bije
tif. Don
 ψB est surje
tif si, et seulement si, φB l'est.

2 ⇔ 4 : 
ar ψA∗g = ψ∗g
A . ✷

3 Comodules et bi
omodules

Dans 
ette se
tion, C désigne une 
ogèbre graduée en dimension �nie, non né
essairement 
onnexe.

Les C-
omodules à gau
he seront simplement appelés 
omodules ou C-
omodules.

3.1 Comodules libres

Soit I un ensemble non vide. On note :

∐

i∈I

C =

{

(xi)i∈I ∈
∏

i∈I

C / ∃n0 ∈ N, ∀i ∈ I, poids(xi) ≤ n0

}

.

Proposition 18 Pour tout ensemble non vide I,
∐

i∈I C est muni d'une stru
ture de 
omodule telle que

pour tout j ∈ I, les appli
ations suivantes soient des morphismes de 
omodules :

αj : C 7−→ ∐

i∈I C et βj :
∐

i∈I C 7−→ C
x 7−→ (xδi,j)i∈I , (xi)i∈I 7−→ xj .

Preuve : on note C≤n = {x ∈ C / poids(x) ≤ n}, de sorte que :

∐

i∈I

C =
⋃

n∈N

(
∏

i∈I

C≤n

)

.

Soit n ∈ N. On 
onsidère l'appli
ation suivante :

Θn : C≤n ⊗
(
∏

i∈I

C≤n

)

7−→
∏

i∈I

(C≤n ⊗ C≤n)

x(1) ⊗ (x
(2)
i )i∈I 7−→ (x(1) ⊗ x

(2)
i )i∈I .

Θn est évidemment inje
tive ; montrons qu'elle est surje
tive. Soit (ek)k≤N une base de C≤n. Tout

élément y de

∏
(C≤n ⊗ C≤n) peut s'é
rire :

y =




∑

k,l≤N

λ
(k,l)
i ek ⊗ el





i∈I

, λ
(k,l)
i ∈ K.

On a alors :

y = Θn




∑

k≤N

ek ⊗




∑

l≤N

λ
(k,l)
i el





i∈I



 .

Soit alors (xi)i∈I ∈ ∐C. Choisissons n, tel que (xi)i∈I ∈ ∏C≤n. Pour tout i ∈ I, ∆(xi) ∈ C≤n ⊗ C≤n.

On pose alors :

∆((xi)i∈I) = Θ−1
n ((∆(xi))i∈I) ∈ C ⊗

(
∐

i∈I

C

)

.

La 
ommutativité du diagramme suivant montre que ∆((xi)i∈I) ne dépend pas du 
hoix de n :
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C≤n ⊗
(∏

i∈I C≤n

) Θn−−−−→ ∏

i∈I(C≤n ⊗ C≤n)


y



y

C≤n+m ⊗
(∏

i∈I C≤n+m

) Θn+m−−−−→ ∏

i∈I(C≤n+m ⊗ C≤n+m)

(les �è
hes verti
ales sont les inje
tions 
anoniques).

Il est alors 
lair que ∆ véri�e toutes les 
onditions voulues. ✷

Théorème 19 Soit B un C-
omodule quel
onque. Alors il existe un ensemble non vide I, tel que B soit

isomorphe à un sous-
omodule de

∐

i∈I C.

Preuve : soit B un 
omodule quel
onque. Alors B∗
est un A-module, où A désigne l'algèbre C∗g

. On sait

qu'il existe un ensemble non vide I, tel qu'on ait une surje
tion π :
⊕

i∈I A 7−→ B∗
. En dualisant, on a

don
 une inje
tion π∗ : B ⊆ B∗∗ 7−→ ∏

i∈I A
∗
. Soit b ∈ B. Posons π∗(b) = (fi)i∈I , ave
 fi ∈ A∗

, ∀i ∈ I.
Soit n ∈ N, tel que ∆B(b) ∈ C≤n ⊗B. Montrons que pour tout i ∈ I et pour tout m ≥ n, fi(Am) = (0),

e qui prouvera que pour tout i ∈ I, fi ∈ A∗g = C, ave
 poids(fi) ≤ n. Soit 1j = δi,j1A, ∀j ∈ I ; alors

(1j)j∈J ∈⊕i∈I A.

fi(Am) = π∗(b)(Am.(1j)j∈I)

= π(Am.(1j)j∈I)(b)

= Am.π((1j)j∈I)(b)

⊆ (Am ⊗ π((1j)j∈J )) (C≤n ⊗B)

⊆ (0).

Par suite, π∗ : B 7−→ ∐

i∈I C. Comme π est un morphisme de A-modules, π∗
est un morphisme de


omodules. ✷

Remarques :

1. On peut montrer que

∐

i∈I C est un 
omodule inje
tif pour tout I.

2. Si I est �ni, alors les deux 
omodules

∐

i∈I C et

⊕

i∈I C sont égaux.

3. Si I n'est pas �ni et si C n'est pas de dimension �nie, alors

∏

i∈I C n'est pas un C-
omodule.

3.2 Stru
ture des 
omodules

Proposition 20 Soit B un C-
omodule quel
onque. Alors il existe B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn ⊆ . . . des
sous-
omodules de B tels que :

1. B =
⋃

n∈N
Bn ;

2. B0 est un 
omodule trivial ;

3. ∀n ∈ N,
Bn+1

Bn
est un 
omodule trivial.

Preuve : supposons d'abord B de la forme

∐

i∈I

C. On pose alors :

Bn =
∏

i∈I

C≤n.

Comme ∆(C≤n) ⊆ C≤n ⊗ C≤n, 
e sont des sous-
omodules. On a immédiatement le premier et le

deuxième point. De plus, pour tout c ∈ C≤n+1, ∆(c) = 1 ⊗ c + C ⊗ C≤n, don

C≤n+1

C≤n
est un 
omodule

trivial ; par suite,

Bn+1

Bn
est un 
omodule trivial.

Cas général : soit B′
de la forme pré
édente, tel que B s'identi�e à un sous-
omodule de B′

. On pose

Bn = B ∩B′
n. Le premier point est alors véri�é. B0 est un sous-
omodule de B′

0, don
 
'est un 
omodule

trivial. De même,

Bn+1

Bn
=

B′
n+1∩B

B′
n∩B

s'inje
te dans

B′
n+1

B′
n
, et don
 est trivial. ✷

Corollaire 21 Soit B un C-
omodule quel
onque.
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1. On pose B(0) = {b ∈ B /∆B(b) = 1⊗ b}. Alors B(0)
est un sous-
omodule de B, non nul si B est

non nul.

2. On dé�nit B(i)
par ré
urren
e de la manière suivante :

B(i) ⊆ B(i+1) ;
B(i+1)

B(i)
=

(
B

B(i)

)(0)

.

Alors B =
⋃

n∈N
B(n)

.

Preuve : il est évident que B(0)
est un sous-
omodule de B. Une ré
urren
e simple montre que (B(n))n∈N

est une suite 
roissante de sous-
omodules.

Soit (Bn)n∈N une se
onde suite 
roissante de sous-
omodules, obtenue par la proposition pré
édente.

Si B est non nul, quitte à supprimer les premiers termes, on peut supposer que B0 6= (0). Montrons par

ré
urren
e sur n que Bn ⊆ B(n)
, 
e qui prouvera que B(0) 6= (0) si B 6= (0), et que

⋃
B(n) = B. Si

n = 0, 
omme B0 est trivial, B0 ⊆ B(0)
par dé�nition de B(0)

. Supposons Bn−1 ⊆ B(n−1)
. On a alors

un morphisme 
anonique de 
omodules :

Bn

Bn−1
7−→ B

B(n−1) . Comme

Bn

Bn−1
est un 
omodule trivial, son

image est également un 
omodule trivial, don
 est in
luse dans

B(n)

B(n−1) . On en déduit immédiatement que

Bn ⊆ B(n)
. ✷

Remarque : on a un résultat analogue pour les C-
omodules à droite.

Corollaire 22 Soit B un C-
omodule de dimension �nie. Alors B admet un drapeau 
omplet de sous-


omodules, 
'est-à-dire : il existe des sous-
omodules B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn = B, tels que Bi soit de
dimension i.

Preuve : on 
omplète la suite de sous-
omodules B(0) ⊆ . . . ⊆ B(k) = B en un drapeau de sous-

espa
es B0 ⊆ . . . ⊆ Bn = B. Montrons que Bi est un sous-
omodule. Il existe j ∈ {0, . . . , k}, tel que
B(j−1) ⊆ Bi ⊆ B(j)

, ave
 la 
onvention B(−1) = (0). Il su�t de montrer que

Bi

B(j−1) est un sous-
omodule

de

B(j)

B(j−1) . Ce dernier étant trivial, tous ses sous-espa
es sont des sous-
omodules. ✷

3.3 Stru
ture des bi
omodules

Soit (B,∆G,∆D) un C-bi
omodule, 
'est-à-dire :

1. BG = (B,∆G) est un C-
omodule à gau
he ;

2. BD = (B,∆D) est un C-
omodule à droite ;

3. (∆G ⊗ Id) ◦∆D = (Id⊗∆D) ◦∆G.

Proposition 23 Soit B un C-bi
omodule. Pour tout i ∈ N, B
(i)
G est un sous-bi
omodule de B. Pour

tout j ∈ N, B
(j)
D est un sous-bi
omodule de B. De plus, (B

(i)
G )

(j)
D = (B

(j)
D )

(i)
G = B

(i)
G ∩ B

(j)
D , pour tous

i, j ∈ N.

Preuve : montrons B
(0)
G est un sous-bi
omodule de B. On sait déjà qu'il s'agit d'un sous-
omodule à

gau
he. Soit x ∈ B
(0)
G . Alors ∆G(x) = 1 ⊗ x. On pose ∆D(x) =

∑

k x
′
k ⊗ x′′k , les x

′′
k ∈ C, linéairement

indépendants. On a alors :

(∆G ⊗ Id) ◦∆D(x) =
∑

k

∆G(x
′
k)⊗ x′′k = (Id⊗∆D) ◦∆G(x) =

∑

k

1⊗ x′k ⊗ x′′k.

Les x′′k étant linéairement indépendants, on a ∆G(x
′
k) = 1 ⊗ x′k, et don
 ∆D(B

(0)
G ) ⊆ B

(0)
G ⊗ C. Une

ré
urren
e simple montre que B
(i)
G est un sous-bi
omodule de B. La preuve est analogue pour B

(j)
D .

(B
(i)
G )

(j)
D ⊆ B

(i)
G ∩ B(j)

D : ré
urren
e sur j. C'est évident pour j = 0. Supposons l'in
lusion vraie au

rang j − 1. On a un morphisme 
anonique de bi
omodules :

(B
(i)
G )

(j)
D

(B
(i)
G

)
(j−1)
D

7−→ B

B
(j−1)
D

. Le bi
omodule de

départ étant trivial à droite, son image l'est également, et don
 est in
lus dans

B
(j)
D

B
(j−1)
D

. On en déduit que

(B
(i)
G )

(j)
D ⊆ B

(j)
D , d'où le résultat.

9



B
(i)
G ∩ B(j)

D ⊆ (B
(i)
G )

(j)
D : ré
urren
e sur j. C'est évident pour j = 0. Supposons l'in
lusion vraie au

rang j − 1. On a une in
lusion de bi
omodules

B
(i)
G

∩B
(j)
D

B
(i)
G

∩B
(j−1)
D

7−→ B
(j)
D

B
(j−1)
D

, et don


B
(i)
G

∩B
(j)
D

B
(i)
G

∩B
(j−1)
D

est trivial à

droite. Par suite, l'image du morphisme 
anonique de 
omodules

B
(i)
G ∩B

(j)
D

B
(i)
G

∩B
(j−1)
D

7−→ B
(i)
G

(B
(i)
G

)
(j−1)
D

est in
luse

dans

(B
(i)
G

)
(j)
D

(B
(i)
G )

(j−1)
D

, d'où l'in
lusion re
her
hée.

On démontre de manière analogue que (B
(j)
D )

(i)
G = B

(j)
D ∩B(i)

G . ✷

Proposition 24 Soit B un C-bi
omodule quel
onque. Alors il existe B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn ⊆ . . . des
sous-bi
omodules de B tels que :

1. B =
⋃

n∈N
Bn ;

2. B0 est un bi
omodule trivial ;

3. ∀n ∈ N,
Bn+1

Bn
est un bi
omodule trivial.

Preuve : on prend Bn =
∑

i+j=n

(B
(i)
G )

(j)
D . On véri�e fa
ilement toutes les propriétés demandées. ✷

Proposition 25 Soit B un C-bi
omodule quel
onque.

1. On pose B(0) = {b ∈ B /∆G(b) = 1⊗ b, ∆D(b) = b⊗ 1}. Alors B(0)
est un sous-bi
omodule de B,

non nul si B est non nul.

2. On dé�nit B(i)
par ré
urren
e de la manière suivante :

B(i) ⊆ B(i+1) ;
B(i+1)

B(i)
=

(
B

B(i)

)(0)

.

Alors B =
⋃

n∈N
B(n)

.

Preuve : analogue au 
as des 
omodules. ✷

Corollaire 26 Soit B un C-bi
omodule de dimension �nie. Alors B admet un drapeau 
omplet de sous-

bi
omodules, 
'est-à-dire : il existe des sous-bi
omodules B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Bn = B, tels que Bi soit de
dimension i.

Preuve : analogue au 
as des 
omodules. ✷

4 Cohomologie de Ho
hs
hild des 
ogèbres

On dualise la notion de 
ohomologie de Ho
hs
hild à valeurs dans un bimodule (voir [13℄). Soit C
une 
ogèbre, et soit (B,∆G,∆D) un C-bi
omodule. On pose Dn = L(B,C⊗n). Soit bn : Dn 7−→ Dn+1

dé�nie par :

bn(L)(b) = (Id⊗ L)(∆G(b)) +

n∑

i=1

(−1)i∆(i)(L(b)) + (−1)n+1(L⊗ Id)(∆D(b)),

où ∆(i) : C
⊗n 7−→ C⊗(n+1)

est dé�ni par ∆(i)(c1 ⊗ . . . ⊗ cn) = c1 ⊗ . . . ⊗ ∆(ci) ⊗ . . . ⊗ cn. On obtient

alors un 
omplexe D0
b07−→ D1

b17−→ D2
b27−→ . . .

bn−17−→ Dn
bn7−→ . . .. Les groupes de 
ohomologie du 
omplexe

ainsi obtenu sont notés Hn
∗ (C,B).

Soient σ1, σ2 deux endomorphismes de 
ogèbres de C. On 
onsidère le bi
omodule suivant : 
omme

espa
e ve
toriel, B = C, et pour tout b ∈ B :

∆G(b) = (σ1 ⊗ Id) ◦∆(b), ∆D(b) = (Id⊗ σ2) ◦∆(b).

On notera Hn
∗ (C, σ1, σ2) plut�t que H

n
∗ (C,B). L'espa
e des n-
o
y
les sera noté Zn∗ (C, σ1, σ2). En par-

ti
ulier, Z1
∗(C, σ1, σ2) = {L : C 7−→ C/∆ ◦ L = (σ1 ⊗ L+ L⊗ σ2) ◦∆}.

Supposons maintenant que C est une algèbre de Hopf. On peut alors prendre σ1 = Id, σ2 = η ◦ ε.
On notera Z1

∗(C) plut�t que Z
1
∗(C, Id, η ◦ ε). On a :

Z1
∗(C) = {L : C 7−→ C/∆ ◦ L(c) = (Id⊗ L)(∆(c)) + c⊗ 1, ∀c ∈ C}.
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5 Constru
tion et propriété universelle de HD
P,R

5.1 Constru
tion

Dé�nition 27 Un arbre plan enra
iné t est la donnée d'un graphe �ni orienté 
onnexe et sans bou
les,

muni d'un plongement dans le plan ; on suppose que l'un des sommets de 
e graphe n'est l'arrivée d'au
une

arête ; 
e sommet est appelé ra
ine de t. Les arbres plans enra
inés seront dessinés ave
 la ra
ine en bas.

Le poids de t est le nombre de ses sommets. L'ensemble des arbres plans enra
inés est noté TP,R.
Soit D un ensemble non vide. Un arbre plan enra
iné dé
oré par D est un arbre plan enra
iné t muni

d'une appli
ation dt de l'ensemble de ses sommets vers D. L'image d'un sommet s par 
ette appli
ation
est appelée dé
oration de s. L'ensemble des arbres plans enra
inés dé
orés par D sera noté T D

P,R. Pour

tout d ∈ D, on notera •d l'élément de T D
P,R formé d'un seul sommet dé
oré par d.

t t

t

t

t

t

t��❅❅
t t

t

t

t

t

t

t��❅❅
t t

t��❅❅
t t

t

t��❅❅
t t

t

t��❅❅
tt t

Figure 1: les arbres plans enra
inés de poids inférieur où égal à 4.

Soit D un ensemble non vide, et soit HD
P,R l'algèbre libre engendrée sur K par les éléments de T D

P,R.

Les mon�mes en les arbres plans enra
inés de 
ette algèbre sont appelés forêts planes enra
inées dé
orées ;

il sera souvent utile de 
onsidérer 1 
omme la forêt vide. L'ensemble des forêts planes enra
inées dé
orées

est noté FD
P,R. Le poids d'une forêt F = t1 . . . tn est par dé�nition poids(t1) + . . .+ poids(tn).

On va munir HD
P,R d'une stru
ture d'algèbre de Hopf. Soit t ∈ T D

P,R. Une 
oupe élémentaire de t est
une 
oupe sur une seule arête de t. Une 
oupe admissible de t est une 
oupe non vide telle que tout trajet

d'un sommet de t vers un autre ne ren
ontre au plus qu'une seule 
oupe élémentaire. L'ensemble des


oupes admissibles de t est noté Ad∗(t). Une 
oupe admissible c envoie t vers un 
ouple (P c(t), Rc(t)) ∈
FD
P,R × T D

P,R, tel que R
c(t) est la 
omposante 
onnexe de la ra
ine de t après la 
oupe, et P c(t) est la

forêt plane formée par les autres 
omposantes 
onnexes, pla
ées dans le même ordre.

D'autre part, si cv est la 
oupe vide de t, on pose P cv(t) = 1 et Rcv(t) = t. On dé�nit la 
oupe totale

de t 
omme une 
oupe ct telle P
ct(t) = t et Rct(t) = 1. L'ensemble formé des 
oupes admissibles de t,

de la 
oupe vide et de la 
oupe totale de t est noté Ad(t).

Soit maintenant F ∈ FD
P,R, F 6= 1. Il existe t1, . . . , tn ∈ T D

P,R, tels que F = t1 . . . tn. Une 
oupe

admissible de F est un n-uplet (c1, . . . , cn) tel que ci ∈ Ad(ti) pour tout i. Si toutes les ci sont vides (re-
spe
tivement totales), c est appelée la 
oupe vide de F (respe
tivement la 
oupe totale de F ). L'ensemble
des 
oupes admissibles non vides et non totales de F est noté Ad∗(F ). L'ensemble de toutes les 
oupes
admissibles de F est noté Ad(F ). Pour c = (c1, . . . , cn) ∈ Ad(F ), on pose P c(F ) = P c1(t1) . . . P

cn(tn) et
Rc(F ) = Rc1(t1) . . . R

cn(tn).

On dé�nit ∆ : HD
P,R 7−→ HD

P,R ⊗HD
P,R par :

∆(1) = 1⊗ 1,

∆(F ) =
∑

c∈Ad(F )

P c(F )⊗Rc(F )

= 1⊗ F + F ⊗ 1 +
∑

c∈Ad∗(F )

P c(F )⊗Rc(F ), pour F ∈ FD
P,R, F 6= 1. (1)

Soit F = t1 . . . tn ∈ FD
P,R. On déduit immédiatement de la dé�nition des 
oupes admissibles de F que

∆(F ) = ∆(t1) . . .∆(tn), et don
 ∆ est un morphisme d'algèbres. On véri�e fa
ilement que la 
ounité est

donnée par ε(1) = 1, ε(F ) = 0, ∀F ∈ FD
P,R, F 6= 1.

Pour montrer que (HD
P,R,m, η,∆, ε) est une bigèbre, il reste à montrer que ∆ est 
oasso
iatif. Pour


ela, on introduit les opérateurs suivants : pour d ∈ D, on pose B+
d : FD

P,R 7−→ T D
P,R, tel que B

+
d (t1 . . . tn)
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oupes admissibles : r

r❅�
r r

�

a
b

dc

r

r❅�
r r

❅

a
b

dc

r

r❅�
r r

a
b

dc

r

r❅�
r r

� ❅

a
b

dc

∆(
r

r❅�
r r

a
b

dc
)=

r

r❅�
r r

a
b

dc
⊗ 1 + r

c ⊗
r

r

r

a
b

d

+ r
d ⊗

r

r

r

a
b

c

+ r r
dc ⊗ r

r

a
b
+ r❅�

r r

b

dc
⊗ ra + 1 ⊗

r

r❅�
r r

a
b

dc

Figure 2: 
al
ul d'un 
oproduit dans HD

P,R, ave
 D = {a, b, c, d}.

est l'arbre plan enra
iné dé
oré obtenu en reliant les ra
ines de t1, . . . , tn (dans 
et ordre) à une ra
ine


ommune dé
orée par d. En parti
ulier, B+
d (1) = •d. On prolonge B+

d en un opérateur de HD
P,R.

On dé�nit également B− : T D
P,R 7−→ FD

P,R, qui envoie un arbre enra
iné plan dé
oré t sur la forêt

obtenue en �tant la ra
ine de t. On a B− ◦B+
d (F ) = F , ∀F ∈ FD

P,R, ∀d ∈ D.

Proposition 28 ∀x ∈ HD
P,R, ∆

(
B+
d (x)

)
= B+

d (x)⊗ 1 + (Id⊗B+
d ) ◦∆(x).

Preuve : il su�t de le montrer pour F = t1 . . . tn ∈ FD
P,R. Dans 
e 
as, on a une bije
tion α : Ad(F ) 7−→

Ad(B+
d (F ))−{
oupe totale de B+

d (F )}, qui envoie la 
oupe c de F sur la 
oupe α(c) de B+
d (F ) telle que

Pα(c)(B+
d (F )) = P c(F ) et Rα(c)(B+

d (F )) = B+
d (P

c(F )). Le résultat dé
oule alors immédiatement de (1).

✷

Montrons que ∆ est 
oasso
iatif. Il su�t de montrer que (∆ ⊗ Id) ◦ ∆(F ) = (Id ⊗ ∆) ◦ ∆(F ),
∀F ∈ FD

P,R. Pro
édons par ré
urren
e sur poids(F ). Si poids(F ) = 0, alors F = 1, et le résultat est

évident. Supposons la propriété vraie pour toute forêt de poids inférieur ou égal à n − 1, et soit F une

forêt de poids n. Deux 
as se présentent :

1. F /∈ T D
P,R : alors il existe deux forêts F1 et F2 de poids stri
tement inférieur à n telles que F = F1F2.

Le résultat dé
oule alors de la multipli
ativité de ∆.

2. F ∈ T D
P,R : alors il existe un unique d ∈ D et une unique F1 ∈ FD

P,R, F = B+
d (F1). La propriété

est vraie pour F1 d'après l'hypothèse de ré
urren
e. On a ∆(F ) = ∆
(
B+
d (F1)

)
= F ⊗ 1 + (Id ⊗

B+
d ) ◦∆(F1). D'où :

(Id⊗∆) ◦∆(F ) = F ⊗ 1⊗ 1 +
(
Id⊗ (∆ ◦B+

d )
)
◦∆(F1)

= F ⊗ 1⊗ 1 +
(
Id⊗ Id⊗B+

d

)
◦ (Id⊗∆) ◦∆(F1)

+
(
(Id⊗B+

d ) ◦∆(F1)
)
⊗ 1

= F ⊗ 1⊗ 1 +
(
Id⊗ Id⊗B+

d

)
◦ (∆⊗ Id) ◦∆(F1)

+
(
(Id⊗B+

d ) ◦∆(F1)
)
⊗ 1

= F ⊗ 1⊗ 1 +
(
∆⊗B+

d

)
◦∆(F1) +

(
(Id⊗B+

d ) ◦∆(F1)
)
⊗ 1

= (∆⊗ Id)
(
F ⊗ 1 + (Id⊗B+

d ) ◦∆(F1)
)

= (∆⊗ Id) ◦∆(F ).

(On a utilisé l'hypothèse de ré
urren
e pour la troisième égalité, et la proposition 28 pour la

première, la deuxième, la 
inquième et la sixième égalité.)

Il est 
lair que le poids dé�nit une graduation de la bigèbre HD
P,R. Comme HD

P,R est 
onnexe, elle possède

automatiquement une antipode notée S.

Théorème 29 (HD
P,R,m, η,∆, ε, S) est une algèbre de Hopf graduée.

On donnera dans le théorème 44 une expression de l'antipode.

Remarques :

1. la propriété 28 montre que B+
d ∈ Z1

∗(HD
P,R).
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2. Si D et D′
ont le même 
ardinal, il est évident que HD

P,R et HD′

P,R sont isomorphes 
omme algèbres

de Hopf.

3. On peut également e�e
tuer 
ette 
onstru
tion à partir de TP,R, l'ensemble des arbres enra
inés

plans (non dé
orés) ; l'algèbre de Hopf obtenue est notée HP,R. Quand le 
ardinal de D est égal

à 1, on a un isomorphisme d'algèbres de Hopf entre HD
P,R et HP,R qui envoie l'arbre dé
oré (t, dt)

sur t.

Le nombre d'arbres plans enra
inés (non dé
orés) de poids n est égal à τn = (2n−2)!
n!(n−1)! (n-ième nombre

de Catalan). Par suite, le nombre de forêts planes enra
inées de poids n dé
orées par un ensemble à D
éléments est Dnτn+1. En notant rn la dimension de la 
omposante homogène de poids n de HD

P,R, R(X)
la série génératri
e des rn, et D le 
ardinal de D, on en déduit :

Proposition 30 R(X) =
1−

√
1− 4DX

2DX
; rn =

(2n)!

(n+ 1)!n!
Dn.

5.2 Propriété universelle

Théorème 31 Soit A une algèbre de Hopf, D un ensemble non vide, et Ld ∈ Z1
∗(A) pour tout d ∈ D.

Alors il existe un unique morphisme d'algèbres de Hopf ϕ de HD
P,R dans A véri�ant :

ϕ ◦B+
d = Ld ◦ ϕ, ∀d ∈ D. (2)

Preuve :

Uni
ité : on doit avoir ϕ(1) = 1 ; de plus, pour tout t ∈ T D
P,R, dont la ra
ine est dé
orée par d,

ϕ(t) = ϕ
(
B+
d ◦B−(t)

)
= Ld ◦ ϕ(B−(t)). Comme poids(B−(t)) = poids(t) − 1, et 
omme T D

P,R engendre

HD
P,R, une ré
urren
e montre qu'il existe au plus un morphisme d'algèbres véri�ant (2).

Existen
e : T D
P,R engendre librement HD

P,R, don
 il existe un unique morphisme d'algèbres de HD
P,R

dansA véri�ant (2). Il s'agit de montrer que 
'est aussi un morphisme de 
ogèbres, 
'est-à-dire∆A (ϕ(t)) =
ϕ⊗ ϕ (∆(t)) , ∀t ∈ T D

P,R.
Pro
édons par ré
urren
e sur poids(t) : si poids(t) = 1, alors il existe d ∈ D, tel que t = •d.

Alors ∆A (ϕ(•d)) = ∆A (d ◦ ϕ(1))
= ∆A (Ld(1))

= Ld(1)⊗ 1 + 1⊗ Ld(1)

= ϕ⊗ ϕ (∆(•d)) .

Supposons l'hypothèse vraie pour tout t′ de poids < n et soit t de poids n. Soit d la dé
oration de la

ra
ine de t et soit F = B−(t) ; alors t = B+
d (F ). On a :

∆A (ϕ(t)) = ∆A (d ◦ ϕ(F ))
= Ld(ϕ(F )) ⊗ 1 + (Id⊗ Ld) ◦∆A(ϕ(F ))

= ϕ(t)⊗ 1 + (Id⊗ Ld) ◦ (ϕ⊗ ϕ) ◦∆(F )

= (ϕ⊗ ϕ)
(
t⊗ 1 + (Id⊗B+

d ) ◦∆(F )
)

= ϕ⊗ ϕ (∆(t)) .

(On a utilisé le fait que Ld soit un 1-
o
y
le pour la deuxième égalité, l'hypothèse de ré
urren
e pour

la troisième égalité, l'équation (2) pour la troisième et la quatrième égalité, et le fait que B+
d soit un

1-
o
y
le pour la dernière égalité.) ✷

6 Dual gradué de HD
P,R

6.1 Constru
tion de la forme bilinéaire ( , )

Dans toute 
ette se
tion, on suppose D �ni de 
ardinal D. Comme nous l'avons remarqué à la �n de

la partie 5.1 (remarque 1), on peut supposer que D = {1, . . . , D}.

Lemme 32 Soit p =
∑

F∈FD
P,R

aFF un primitif non nul de HD
P,R. Alors il existe F ∈ FD

P,R, de la forme

t1 . . . tn−1•d, d ∈ D, telle que aF soit non nul.
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Preuve : soit F = t1 . . . tn ∈ FD
P,R telle que :

a) aF 6= 0,

b) si G = t′1 . . . t
′
m ∈ FD

P,R est telle que que aG 6= 0, alors m ≤ n, et si n = m, poids(t′n) ≥ poids(tn).

On note d la dé
oration de la ra
ine de tn. Soit G = t′1 . . . t
′
m ∈ FD

P,R. On suppose que Ad(G)

ontient une 
oupe c = (c1, . . . , cm) telle que Rc(G) = t1 . . . tn−1•d et P c(G) = B−(tn). Remarquons que

né
essairement, m ≥ n. Trois 
as se présentent :

1. soit m > n : dans 
e 
as aG = 0 ;

2. soit m = n et l'une des ci, i < n, n'est pas vide : alors poids(t′n) < poids(tn), et don
 aG = 0 ;

3. soit m = n et toutes les ci, i < n, sont vides : alors G = F , et alors c est unique.

On en déduit que dans la base (F1 ⊗F2)Fi∈FD
P,R

de HD
P,R⊗HD

P,R, le 
oe�
ient dans l'é
riture de ∆(p) de

B−(tn)⊗t1 . . . tn−1•d est aF . Comme p est primitif, né
essairementB−(tn) = 1, d'où F = t1 . . . tn−1•d. ✷

Soit d ∈ D. On dé�nit γd : HD
P,R 7−→ HD

P,R par :

γd(1) = 0, γd(t1 . . . tn) =

{
0 si tn 6= •d,

t1 . . . tn−1 si tn = •d.

Proposition 33 1. γd est suje
tive, homogène de degré −1.

2. ∀x, y ∈ HD
P,R, γd(xy) = γd(x)ε(y) + xγd(y) ;

3. ∀p ∈ Prim(HD
P,R), p 6= 0, ∃d ∈ D, γd(p) 6= 0.

Preuve :

1. Immédiat.

2. On remarque que γd(t1 . . . tn) = t1 . . . tn−1γd(tn). Le résultat en dé
oule aussit�t.

3. Dé
oule immédiatement du lemme 32. ✷

Soit M l'idéal d'augmentation de (HD
P,R)

∗g
. D'après la proposition 6, l'orthogonal de (1) ⊕ M2

est Prim(HD
P,R). La dualité entre HD

P,R et (HD
P,R)

∗g
induit don
 une dualité entre Prim(HD

P,R) et

(HD
P,R)

∗g/
(
(1)⊕M2

)
.

On pose γd = γd|Prim(HD
P,R

). Alors γd est homogène de degré −1 ; par suite, γd
∗g : (HD

P,R)
∗g 7−→

(HD
P,R)

∗g/
(
(1)⊕M2

)
est homogène de degré 1.

Soit γ :

{

Prim(HD
P,R) 7−→

(
HD
P,R

)D

p 7−→ (γ1(p), . . . , γD(p)).

Par la proposition 33-3, γ est inje
tive, don
 γ ∗g :
(
(HD

P,R)
∗g
)D 7−→ (HD

P,R)
∗g/
(
(1)⊕M2

)
est surje
tive.

Par suite, Im(γ ∗g) =

D∑

d=1

Im(γd
∗g) =

(HD
P,R)

∗g

(1)⊕M2
. Soit i l'inje
tion 
anonique de Prim(HD

P,R) dans

HD
P,R et soit π la surje
tion 
anonique de (HD

P,R)
∗g

sur (HD
P,R)

∗g/
(
(1)⊕M2

)
. On a i∗g = π ; 
omme

γd = γd ◦ i, on a γd
∗g = π ◦ γ∗gd ; on a alors :

D∑

d=1

Im(γ∗gd ) +
(
(1)⊕M2

)
= (HD

P,R)
∗g. (3)

Soient f ∈ (HD
P,R)

∗g
, x, y ∈ HD

P,R.

∆
(
γ∗gd (f)

)
(x⊗ y) = γ∗gd (f)(xy)

= f ◦ γd(xy)
= f(xγd(y)) + f(γd(x))ε(y)

=
(
(Id⊗ γ∗gd ) ◦∆(f) + γ∗gd (f)⊗ 1

)
(x⊗ y).

(On a utilisé la proposition 33-2 pour la troisième égalité).
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Don
 γ∗gd est un 1-
o
y
le de (HD
P,R)

∗g
. D'après le théorème 31, il existe un morphisme d'algèbres de

Hopf Ψ : HD
P,R 7−→ (HD

P,R)
∗g

véri�ant Ψ ◦B+
d = γ∗gd ◦Ψ.

Montrons que Ψ est homogène de poids 0 : soit F ∈ FD
P,R de poids n, il faut montrer que Ψ(F ) ∈ H∗

n.

Pro
édons par ré
urren
e sur n : si n = 0, alors F = 1, Ψ(1) = 1. Supposons la propriété vraie pour

toute forêt de poids stri
tement inférieur à n ; 
omme Ψ est un morphisme d'algèbres, on peut supposer

F ∈ T D
P,R. Alors F = B+

d (G), ave
 poids(G) = n − 1 ; don
 Ψ(F ) = Ψ ◦ B+
d (G) = γ∗gd ◦ Ψ(G) ; d'après

l'hypothèse de ré
urren
e, Ψ(G) ∈ H∗
n−1 ; 
omme γ∗gd est homogène de poids 1, Ψ(F ) ∈ H∗

n.

Montrons que Ψ est surje
tif : soit f ∈ H∗
n, montrons que f ∈ Im(Ψ). Pro
édons par ré
urren
e

sur n. Si n = 0, alors f = λ1, et don
 f = Ψ(λ1). Supposons la propriété vraie pour tout m < n.
Si f ∈ M2

, on peut alors se ramener à f = f1f2, ε(fi) = 0, poids(fi) < n. D'après l'hypothèse de

ré
urren
e, il existe xi ∈ HD
P,R, Ψ(xi) = fi ; alors Ψ(x1x2) = Ψ(x1)Ψ(x2) = f1f2. Sinon, d'après

(3), on peut se ramener à f = γ∗gd (h), h ∈ (HD
P,R)

∗g
. Comme γ∗gd est homogène de poids 1, on peut

supposer poids(h) = n − 1. D'après l'hypothèse de ré
urren
e, il existe x ∈ HD
P,R, h = Ψ(x). Alors

Ψ(B+
d (x)) = γ∗gd ◦Ψ(x) = γ∗gd (h) = f .
Comme Ψ est surje
tif, homogène de poids zéro, et que les 
omposantes homogènes de HD

P,R et

(HD
P,R)

∗g
ont la même dimension �nie, Ψ est également inje
tif.

Théorème 34 Ψ est un isomorphisme d'algèbres de Hopf graduées entre HD
P,R et (HD

P,R)
∗g
.

Théorème 35 Il existe une unique forme bilinéaire ( , ) sur HD
P,R véri�ant :

1. ∀x ∈ HD
P,R, (1, x) = ε(x) ;

2. ∀x1, x2, y ∈ HD
P,R, (x1x2, y) = (x1 ⊗ x2,∆(y)) ;

3. ∀x, y ∈ HD
P,R, ∀d ∈ D, (B+

d (x), y) = (x, γd(y)).

De plus, ( , ) véri�e :

4. Si x, y ∈ HD
P,R, homogènes ave
 des poids di�érents, (x, y) = 0 ;

5. ( , ) est symétrique et non dégénérée ;

6. ∀x, y ∈ HD
P,R, (S(x), y) = (x, S(y)) ;

7. soit (eF )F∈FD
P,R

la base de HD
P,R dé�nie par (eF , G) = δF,G. Alors :

a) eF est homogène de poids égal au poids de F ;

b) (et)t∈T D
P,R

est une base de prim(HD
P,R) ;


) ∀t1 . . . tn ∈ FD
P,R,

∆(et1...tn) =

n∑

i=0

et1...ti ⊗ eti+1...tn .

Preuve :

Uni
ité : soit F,G ∈ FD
P,R. Montrons par ré
urren
e sur poids(F ) que (F,G) est entièrement

déterminé. Si F = 1, alors le point 1 permet de 
on
lure. Supposons que (F ′, G) est déterminé si

poids(F ′) < poids(F ). Si F ∈ T D
P,R, posons F = B+

d (F
′) ; alors (F,G) = (F ′, γd(G)). Sinon, é
rivons

F = F1F2, poids(Fi) < poids(F ) pour i = 1, 2. Alors (F,G) = (F1 ⊗ F2,∆(G)).

Existen
e : on pose (x, y) = Ψ(x)(y). Comme Ψ est un morphisme d'algèbres de Hopf, ( , ) véri�e 1,
2, 6, et la propriété supplémentaire :

(x, y1y2) = (∆(x), y1 ⊗ y2), ∀x, y1, y2 ∈ HD
P,R. (4)

Comme Ψ ◦B+
d = γ∗gd ◦Ψ, ( , ) véri�e 3. La propriété 4 dé
oule du fait que Ψ est homogène.

Montrons 5. Soient F,G ∈ FD
P,R ; il s'agit de montrer que (F,G) = (G,F ). Si F et G ont des

poids di�érents, alors (F,G) = (G,F ) = 0 d'après 4. Supposons don
 que F et G ont même poids n et

pro
édons par ré
urren
e sur n. Si n = 0, alors F = G = 1, le résultat est trivial. Si n = 1, alors F = •d,
G = •d′ , et (F,G) = (G,F ) = δd,d′. Supposons n ≥ 2 et le résultat a
quis pour tout i < n. Trois 
as se
présentent :
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a) F,G ∈ T D
P,R : alors si d ∈ D est la dé
oration de la ra
ine de F , (F,G) = (B−(F ), γd(G)) =

(B−(F ), 0) = 0. De même, (G,F ) = 0.

b) F ∈ FD
P,R − T D

P,R : on peut alors é
rire F = F1F2, Fi ∈ FD
P,R, poids(Fi) < n.

(F1F2, G) = (F1 ⊗ F2,∆(G)) = (∆(G), F1 ⊗ F2) = (G,F1F2).

(On a utilisé 2 pour la première égalité, l'hypothèse de ré
urren
e pour la deuxième, et (4) pour la

troisième.)


) G ∈ FD
P,R − T D

P,R : même 
al
ul.

De plus, (HD
P,R)

⊥ = Ker(Ψ) = (0), et don
 ( , ) est non dégénérée.

Montrons 7. Soit (ZF )F∈FD
P,R

la base de (HD
P,R)

∗g
dé�nie par ZF (G) = δF,G, ∀G ∈ FD

P,R (lemme 1).

Il s'agit d'une base formée d'éléments homogènes. On a immédiatement eF = Ψ−1(ZF ). Comme Ψ est

homogène de poids zéro, Ψ−1
l'est aussi, et don
 eF est homogène de poids égal au poids de F .

Dans (HD
P,R)

∗g
, on a :

vect(Zt/t ∈ T D
P,R) = [vect(F/F ∈ FD

P,R − T D
P,R)]

⊥

= ((1)⊕M2)⊥

= Prim((HD
P,R)

∗g).

Comme Ψ−1(vect(Zt/t ∈ T D
P,R)) = vect(et/t ∈ T D

P,R) et que Ψ
−1

est un isomorphisme d'algèbres de Hopf,


e
i démontre le point b).

(∆(et1...tn), F ⊗G) = (et1...tn , FG)

= δt1...tn,FG

= (

n∑

i=0

et1...ti ⊗ eti+1...tn , F ⊗G).

Comme ( , ) est non dégénérée, on obtient le point 
). ✷

Proposition 36 Soit F ∈ FD
P,R. Alors B+

d (eF ) = eF•d
; de plus, γd(eF ) = eB−(F ) si F ∈ T D

P,R et si la

ra
ine de F est dé
orée par d, et est nul dans le 
as 
ontraire.

Preuve : soit G ∈ FD
P,R.

(B+
d (eF ), G) = (eF , γd(G)) = δF,H si G est de la forme H•d,

= 0 sinon.

(eF•d
, G) = δF•d,G = δF,H si G est de la forme H•d,

= 0 sinon.

D'où le premier résultat.

De plus, (γd(eF ), G) = (eF , B
+
d (G)) = δF,B+

d
(G). Par suite, si F n'est pas un arbre dont la ra
ine est

dé
orée par d, (γd(eF ), G) = 0 pour tout G ∈ FD
P,R, et don
 γd(eF ) = 0. Sinon, (γd(eF ), G) = δB−(F ),G

et don
 γd(eF ) = eB−(F ). ✷

7 Relation d'ordre sur FD
P,R

On 
onsidère le sous-anneau deHD
P,R engendré par T D

P,R. On le note AD
P,R. Une Z-base de 
e Z-module

libre est formée des éléments de FD
P,R. D'après (1), ∆ envoie AD

P,R sur AD
P,R ⊗AD

P,R. Il s'agit don
 d'une

Z- algèbre de Hopf. Le but de 
ette se
tion est de montrer que (eF ) est une autre Z-base de AD
P,R.
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7.1 Dé�nition

On suppose i
i que D est �ni, totalement ordonné. Soient F = t1 . . . tn, G = t′1 . . . t
′
m deux éléments

distin
ts de FD
P,R. On pose tn = B+

d (F
′), t′m = B+

d′(G
′).

F > G si poids(F ) > poids(G) ;
ou si poids(F ) = poids(G), n = 1, m ≥ 2 ;
ou si poids(F ) = poids(G), n = m = 1, d > d′ ;
ou si poids(F ) = poids(G), n = m = 1, d = d′, F ′ > G′

;

ou si poids(F ) = poids(G), n ou m > 1, ∃i, tn = t′m, . . . , tn−i+1 = t′m−i+1,

tn−i > t′m−i.

On dé�nit ainsi par ré
urren
e sur le poids une relation d'ordre totale sur FD
P,R, véri�ant :

∀F,G ∈ FD
P,R, F ≥ G ⇒ B+

d (F ) ≥ B+
d (G) ;

∀F,G,H ∈ FD
P,R, F ≥ G ⇒ FH ≥ GH,

HF ≥ HG.
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Figure 3: la relation d'ordre sur les éléments de FP,R et FD

P,R ave
 D = {1, 2}.

7.2 Appli
ation à la forme bilinéaire ( , )

Lemme 37 ∀F,G ∈ FD
P,R, (F,G) ∈ N.

Preuve : ré
urren
e sur poids(F ) en utilisant les points 1, 2, 3 du théorème 35. ✷

Pour F ∈ FD
P,R, on pose MF = {G ∈ FD

P,R/(F,G) 6= 0}. Comme ( , ) est non dégénérée, MF est non

vide. Par la propriété 4 du théorème 35, MF est �ni, et ses éléments sont homogènes de même poids que

F . On pose m(F ) = max (MF ) ; m(F ) est un élément de FD
P,R de même poids que F .

Proposition 38 1. m(•d) = •d, et (•d,m(•d)) = 1, ∀d ∈ D.

2. Si F = B+
d (F

′), alors m(F ) = m(F ′)•d, et (F,m(F )) = (F ′,m(F ′)).

3. Si F = F ′•d, alors m(F ) = B+
d (m(F ′)), et (F,m(F )) = (F ′,m(F ′)).

4. Si F = F1t, t = B+
d (t1), ave
 t1 ∈ FD

P,R − {1}, alors m(F ) = m(t1)B
+
d (m(F1)), et (F,m(F )) =

(F1,m(F1))(t1,m(t1)).
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Preuve :

1. En e�et, (•d, •d′) = (1, γd(•d′)) = δd,d′(1, 1) = δd,d′ .

2. (F,m(F ′)•d) = (F ′, γd(m(F ′)•d)) = (F ′,m(F ′)) 6= 0, don
 m(F ) ≥ m(F ′)•d. Soit G ∈ FD
P,R,

(F,G) 6= 0. Alors (F,G) = (F ′, γd(G)) don
 γd(G) 6= 0 : posons G = G′•d. Supposons G′ > m(F ′),
alors (F,G) = (F ′, G′) = 0 par dé�nition de m(F ′). Don
 G′ ≤ m(F ′), d'où G′•d ≤ m(F ′)•d, et don

m(F ) ≤ m(F ′)•d.

3. (F ′•d, B+
d (m(F ′))) = (γd(F

′•d),m(F ′)) = (F ′,m(F ′)) 6= 0. Don
 m(F ) ≥ B+
d (m(F ′)) : étant

donnée la dé�nition de ≥, m(F ) ∈ T D
P,R : posons m(F ) = B+

d′(G). Comme γd′(F•d) = 0 si d′ 6= d,

né
essairement d′ = d. Supposons G > m(F ′), alors (F,B+
d (G)) = (F ′, G) = 0 par dé�nition de m(F ′),

et don
 G ≤ m(F ′). Comme B+
d est 
roissante, m(F ) ≤ B+

d (m(F ′)).

4. Soit G ∈ FD
P,R, d

′ ∈ D ; (F1t, B
+
d′(G)) = (γd′(F1t), G). Comme t 6= •d′ , 
e
i est nul. Par suite,

m(F ) /∈ T D
P,R. Posons m(F ) = GS, G 6= 1, S = B+

d′(S1).

Posons ∆(F1) = F1 ⊗ 1 + 1⊗ F1 +
∑

F ′
1 ⊗ F ′′

1 , F ′
1, F

′′
1 forêts non vides,

∆(t) = t⊗ 1 + 1⊗ t+
∑

t′ ⊗ t′′, t′ forêt non vide et t′′ ∈ T D
P,R.

Alors ∆(F ) = F ⊗ 1 + F1 ⊗ t+
∑

F1t
′ ⊗ t′′ + t⊗ F1 + 1⊗ F +

∑

t′ ⊗ F1t
′′

+
∑

F ′
1t⊗ F ′′

1 +
∑

F ′
1 ⊗ F ′′

1 t+
∑∑

F ′
1t

′ ⊗ F ′′
1 t

′′.

Comme t 6= •d′, on a (t, S) = (F ′′
1 t, S) = 0. De plus, Si t′′ 6= •d′, alors (t′′, S) = (F1t

′′, S) = (F ′′
1 t

′′, S) = 0.
Si t′′ = •d′ , alors t′′ = •d et t′ = B−(t) = t1. On a don
 :

(F,GS) = (∆(F ), G⊗ S)

= (F1t1, G)(•d, S) + (t, G)(F1, S) + (t1, G)(F1•d, S) +
∑

(F ′
1t, G)(F

′′
1 , S)

+
∑

(F ′
1t1, G)(F

′′
1 •d, S).

Pour G = m(t1) et S = B+
d (m(F1)) : alors poids(G) = poids(t1) = poids(t) − 1. A l'aide de la

propriété 4 du théorème 35, on a (F1t1, G) = (t, G) = (F ′
1t, G) = (F ′

1t1, G) = 0. Alors (F,GS) =
(t1,m(t1))(F1•d, B+

d (m(F1)) = (t1,m(t1))(F1,m(F1)) 6= 0. Don
 GS ≥ m(T1)B
+
d (m(F1)).

Etant donnée la dé�nition de≥, si on avait poids(S) < poids(B+
d (m(F1)), on auraitGS < m(t1)B

+
d (m(F1)).

Don
 poids(S) ≥ poids(B+
d (m(F1)) = 1+poids(F1) : par suite, (•d, S) = (F1, S) = (F ′′

1 , S) = (F ′′
1 •d, S) =

0. Don
 (F,GS) = (t1, G)(F1•d, S) = (t1, G)(γd′(F1•d), S1) 6= 0. Par suite, d = d′. De plus, S1 ≤ m(F1)
et G ≤ m(T1), d'où GS ≤ m(t1)B

+
d (m(F1)). ✷

Proposition 39 ∀F ∈ FD
P,R, (F,m(F )) = 1, et m(m(F )) = F .

Preuve : le premier point se démontre par une ré
urren
e fa
ile. Montrons le deuxième point par ré
ur-

ren
e sur le poids de F . Si poids(F ) = 0 ou 1, 
'est immédiat. Supposons m(m(F ′)) = F ′
, ∀F ′ ∈ FD

P,R,

poids(F ′) < n. Soit F de poids n.
Si F = B+

d (F
′), alors m(F ) = m(F ′)•d, et don
 m(m(F )) = B+

d (m(m(F ′))) = B+
d (F

′) = F .
Si F = F ′•d, alors m(F ) = B+

d (m(F ′)), et don
 m(m(F )) = m(m(F ′))•d = F ′•d = F .
Si F = F1t, t = B+

d (t1), ave
 t1 ∈ FD
P,R − {1}, alors m(F ) = m(t1)B

+
d (m(F1)), et m(m(F )) =

m(m(F1))B
+
d (m(m(t1))) = F1B

+
d (t1) = F1t = F . ✷

Par suite, m : {F ∈ FD
P,R/poids(F ) = n} 7−→ {F ∈ FD

P,R/poids(F ) = n} est une bije
tion. Soit

Bn = (Fi)i≤rn la base de Hn formée des forêts de poids n, indexées de sorte que m(F1) < . . . < m(Frn).
Soit An la matri
e de la forme bilinéaire ( , ) restreinte à Hn × Hn dans 
ette base. Les 
oe�
ients de

An sont entiers (lemme 37).

Soit Mn = (δFi,m(Fj))1≤i,j≤rn la matri
e de permutation asso
iée à m|{F∈FD
P,R

/poids(F )=n}. Soit

Bn = AnMn, alors (Bn)i,j = (Fi,m(Fj)). Comme (Fi,m(Fj)) = 0 si m(Fj) > m(Fi), 
'est-à-dire si

j > i, et que (Fi,m(Fi)) = 1, Bn est triangulaire inférieure, ave
 des 1 sur la diagonale. Par suite,

det(Bn) = 1. Comme Mn est une matri
e de permutation, det(Mn) = ±1, et don
 det(An) = ±1, d'où
An ∈ GLrn(Z). Soit Pn = Pass((Fi)i≤rn , (eFi

)i≤rn), 
'est-à-dire eFj
=
∑

i(Pn)i,jFi. On a Pn = A−1
n , et

don
 Pn ∈ GLrn(Z). D'où :

Théorème 40 (eF )F∈FD
P,R

est une Z-base de AD
P,R.
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8 Relations d'ordre sur les sommets d'une forêt

Dans 
ette se
tion, D est un ensemble non vide quel
onque, non né
essairement �ni.

8.1 Dé�nitions

Soit F ∈ FD
P,R, F 6= 1. On note som(F ) l'ensemble des sommets de F . Soient x, y ∈ som(F ). On

dira que x ≥haut y s'il existe un trajet d'origine y et d'arrivée x ; ≥haut est une relation d'ordre (non

né
essairement totale) sur som(F ).

On dé�nit une deuxième relation d'ordre ≥gauche sur som(F ) par ré
urren
e sur poids(F ).
Si F=•d, som(F ) est réduit à un seul élément.

Si poids(F ) ≥ 2, soient x, y deux sommets di�érents de F . On pose F = t1 . . . tn ; on suppose que x est

un sommet de ti et y un sommet de tj :
si i < j, alors x ≥gauche y ; si i > j, alors y ≥gauche x ;

si i = j, x ou y est la ra
ine de ti : alors x et y ne sont pas 
omparables pour ≥gauche ;
si i = j, x et y ne sont pas égaux à la ra
ine de ti : on les 
ompare dans (B−(ti),≥gauche).

≥gauche est une relation d'ordre (non né
essairement totale) sur som(F ).

t��❅❅
t t

t

t

t

s5

s6
s1

s4s2

s3

Figure 4: un exemple de forêt plane enra
inée.

Exemple : on note x ≮≯haut y quand x et y ne sont pas 
omparables pour ≥haut, et x ≮≯gauche y
quand x et y ne sont pas 
omparables pour ≥gauche. Pour la forêt de la �gure 6, on a :

s6 ≥haut s5 ; s6 ≮≯haut s4 s5 ≮≯gauche s6 ; s4 ≥gauche s6
s6 ≮≯haut s3 ; s6 ≮≯haut s2 s3 ≥gauche s6 ; s2 ≥gauche s6
s6 ≮≯haut s1 ; s5 ≮≯haut s4 s1 ≥gauche s6 ; s4 ≥gauche s5
s5 ≮≯haut s3 ; s5 ≮≯haut s2 s3 ≥gauche s5 ; s2 ≥gauche s5
s5 ≮≯haut s1 ; s4 ≮≯haut s3 s1 ≥gauche s5 ; s3 ≥gauche s4
s4 ≮≯haut s2 ; s4 ≥haut s1 s2 ≥gauche s4 ; s1 ≮≯gauche s4
s3 ≥haut s2 ; s3 ≥haut s1 s2 ≮≯gauche s3 ; s1 ≮≯gauche s3
s2 ≥haut s1. s1 ≮≯gauche s2.

8.2 Expression 
ombinatoire de (F,G)

Théorème 41 Soit F,G ∈ FD
P,R. Soit I(F,G) l'ensemble des bije
tions f de som(F ) vers som(G)

véri�ant :

1. ∀x, y ∈ som(F ), x ≥haut y ⇒ f(x) ≥gauche f(y),
2. ∀x, y ∈ som(F ), f(x) ≥haut f(y) ⇒ x ≥gauche y,
3. ∀x ∈ som(F ), x et f(x) ont la même dé
oration.

Alors (F,G) = card(I(F,G)).

Preuve : 
'est vrai si poids(F ) 6= poids(G), 
ar alors (F,G) = 0, et il n'y a au
une bije
tion de som(F )
vers som(G). Supposons don
 poids(F ) = poids(G) = n, et pro
édons par ré
urren
e sur n. Si n = 1,
alors (•d, •d′) = δd,d′ = card(I(•d, •d′)) par la 
ondition 3. Supposons la propriété véri�ée pour tout

k < n, et soient F,G ∈ FD
P,R de poids n. Posons F = t1 . . . tm.

Si m = 1 : posons F = t1 = B+
d (F

′). Alors (F,G) = (F ′, γd(G)).
Si G n'est pas de la forme G′•d : alors (F,G) = 0. Supposons I(F,G) non vide et soit f ∈ I(F,G).

Remarquons que ∀x ∈ som(F ), x ≥haut racine de t1. Par la 
ondition 1, ∃x′ ∈ som(G), y′ ≥gauche x′,
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∀y′ ∈ som(G) (x′ est l'image par f de la ra
ine de t1). Don
 G = G′•d′ , et f(racine de t1) = sommet
de •d′ . Par la 
ondition 3, d′ = d : on aboutit à une 
ontradi
tion. Dans 
e 
as, on a bien (F,G) =
card(I(F,G)) = 0.

Si G = G′•d : alors pour toute f ∈ I(F,G), f(racine de t1) = sommet de •d. Don
 on a une bije
tion

: I(F,G) 7−→ I(F ′, G′), envoyant f sur sa restri
tion à som(F ′). Comme (F,G) = (F ′, G′), le résultat
est a
quis.

Si m > 1 : posons F ′ = t1 . . . tm−1. Alors :

(F,G) =
∑

c∈Ad(G)

(F ′, P c(G))(tm, R
c(G)) =

∑

c∈Ad∗(G)

(F ′, P c(G))(tm, R
c(G)). (5)

Soit f ∈ I(F,G) ; 
onsidérons f(som(tm)). Soit r un sommet de G, tel qu'il existe x ∈ som(tm),
f(x) ≥haut r. Supposons r /∈ f(som(tm)). Alors r ∈ f(som(F ′)). Soit y ∈ som(F ′), tel que f(y) = r.
Comme f(x) ≥haut f(y), d'après la 
ondition 2, x ≥gauche y. Or x ∈ som(tm), y ∈ som(F ′), don

y ≥gauche x, et don
 x = y : 
ontradi
tion, 
ar x ∈ som(tm), y ∈ som(F ′). Don
 r ∈ f(som(tm)). Par
suite, il existe une 
oupe admissible cf de G, telle que Rcf (G) = f(som(tm)). Etant donnée la dé�nition
d'une 
oupe admissible, cf est entièrement déterminée par Rcf (G), et don
 cf est unique.

De plus, f : som(tm) 7−→ som(Rcf (G)) ∈ I(tm, Rcf (G)), et f : som(F ′) 7−→ som(P cf (G)) ∈ I(F ′, P cf (G)).
On a don
 une appli
ation :

β : I(F,G) 7−→
⋃

c∈Ad∗(G)

I(F ′, P c(G))× I(tm, Rc(G))

f 7−→ (f|som(F ′), f|som(tm)) ∈ I(F ′, P cf (G)) × I(tm, Rcf (G)).

β est évidemment inje
tive. Montrons qu'elle est surje
tive. Soit c ∈ Ad∗(G), et soit (f1, f2) ∈
I(F ′, P c(G)) × I(tm, Rc(G)). Soit f : som(F ) 7−→ som(G), dé�nie par f|som(F ′) = f1 et f|som(tm) = f2.
Alors f est une bije
tion ; de plus, 
omme f1 et f2 véri�ent 3, f véri�e 3.

Soient x, y ∈ som(F ). Supposons que x ≥haut y. Les sommets de tm et les sommets de F ′
ne sont

pas 
omparables pour ≥haut, et don
 soit x, y ∈ som(F ′), soit x, y ∈ som(tm). Comme f1 et f2 véri�ent

1, on a f(x) ≥gauche f(y).

Supposons f(x) ≥haut f(y). Trois 
as se présentent :
1. Si x, y ∈ som(F ′) ou x, y ∈ som(tm) : alors 
omme f1 et f2 véri�ent 2, x ≥gauche y.
2. Si x ∈ som(F ′) et y ∈ som(tm) : alors x ≥gauche y.
3. Si x ∈ som(tm) et y ∈ som(F ′) : alors f(x) ∈ Rc(G) et f(y) ∈ P c(G). Par suite, soit f(x) et

f(y) ne sont pas 
omparables pour ≥haut, soit f(y) ≥haut f(x). Comme f(x) ≥haut f(y), on a

f(x) = f(y) et don
 x = y : on aboutit à une 
ontradi
tion et don
 
e 
as est impossible.

Par suite, f ∈ I(F,G), et β(f) = (f1, f2) ; β étant une bije
tion, on a alors :

card(I(F,G)) =
∑

c∈Ad∗(G)

card(I(F ′, P c(G))) × card(I(tm, Rc(G)))

=
∑

c∈Ad∗(G)

(F ′, P c(G))(tm, R
c(G)) d'après l'hypothèse de ré
urren
e,

= (F,G) d'après (5). ✷

8.3 Relation d'ordre totale sur les sommets de F

Lemme 42 Soit F ∈ FD
P,R.

1. Soient a et b deux sommets di�érents de F . Alors :

a, b 
omparables pour ≥haut ⇔ a, b non 
omparables pour ≥gauche .

2. soient a, a′, b, b′ ∈ som(F ), b 6= b′. Alors :

a ≥haut b, a′ ≥haut b′, b ≥gauche b′ ⇒ a ≥gauche a′.
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Preuve :

1. ⇒ : supposons a ≥haut b ; quitte à e�e
tuer une 
oupe élémentaire on peut supposer que F ∈ T D
P,R

et que b est la ra
ine de F . Comme a 6= b, par dé�nition de ≥gauche, a et b ne sont pas 
omparables pour

≥gauche.
⇐ : supposons a et b non 
omparables pour ≥gauche. Quitte à e�e
tuer une 
oupe élémentaire, on peut

supposer que F ∈ T D
P,R, et a ou b est la ra
ine de F . Alors par dé�nition de ≥haut, a ≥haut b ou b ≥haut a.

2. Soit c (respe
tivement c′) la 
oupe portant sur l'arête arrivant à b (respe
tivement b′) si b (respe
-
tivement b′) n'est pas une ra
ine, ou la 
oupe totale de l'arbre de ra
ine b (respe
tivement b′) sinon. Soit
c′′ = c ∪ c′. Comme b >gauche b

′
, c′′ est admissible, et P c

′′

(F ) = tt′, b étant la ra
ine de t, b′ la ra
ine de

t′. Comme a ≥haut b, a ∈ som(t) ; de même, a′ ∈ som(t′). Don
 a ≥gauche a′. ✷

Proposition 43 soit F ∈ FD
P,R, x, y ∈ som(F ). On notera x ≥tot y si x ≥haut y ou y ≥gauche x. Alors

≥tot dé�nit une relation d'ordre totale sur som(F ).

Exemple : pour la forêt de la �gure 6, on a s6 ≥tot s5 ≥tot s4 ≥tot s3 ≥tot s2 ≥tot s1.

Preuve : ré�exivité : évident.

Transitivité : supposons x ≥tot y et y ≥tot z. On se ramène au 
as x 6= y, y 6= z.

1. Si x ≥haut y et y ≥haut z, alors x ≥haut z, et don
 x ≥tot z.

2. Si y ≥gauche x et z ≥gauche y, alors z ≥gauche x, et don
 x ≥tot z.

3. Si x ≥haut y et z ≥gauche y : d'après le lemme 42-2 ave
 a = z, a′ = x, b = z, b′ = y, on a

z ≥gauche x, et don
 x ≥tot z.

4. Si y ≥gauche x et y ≥haut z : si x ≥haut z, alors x ≥tot z. Supposons que l'on n'ait pas x ≥haut z.
Soit c la 
oupe portant sur les (éventuelles) arêtes arrivant à x et z. Supposons c non admissible

; alors z ≥haut x, et alors y ≥haut x par transitivité de ≥haut. Par le lemme 42-1, né
essairement

x = y, 
as que nous avons ex
lus. Don
 c est admissible. Alors P c(F ) = tt′, ave
 x, z ra
ines de

t, t′. Comme y ≥gauche x, né
essairement y ∈ som(t) ; 
omme y ≥haut z, z est la ra
ine de t, et
don
 x est la ra
ine de t′. Par suite z ≥gauche x, et don
 x ≥tot z.

Antisymétrie : supposons x ≥tot y et y ≥tot x.
1. Si x ≥haut y et y ≥haut x, alors x = y.

2. Si y ≥gauche x et x ≥gauche y, alors x = y

3. Si x ≥haut y et x ≥gauche y : par le lemme 42-1, x = y.

4. Si y ≥gauche x et y ≥haut x : même raisonnement.

En�n, ≥tot est totale : si x, y ∈ som(F ), alors d'après le lemme 42-1, ils sont 
omparables pour ≥haut
ou ≥gauche, don
 ils le sont pour ≥tot. ✷

8.4 Appli
ation au 
al
ul de l'antipode

NB : dans 
ette se
tion, la 
oupe totale dé�nie dans la partie 5.1 n'est pas 
onsidérée 
omme une


oupe.

Soit F forêt, c une 
oupe de F . On note t1, . . . , tm les di�érentes 
omposantes 
onnexes de F après

l'a
tion de c ; on note xi la ra
ine de ti. On suppose qu'avant l'a
tion de c, on avait x1 ≤tot . . . ≤tot xm.
On pose alors W c(F ) = tm . . . t1.

Exemple : F = t1 . . . tm. On fait agir la 
oupe vide cv. Les 
omposantes 
onnexes sont les ti, et
x1 ≥gauche . . . ≥gauche xm, d'où x1 ≤tot . . . ≤tot xm. Don
 W cv(t1 . . . tm) = tm . . . t1.

On note nc le nombre de 
oupes élémentaires 
onstituant c.

Théorème 44 Soit F ∈ FD
P,R, F = t1 . . . tm.

S(F ) = (−1)m
∑

c 
oupe de F

(−1)nc W c(F ). (6)
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Figure 5: un 
al
ul d'antipode dans HD

P,R, ave
 D = {a, b, c, d}. Si on note sl le sommet dé
oré

par l dans l'arbre 
hoisi, on a sa ≤ sb ≤ sc ≤ sd.

Preuve : on note lg(t1 . . . tm) = m, ∀t1 . . . tm ∈ FD
P,R. Soit S

′
l'opérateur de HD

P,R dé�ni par le se
ond

membre de (6). Soit c une 
oupe de F = t1 . . . tm ; on note ci la restri
tion de c à ti. Alors par dé�nition
de ≥tot, on a W c(F ) =W c(tm) . . .W c(t1). De plus, nc = nc1 + . . .+ ncm , et don
 :

S′(F ) = (−1)lg(F )
∑

(c1,...cm)

1∏

i=m

(−1)nciW ci(ti)

= S′(tm) . . . S′(t1).

Don
 S′
, tout 
omme S, est un antimorphisme d'algèbres. Il su�t don
 de montrer (6) pour t ∈ T D

P,R.

Si poids(t) = 1, alors t est primitif, et S′(t) = S(t) = −t. Supposons (6) vraie pour toute forêt de poids
inférieur ou égal à n, et soit t ∈ T D

P,R, de poids n+ 1.

m ◦ (S ⊗ Id) ◦∆(t) = S(t) + t+
∑

c∈Ad∗(t)

S(P c(t))Rc(t) = ε(t)1 = 0. (7)

Soit c une 
oupe non vide de t ; on note W c(t) = t1 . . . tm. La 
omposante 
onnexe de la ra
ine de t
après l'a
tion de c est tm, 
ar tout sommet de t est supérieur (pour ≥tot) à la ra
ine de t. Or il existe une
unique 
oupe admissible c′ ∈ Ad∗(t) telle que tm = Rc

′

(t) ; c s'é
rit alors c = c′ ∪ c′′, ave
 c′′ = c|P c′(t).

On a nc = nc′ + nc′′ , et nc′ = lg(P c
′

(t)). Alors :

S′(t) = −t−
∑

c′ ∈ Ad∗(t)






∑

c′′ 
oupe de Rc
′

(t)

(−1)lg(P
c′ (t)) (−1)nc′′W c′′(P c

′

(t)) Rc
′

(t)






= −t−
∑

c′ ∈ Ad∗(t)
S′(P c

′

(t))Rc
′

(t) = −t−
∑

c′ ∈ Ad∗(t)
S(P c

′

(t))Rc
′

(t) = S(t).

(−t provient de la 
oupe vide. On a utilisé l'hypothèse de ré
urren
e pour la troisième égalité et (7) pour

la dernière). ✷

9 Cogèbre tensorielle d'un espa
e ve
toriel

Dans toute 
ette se
tion, V désigne un K-espa
e ve
toriel quel
onque.

9.1 Constru
tion et 
ara
térisation

Soit T (V ) =
⊕∞

n=0 V
⊗n. Pour v1, . . . vn ∈ V , on note leur produit tensoriel dans V ⊗n v1⊤ . . .⊤vn

plut�t que v1 ⊗ . . .⊗ vn ou v1 . . . vn. On munit 
et espa
e d'une stru
ture de 
ogèbre en posant :

∆(v1⊤ . . .⊤vn) =
n∑

k=0

(v1⊤ . . .⊤vk)⊗ (vk+1⊤ . . .⊤vn). (8)

D'après [3℄, 
hapitre III, �11, (T (V ),∆) est bien une 
ogèbre appelée 
ogèbre tensorielle de V , et sa


ounité est donnée par ε(1) = 1, ε(v1⊤ . . .⊤vn) = 0 si n ≥ 1. De plus, (V ⊗n)n∈N est une graduation de

la 
ogèbre T (V ) véri�ant (C1).
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Remarque : d'après la propriété 7 du théorème 35, HD
P,R est une 
ogèbre tensorielle, ave
 V =

vect(et, t ∈ T D
P,R), ⊤ étant donné par et1⊤ . . .⊤etn = et1...tn .

Lemme 45 Soient (C,∆, ε) une 
ogèbre, et e ∈ C tel que ∆(e) = e⊗ e. On pose :

∆̃(x) = ∆(x) − e⊗ x− x⊗ e, ∀x ∈ C.

Alors ∆̃ est 
oasso
iatif, 
'est-à-dire : pour tout x ∈ C, (∆̃⊗ Id) ◦ ∆̃(x) = (Id⊗ ∆̃) ◦ ∆̃(x).

Preuve : pour tout y ∈ C, on pose ∆̃(y) =
∑
y′ ⊗ y′′.

(∆⊗ Id) ◦∆(x) = e⊗ e⊗ x+ e⊗ x⊗ e+ x⊗ e⊗ e+
∑

x′ ⊗ x′′ ⊗ e

+
∑

x′ ⊗ e⊗ x′′ +
∑

e⊗ x′ ⊗ x′′ +
∑∑

(x′)
′ ⊗ (x′)

′′ ⊗ x′′ ;

(Id⊗∆) ◦∆(x) = e⊗ x⊗ e+ e⊗ e⊗ x+
∑

e⊗ x′ ⊗ x′′ + x⊗ e⊗ e

+
∑

x′ ⊗ x′′ ⊗ e+
∑

x′ ⊗ e⊗ x′′ +
∑∑

x′ ⊗ (x′′)
′

⊗ (x′′)
′′

.

Comme ∆ est 
oasso
iatif, les deux membres de droite sont égaux. On en déduit alors le résultat voulu. ✷

Dans le 
as de T (V ), on peut 
hoisir e = 1 ; on dé�nit alors ∆̃n : C 7−→ C⊗(n+1)
par ré
urren
e sur

n en posant ∆̃1 = ∆̃, ∆̃n+1 = (∆̃⊗ Id⊗n) ◦ ∆̃n
.

Lemme 46 Soient v1, . . . , vn ∈ V .

∆̃n−1(v1⊤ . . .⊤vn) = v1 ⊗ . . .⊗ vn si n ≥ 2 ;

∆̃k(v1⊤ . . .⊤vn) = 0 si k ≥ n.

Preuve : ré
urren
e fa
ile sur n. ✷

Proposition 47 1. 1 est le seul élément non nul de T (V ) tel que ∆(e) = e⊗ e.

2. Soit v ∈ V . On dé�nit Lv : T (V ) 7−→ T (V ) par Lv(v1⊤ . . .⊤vk) = v1⊤ . . .⊤vk⊤v. Alors ∀x ∈
T (V ), ∆(Lv(x)) = Lv(x)⊗ 1 + (Id⊗ Lv) ◦∆(x).

3. Prim(T (V )) = V .

4. Ker(∆̃n) = V ⊕ . . .⊕ V ⊗n.

Preuve :

1. Car un élément de type groupe est né
essairement homogène de degré zéro.

2. Dé
oule immédiatement de (8).

3. Soit x un primitif de T (V ). Alors ε(x) = 0, don
 x ∈ V ⊕ . . . ⊕ V ⊗n
pour un 
ertain n ≥ 1.

Posons x = x1 + . . . + xn, ave
 xi ∈ V ⊗i
. Supposons n ≥ 2, et xn 6= 0. D'après le lemme 46,

∆̃n−1(x) = ∆̃n−1(xn) = 0, 
ar ∆̃(x) = 0. Or, toujours d'après le lemme 46, ∆̃n−1 : V ⊗n 7−→ V ⊗n
est

l'identité : par suite, xn = 0 : on aboutit à une 
ontradi
tion. Don
 n = 1, et Prim(T (V )) ⊆ V . La

ré
iproque est triviale.

4. On vient de le montrer pour n = 1. Soit n > 1 ; supposons le résultat a
quis pour tout k < n,
et soit x ∈ T (V ), ∆̃n(x) = 0. Posons ∆̃n−1(x) =

∑
x(1) ⊗ . . . ⊗ x(n). Comme ∆̃ est 
oassio
iatif,

∆̃n−1(x) ∈ Ker(∆̃)⊗n : on peut don
 supposer que les x(i) sont primitifs, 
'est-à-dire des éléments de V .
Alors ∆̃n−1(x −∑ x(1)⊤ . . .⊤x(n)) = 0, don
 x ∈ Ker(∆̃n−1) + V ⊗n

, d'où Ker(∆̃n) ⊆ V ⊕ . . . ⊕ V ⊗n

d'après l'hypothèse de ré
urren
e. L'in
lusion ré
iproque dé
oule immédiatement du lemme 46. ✷

Théorème 48 Soit (C,∆C , ε) une 
ogèbre véri�ant :

1. ∃ e ∈ C − {0}, ∆C(e) = e⊗ e.

2. Soit Prim(C) = {x ∈ C/∆C(x) = x⊗ e+ e⊗ x} ; alors ∃ L : Prim(C) 7−→ L(C), véri�ant :

a) Lp(e) = p, ∀p ∈ Prim(C),

b) ∆C (Lp(x)) = Lp(x) ⊗ e+ (Id⊗ Lp) ◦∆C(x), ∀x ∈ C.
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3. On pose ∆̃C(x) = ∆̃1
C(x) = ∆C(x)−x⊗e−e⊗x, et par ré
urren
e on dé�nit ∆̃n

C =
(

∆̃n−1
C ⊗ Id

)

◦
∆̃1
C ; alors pour tout x ∈ Ker(ε), il existe n ≥ 1, ∆̃n

C(x) = 0.

Alors C et T (Prim(C)) sont isomorphes.

Preuve : soient p1, . . . , pn des éléments primitifs de C. On dé�nit par ré
urren
e p1⊤C . . .⊤Cpn =
Lpn(p1⊤C . . .⊤Cpn−1) (ave
 la 
onvention p1⊤C . . .⊤Cpn = e si n = 0). Montrons par ré
urren
e sur

n que :

∆C(p1⊤C . . .⊤Cpn) =

k=n∑

k=0

(p1⊤C . . .⊤Cpk)⊗ (pk+1⊤C . . .⊤Cpn). (9)

C'est vrai pour n = 0. Supposons le résultat vrai au rang n− 1 ; alors

∆C(p1⊤C . . .⊤Cpn) = ∆C (Lpn(p1⊤C . . .⊤Cpn−1))

= (p1⊤C . . .⊤Cpn)⊗ e+ (Id⊗ Lpn) ◦∆C(p1⊤C . . .⊤Cpn−1)

= (p1⊤C . . .⊤Cpn)⊗ e+

k=n−1∑

k=0

(p1⊤C . . .⊤Cpk)⊗ (pk+1⊤C . . .⊤Cpn)

=

k=n∑

k=0

(p1⊤C . . .⊤Cpk)⊗ (pk+1⊤C . . .⊤Cpn).

Comme L est linéaire, (p1, . . . , pn) 7−→ p1⊤C . . .⊤Cpn est n-linéaire. On peut don
 dé�nir :

F : T (Prim(C)) 7−→ C

p1⊤ . . .⊤pn 7−→ p1⊤C . . .⊤Cpn. (10)

D'après (8) et (9), F est un morphisme de 
ogèbres.

Montrons que F est inje
tive : soit x = x01 + x1 + . . . + xn, ave
 x0 ∈ K, xi ∈ Prim(C)⊗i, tel
que F (x) = 0. Supposons xn 6= 0. Comme ε(F (x)) = ε(x) = x0, on a x0 = 0 : n ≥ 1. De plus,

F (p) = p, ∀p ∈ Prim(C), don
 n ≥ 2. Comme F est un morphisme de 
ogèbres et que F (1) = e, on a

∆̃k
C ◦ F = F⊗(k+1) ◦ ∆̃k

pour tout k ≥ 1. Par suite, dans Prim(C)⊗n :

∆̃n−1
C (F (x)) = 0

= F⊗n ◦ ∆̃n−1(x)

= F⊗n ◦ ∆̃n−1(xn)

= ∆̃n−1(xn)

= xn.

(On a utilisé le lemme 46 pour la troisième et la dernière égalité et le fait que F (p) = p ∀p ∈ Prim(C)
pour la quatrième).

On aboutit à une 
ontradi
tion, don
 F est inje
tive.

Il reste à montrer que F est surje
tive.

Montrons que Ker(∆̃n
C) ⊆ F (Prim(C)⊕ . . .⊕Prim(C)⊗n). En utilisant l'hypothèse 3 du théorème,

on pourra 
on
lure. Pro
édons par ré
urren
e sur n : 
'est vrai pour n = 1, Ker(∆̃1
C) = Prim(C) ⊆

F (Prim(C)). Supposons l'hypothèse vraie au rang n − 1. Soit x ∈ C tel que ∆̃n
C(x) = 0, posons

∆̃n−1
C (x) =

∑
x(1) ⊗ . . . ⊗ x(n). Comme ∆̃C est 
oasso
iatif, on peut supposer les x(i) primitifs. Alors

∆̃n−1
C (x − F (

∑
x(1)⊤ . . .⊤x(n))) = 0 ; don
 x ∈ Ker(∆̃n−1

C ) + F (Prim(C)⊗n) ; par l'hypothèse de

ré
urren
e, Ker(∆̃n
C) ⊆ F (Prim(C) ⊕ . . .⊕ Prim(C)⊗n). ✷

9.2 Cas des algèbres de Hopf HD

R

On note HR l'algèbre de Hopf des arbres enra
inés (non plans) de [4℄. On note HD
R l'algèbre de

Hopf des arbres enra
inés dé
orés par D, où D est un ensemble �ni non vide (voir [4, 9℄). On note T D
R

l'ensemble des arbres enra
inés dé
orés par D, et FD
R l'ensemble des mon�mes en les éléments de T D

R de
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HD
R .

Soient F,G ∈ FD
R . On pose :

F⊤G =
1

poids(G)

∑

s∈som(G)

(gre�e de F sur le sommet s), si G 6= 1 ;

= 0, si G = 1.

On prolonge ⊤ en une appli
ation bilinéaire de HD
R ×HD

R dans HD
R . On 
onsidère :

L : Prim(HD
R) 7−→ L(HD

R)

p 7−→ Lp :

{
HD
R 7−→ HD

R

x 7−→ x⊤p

r

r

⊤ r�❅
r r

=

1

3







r�❅
r r

r

r

+

r�❅
r r

r

r

+

r�❅
r rr

r







; r r ⊤
r

r

r

= 1

3










r

r

r

rr

�❅
+

r

r

r rr

�❅ +
r

r

r

rr

�❅


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



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r

r

⊤ r r = 1
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

r r

r

r

+
r r

r

r







.

Figure 6: L'appli
ation bilinéaire ⊤.

Proposition 49 L véri�e la 
ondition 2 du théorème 48, ave
 e = 1.

Preuve : soient F,G ∈ FD
R . Soit s un sommet de G, et soit H la forêt obtenue en gre�ant F sur le

sommet s. Soit c une 
oupe admissible non vide et non totale de H .

1. c 
oupe les arêtes reliant les ra
ines de F à s. Alors :

(a) soit c|G est vide, et alors P c(H) = F , Rc(H) = G.

(b) soit c′ = c|G est admissible, non vide, et alors P c(H) = FP c
′

(G), Rc(H) = Rc
′

(G). De plus,


omme c est admissible, s est né
essairement l'un des sommets de Rc
′

(G).

2. c 
oupe au moins une arête de F ou une arête de s vers une ra
ine de F , et ne 
oupe pas toutes les
arêtes de s vers une ra
ine de F . Alors c′ = c|G et c′′ = c|F sont admissibles, et c′′ est non vide.

(a) Si c′ est vide, alors P c(H) = P c
′′

(F ) ; de plus Rc(H) est la gre�e de Rc
′′

(F ) sur le sommet

s de G.

(b) Si c′ est non vide, alors P c(H) = P c
′

(F )P c
′′

(G) ; de plus, s est un sommet de Rc
′′

(G), et
Rc(H) est la gre�e de Rc

′

(F ) sur Rc
′′

(G).

3. c ne 
oupe que des arêtes de G : posons c′ = c|G.

(a) Si s est un sommet de P c
′

(G), P c(H) est la gre�e de F sur le sommet s de P c
′

(G) et

Rc(H) = Rc
′

(G).

(b) Si s est un sommet de Rc
′

(G), alors P c(H) = P c
′

(G), Rc(H) est la gre�e de F sur le sommet

s de Rc
′

(G).

En sommant sur s, et en posant ∆̃(F ) =
∑
F ′ ⊗ F ′′

, ∆̃(G) =
∑
G′ ⊗G′′

:

n∆̃(F⊤G) = nF ⊗G+
∑

n′′FG′ ⊗G′′ +
∑

nF ′ ⊗ (F ′′⊤G)

+
∑∑

n′′F ′G′ ⊗ (F ′′⊤G′′) +
∑

n′(F⊤G′)⊗G′′ +
∑

n′′G′ ⊗ (F⊤G′′).
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(n désigne le poids de G, n′
le poids de G′

, n′′
le poids de G′′

.)

Soit hF : HD
R ⊗HD

R 7−→ HD
R ⊗HD

R dé�nie par :

hF (X ⊗ Y ) =
y

x+ y
FX ⊗ Y +

y

x+ y

∑

F ′X ⊗ (F ′′⊤Y )

+
x

x+ y
(F⊤X)⊗ Y +

y

x+ y
X ⊗ (F⊤Y ),

où X,Y sont des éléments de FD
R de poids respe
tifs x, y. En remarquant que n′ + n′′ = n, on obtient :

∆̃(F⊤G) = F ⊗G+
∑

F ′ ⊗ (F ′′⊤G) + hF (∆̃(G)).

Par linéarité, pour tout p primitif de HD
R et F ∈ FD

R :

∆̃(F⊤p) = F ⊗ p+
∑

F ′ ⊗ (F ′′⊤p),


e qui est équivalent à la 
ondition 2 du théorème 48. ✷

Pour tout x ∈ HD
R , homogène de poids n ≥ 1, ∆̃n(x) = 0. La 
ondition 3 est don
 véri�ée. On en

déduit que HD
R est une 
ogèbre isomorphe à T (Prim(HD

R)). Plus pré
isément, on pose :

Pn : Prim(HD
R)

⊗n 7−→ HD
R

p1 ⊗ . . .⊗ pn 7−→ p1⊤ . . .⊤pn.

Les Pn sont alors inje
tives, et HD
R =

⊕
Im(P n).

9.3 Cas de l'abélianisée de HD

P,R

On dé�nit ⊤̆ : HD
P,R ⊗HD

P,R 7−→ HD
P,R par ré
urren
e sur poids(F ) de la manière suivante :

t1 . . . tn⊤̆1 = 0

t1 . . . tn⊤̆•d =
∑

σ∈Sn

B+
d (tσ(1) . . . tσ(n)),

G⊤̆t′1 . . . t′m =

m∑

i=1

t′1 . . . (G⊤̆t′i) . . . t′m,

t1 . . . tn⊤̆B+
d (F ) = B+

d (t1 . . . tn⊤̆F ) +
∑

σ∈Sn

B+
d (tσ(1) . . . tσ(n)F ).

(C'est-à-dire qu'on gre�e les tσ(1) . . . tσ(n) "le plus à gau
he possible" sur 
haque sommet de F ).

On pose t1 . . . tn⊤̃F =
1

n!poids(F )
t1 . . . tn⊤̆F.

Soient F et G ∈ FD
P,R, toutes deux di�érentes de 1. On pose ∆̃(F ) =

∑
F ′⊗F ′′

et ∆̃(G) =
∑
G′⊗G′′

.

Une étude simple des 
oupes admissibles de 
haque forêt de G⊤̆F montre que :

∆(F ⊤̃G) = (F ⊤̃G)⊗ 1 + 1⊗ (F ⊤̃G) + F ⊗G+
∑

G′ ⊗ (F ′′⊤̃G)
+hF (∆̃(G)) + I ⊗HD

P,R, (11)

où hF : HD
P,R ⊗HD

P,R 7−→ HD
P,R ⊗HD

P,R est une 
ertaine appli
ation linéaire et I le sous-espa
e de HD
P,R

engendré par les t1 . . . tn − tσ(1) . . . tσ(n), t1 . . . tn ∈ FD
P,R, σ ∈ Sn. Or I est l'idéal bilatère engendré par

les xy − yx, x, y ∈ HD
P,R. De plus, on a fa
ilement :

(t1 . . . tn − tσ(1) . . . tσ(n))⊤̃F = 0, G⊤̃(t′1 . . . t
′
m − t′σ(1) . . . t

′
σ(m)) ∈ I.

Par suite, ⊤̃ passe au quotient dans (HD
P,R)ab = HD

P,R/I. Comme dans le 
as de HD
R , la 
ondition 2 du

théorème 48 est véri�ée d'après (11). On en déduit que la 
ogèbre (HD
P,R)ab est isomorphe à la 
ogèbre

T (Prim((HD
P,R)ab)).
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10 Endomorphismes de HD
P,R et 
omodules sur HD

P,R

On a vu dans la se
tion 9.1 que pour p1, . . . , pn ∈ Prim(HD
P,R) :

∆(p1⊤ . . .⊤pn) =
n∑

i=0

(p1⊤ . . .⊤pi)⊗ (pi+1⊤ . . .⊤pn).

Pour n ∈ N, on 
onsidère:

Pn : (Prim(HD
P,R))

⊗n 7−→ HD
P,R

p1 ⊗ . . .⊗ pn 7−→ p1⊤ . . .⊤pn.

Les Pn sont inje
tives, et HD
P,R =

⊕
Im(Pn).

10.1 Endomorphismes de 
ogèbre

Notations :

1. Soit u : Prim(HD
P,R)

⊗i 7−→ Prim(HD
P,R)

⊗j
. On dé�nit u : Im(Pi) 7−→ Im(Pj) par u = Pj ◦u◦P−1

i .

2. π1 est la proje
tion sur Im(P1) = Prim(HD
P,R) dans la somme dire
te HD

P,R =
⊕
Im(Pn).

Théorème 50 1. Pour tout i ∈ N∗
, soit ui : Prim(HD

P,R)
⊗i 7−→ Prim(HD

P,R). On dé�nit Φ(ui) :

HD
P,R 7−→ HD

P,R par:

Φ(ui)(1) = 1,

Φ(ui)(p1⊤ . . .⊤pn) =

n∑

k=1

∑

a1+...+ak=n,

ai>0

(ua1 ⊗ . . .⊗ uak)(p1⊤ . . .⊤pn).

Alors Φ(ui) est un endomorphisme de 
ogèbre.

2. Soit Φ un endomorphisme de 
ogèbre de HD
P,R. Alors il existe une unique famille (ui)i∈N∗

, ui :

Prim(HD
P,R)

⊗i 7−→ Prim(HD
P,R), telle que Φ = Φ(ui).

Preuve :

1. On a immédiatement ε ◦ Φ(ui) = ε. Comme Φ(ui)(1) = 1, il su�t de montrer:

∆̃(Φ(ui)(p1⊤ . . .⊤pn)) = Φ(ui) ⊗ Φ(ui)(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn)).

On a:

Φ(ui) ⊗ Φ(ui)(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn)) =
n∑

j=0

∑

a1+...+ak=j

∑

b1+...+bl=n−j

[(ua1 ⊗ . . .⊗ uak )⊗ (ub1 ⊗ . . .⊗ ubl )] [(p1⊤ . . .⊤pj)⊗ (pj+1⊤ . . .⊤pn)]

= ∆̃

(
∑

d1+...+dm=n

(ud1 ⊗ . . .⊗ udm )(p1⊤ . . .⊤pn)− un(p1⊤ . . .⊤pn)
)

= ∆̃

(
∑

d1+...+dm=n

(ud1 ⊗ . . .⊗ udm )(p1⊤ . . .⊤pn)
)

− 0

= ∆̃(Φ(ui)(p1⊤ . . .⊤pn)).
2. Montrons par ré
urren
e sur n qu'il existe ui : Prim(HD

P,R)
⊗i 7−→ Prim(HD

P,R) pour tout i ≤ n,

tel que si on pose u
(n)
i = ui si i ≤ n et u

(n)
i = 0 si i > n, alors Φ = Φ

(u
(n)
i )

sur Im(P0)⊕ . . .⊕ Im(Pn).

Comme Φ(1) est un élément groupoïdal, né
essairement Φ(1) = 1, 
e qui prouve la propriété au rang

0. Supposons la propriété vraie au rang n− 1. On pose Φ(n−1) = Φ
(u

(n−1)
i )

. On a alors:

∆̃(Φ(p1⊤ . . .⊤pn)) = Φ⊗ Φ(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn))
= Φ(n−1) ⊗ Φ(n−1)(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn))
= ∆̃(Φ(n−1)(p1⊤ . . .⊤pn)).
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(On a utilisé le fait que ∆̃(p1⊤ . . .⊤pn) ∈ Im(P1)⊗ Im(Pn−1) + . . .+ Im(Pn−1)⊗ Im(P1) pour la deux-

ième égalité.)

Don
 (Φ − Φ(n−1))(p1⊤ . . .⊤pn) est primitif. On dé�nit alors un : Prim(HD
P,R)

⊗n 7−→ Prim(HD
P,R)

par un(p1⊤ . . .⊤pn) = (Φ−Φ(n−1))(p1⊤ . . .⊤pn). Comme Φ
(u

(n)
i )

= Φ
(u

(n−1)
i )

sur Im(P0)⊕. . .⊕Im(Pn−1),

et que Φ
(u

(n)
i )

= Φ
(u

(n−1)
i )

+ un sur Im(Pn), on a Φ = Φ
(u

(n)
i )

sur Im(P0)⊕ . . .⊕ Im(Pn).

On 
on
lut en remarquant que Φ
(u

(n+m)
i )

= Φ
(u

(n)
i )

sur Im(P0)⊕ . . .⊕ Im(Pn), et don
 Φ = Φ(ui) sur
⊕
Im(Pi) = HD

P,R.

Uni
ité des ui : on a ui = π1 ◦ Φ|Im(Pi). ✷

Corollaire 51 L'appli
ation de End

ogèbre

(HD
P,R) dans L(HD

P,R, P rim(HD
P,R)) qui envoie Φ sur π1 ◦ Φ

est une bije
tion.

Preuve : inje
tivité : supposons que π1 ◦ Φ = π1 ◦ Φ′
.

Montrons que Φ(p1⊤ . . .⊤pn) = Φ′(p1⊤ . . .⊤pn) par ré
urren
e sur n. Pour n = 0, Φ(1) = Φ′(1) = 1.
Supposons la propriété vraie pour tout k < n.

∆̃ ◦ Φ(p1⊤ . . .⊤pn) = Φ⊗ Φ(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn))
= Φ′ ⊗ Φ′(∆̃(p1⊤ . . .⊤pn))
= ∆̃ ◦ Φ′(p1⊤ . . .⊤pn).

Don
 (Φ− Φ′)(p1⊤ . . .⊤pn) est primitif, d'où (Φ− Φ′)(p1⊤ . . .⊤pn) = π1 ◦ (Φ− Φ′)(p1⊤ . . .⊤pn) = 0.
Surje
tivité : soit u ∈ L(HD

P,R, P rim(HD
P,R)). Soit ui telle que ui = u|Im(Pi). Alors π1 ◦Φ(ui) = u. ✷

Corollaire 52 Soit Φ ∈ End

ogèbre

(HD
P,R). Alors Φ(Prim(HD

P,R)) ⊆ Prim(HD
P,R) ; soit φ : Prim(HD

P,R) 7−→
Prim(HD

P,R) dé�ni par φ(p) = Φ(p), ∀p ∈ Prim(HD
P,R). Alors Φ est inje
tif (respe
tivement bije
tif) si

et seulement si φ est inje
tif (respe
tivement bije
tif). Si φ est surje
tif, alors Φ est surje
tif.

Preuve : on peut supposer Φ de la forme Φ(ui). Alors φ = u1.
Inje
tivité : ⇒ : évident.

⇐ : soit x ∈ Ker(Φ), x 6= 0. On peut é
rire x = xn + y, ave
 xn ∈ Im(Fn), non nul, et degp(y) < n.
Alors:

Φ(x) = (u1 ⊗ . . .⊗ u1)(xn) + Im(F0)⊕ . . .⊕ Im(Fn−1) = 0.

Don
 
omme (u1 ⊗ . . .⊗ u1)(xn) ∈ Im(Fn), on a (u1 ⊗ . . .⊗ u1)(xn) = 0. Or u1 est inje
tif, don


u1 ⊗ . . .⊗ u1 est inje
tif, et don
 u1 ⊗ . . .⊗ u1 est inje
tif : par suite xn = 0 : on aboutit à une 
ontra-

di
tion. Don
 Φ est inje
tif.

Surje
tivité : ⇐ : supposons u1 surje
tif. Montrons que Im(F0)⊕. . .⊕Im(Fn) ⊂ Im(Φ) ∀n. Si n = 0,

'est évident 
ar Φ(1) = 1. Supposons la propriété vraie au rang n− 1. Soient p1, . . . , pn ∈ Prim(HD

P,R).

Il existe q1, . . . , qn ∈ prim(HD
P,R), tels que pi = u1(qi). Alors:

Φ(q1⊤ . . .⊤qn) = p1⊤ . . .⊤pn + Im(F0)⊕ . . .⊕ Im(Fn−1).

Don
 p1⊤ . . .⊤pn ∈ Im(Φ), 
e qui prouve la propriété au rang n.

Bije
tivité : ⇐ : dé
oule immédiatement de 
e qui pré
ède.

⇒ : supposons Φ = Φ(ui) bije
tif. Son inverse est un morphisme de 
ogèbres, don
 de la forme Φ(vi).

On a alors (Φ ◦ Φ−1)|Prim(HD
P,R) = IdPrim(HD

P,R) = Φ ◦ v1 = u1 ◦ v1. De même, v1 ◦ u1 = IdPrim(HD
P,R),

don
 u1 est bije
tif. ✷

Remarque : on peut avoir Φ suje
tif sans que φ le soit. Par exemple, pour u1, u3, u4 . . . nuls, et
u2 : Prim(HD

P,R)
⊗2 7−→ Prim(HD

P,R) surje
tif, on a:

Φ(ui)(p1⊤ . . .⊤p2n+1) = 0,

Φ(ui)(p1⊤ . . .⊤p2n) = u2 ⊗ . . .⊗ u2
︸ ︷︷ ︸

n fois

(p1⊤ . . .⊤p2n).

Comme u2 est surje
tif, u
⊗i
2 : Prim(HD

P,R)
⊗2i 7−→ Prim(HD

P,R)
⊗i

est surje
tif, et don
 u⊗i2 : Im(P2i) 7−→
Im(Pi) est surje
tif. Don
 Φ(ui) est surje
tif. Cependant, φ(ui) = u1 = 0 n'est pas surje
tif.
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10.2 Endomorphismes d'algèbre de Hopf

Théorème 53 1. Soit (Pt)t∈T D
P,R

une famille d'éléments primitifs de HD
P,R indexée par T D

P,R. Soit

Φ(Pt) l'unique endomorphisme d'algèbre de HD
P,R dé�ni par ré
urren
e sur le poids par:

Φ(Pt)(•d) = P•d
,

Φ(Pt)(t) =




∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊤Pt′′



+ Pt pour tout t ∈ T D
P,R, ave
 ∆̃(t) =

∑

(t)

t′ ⊗ t′′.

Alors Φ(Pt) est un endomorphisme d'algèbre de Hopf.

2. Soit Φ un endomorphisme d'algèbre de Hopf de HD
P,R ; alors il existe une unique famille (Pt)t∈T D

P,R

telle que Φ = Φ(Pt).

Preuve : remarquons que Φ(Pt) est bien dé�ni, 
ar HD
P,R est librement engendrée par T D

P,R.

1. Il s'agit de montrer que ∆̃ ◦ Φ(Pt)(t) = Φ(Pt) ◦ Φ(Pt)(∆̃(t)), ∀t ∈ T D
P,R. Pro
édons par ré
urren
e

sur le poids de t. Si t est de poids 1, alors t est de la forme •d, et don
 Φ(Pt)(t) = Pt ; 
omme t est
Pt sont tous les deux primitifs, la propriété est véri�ée. Supposons la propriété vraie pour tout arbre de

poids stri
tement inférieur à n. Comme Φ(Pt) est un morphisme d'algèbres, la propriété est vraie pour

tout élément de HD
P,R de poids stri
tement inférieur à n. On a ∆̃(t) =

∑
t′ ⊗ t′′, ave
 t′′ ∈ T D

P,R.

∆̃(Φ(Pt)(t)) =
∑

(t)

∆̃
(
Φ(Pt)(t

′)⊤Pt′′
)

=
∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊗ Pt′′ +

∑

(t)

∑

(Φ(t′))

Φ(Pt)(t
′)′ ⊗ (Φ(Pt)(t

′)′′⊤Pt′′)

=
∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊗ Pt′′ +

∑

(t)

∑

(t′)

Φ(Pt)((t
′)′)⊗ (Φ(Pt)((t

′)′′)⊤Pt′′)

=
∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊗ Pt′′ +

∑

(t)

∑

(t′′)

Φ(Pt)(t
′)⊗ (Φ(Pt)((t

′′)′)⊤P(t′′)′′)

=
∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊗




∑

(t′′)

(

Φ(Pt)((t
′′)

′
)⊤P(t′′)′′

)

+ P ′′
t





=
∑

(t)

Φ(Pt)(t
′)⊗ Φ(Pt)(t

′′).

(On a utilisé le fait que x 7−→ x⊤p soit un 1−
o
y
le pour tout primitif p pour la deuxième égalité,

l'hypothèse de ré
urren
e pour la troisième égalité et la 
oasso
iativité de ∆̃ pour la quatrième.)

2. Montrons qu'il existe (Pt)poids(t)≤n telle que si on pose P
(n)
t = Pt si poids(t) ≤ n, et P

(n)
t = 0 si

poids(t) > n, alors Φ(t) = Φ
(P

(n)
t )

(t) pour tout t de poids inférieur ou égal à n. Pour n = 1, alors on

prend P•d
= Φ(•d). Supposons la propriété vraie au rang n − 1. Posons Φ(n) = Φ

(P
(n)
t )

. Soit t ∈ T D
P,R,

poids(t) = n.
∆̃(Φ(t)) = Φ⊗ Φ(∆̃(t)) = Φ(n−1) ⊗ Φ(n−1)(∆̃(t)) = ∆̃(Φ(n−1)(t)).

On prend alors Pt = Φ(t)−Φ(n)(t). On a bien Pt ∈ prim(HD
P,R), et Φ(t) = Φ(n)(t) pour tout t ∈ T D

P,R de

poids inférieur ou égal à n.
Comme Φ(n+m)(t) = Φ(n)(t) pour tout t ∈ T D

P,R de poids inférieur ou égal à n, on a Φ = Φ(Pt).

Uni
ité : on a Pt = π1 ◦ Φ(Pt)(t) pour tout t ∈ T D
P,R. ✷

Corollaire 54 Soit T le sous-espa
e de HD
P,R engendré par les éléments de T D

P,R. Alors l'appli
ation de

End
Hopf

(HD
P,R) dans L(T , P rim(HD

P,R)) qui envoie Φ sur π1 ◦ Φ|T est une bije
tion.

Preuve :

Surje
tivité : soit u ∈ L(T , P rim(HD
P,R)). On pose Pt = u(t) pour tout t ∈ T D

P,R. Alors π1 ◦Φ(Pt) = u
sur T .

Inje
tivité : si π1◦Φ(Pt) = π1◦Φ(P ′
t)
sur T , alors pour tout t ∈ T D

P,R, π1◦Φ(Pt)(t) = Pt = π1◦Φ(P ′
t)
(t) =

P ′
t , et don
 Φ(Pt) = Φ(P ′

t)
. ✷
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10.3 Comodules sur HD

P,R

Le théorème 3.8 de [5℄ est également véri�é par HD
P,R d'après le 
orollaire 22. Par suite, les résultat

des se
tions 5 et 6 de [5℄ restent vrais dans le 
as de HD
P,R.

11 Lien ave
 les algèbres de Hopf HD
R

On a une surje
tion ̟ : T D
P,R 7−→ T D

R qui à un arbre enra
iné plan dé
oré asso
ie le même graphe,

muni des mêmes dé
orations, en oubliant la donnée du plongement dans le plan. On prolonge ̟ de FD
P,R

vers FD
R en posant ̟(t1 . . . tn) = ̟(t1) . . . ̟(tn).

Proposition 55 On 
onsidère l'appli
ation suivante :

Φ :

{ HD
P,R 7−→ HD

R

F ∈ FD
P,R 7−→ ̟(F ).

Alors Φ est un morphisme surje
tif d'algèbres de Hopf graduées.

Preuve : immédiat. ✷

11.1 Primitifs de HD

R

On utilise les notations de la se
tion 2. Soit T le sous-espa
e de HD
P,R engendré par T D

P,R. Alors

M =M2 ⊕ T . On peut don
 identi�er

M
M2 et T . Pour tout t ∈ T D

P,R, on a :

δ(t) =
∑

c coupe simple de t

P c(t)⊗Rc(t)−Rc(t)⊗ P c(t).

On note P (T ) = {x ∈ T /δ(x) = 0}.

Pour toute forêt F = t1 . . . tn ∈ FD
P,R, le type de F est le n-uplet (poids(t1), . . . , poids(tn)). On a

ainsi une graduation de HD
P,R sur l'ensemble des suites �nies d'entiers non nuls. Les types sont ordonnés

de la manière suivante :

(a1, . . . , an) > (b1, . . . , bm) si n > m ;

ou si n = m,

a1 = b1, . . . , ai−1 = bi−1, ai > bi.

Lemme 56 Soit x ∈ S(HD
P,R) ∩M2

, non nul. Alors la 
omposante x(a1,...,an) non nulle de x de plus

petit type possible est dans P (T )n.

Preuve : on pose x =
+∞∑

m=0

∑

(b1,...,bm)∈I

x(b1,...,bm), ave
 x(b1,...,bm) non nul, homogène de type (b1, . . . , bm).

Comme x ∈ M2
, pour tout (b1, . . . , bm) ∈ I, m ≥ 2. On pose xk =

∑

(b1,...bk)∈I

x(b1,...,bk), de sorte que

x = xn + . . . + xN , xk ∈ T k
, non nul, 2 ≤ n ≤ N . En�n, on pose xn =

J∑

j=1

t
(j)
1 . . . t(j)n , les t

(j)
k ∈ T ,

homogènes, J étant supposé minimal.

Soit πk la proje
tion sur T k
parallèlement à

⊕

l 6=k T l
.

(πn ⊗ π1)(∆(x) −∆op(x)) =
∑

i,j

t
(j)
1 . . . (t

(j)
i )′ . . . t(j)n ⊗ (t

j)
i )

′′ = 0,

ave
 δ(t
(j)
i ) = (t

(j)
i )′ ⊗ (t

(j)
i )′′. L'algèbre HD

P,R étant librement engendrée par T , on en déduit :

∑

i,j

t
(j)
1 ⊗ . . .⊗ (t

(j)
i )′ ⊗ . . .⊗ t(j)n ⊗ (t

j)
i )

′′ = 0
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En ne 
onservant que les termes de la forme t1 ⊗ . . . ⊗ tn+1, ave
 poids(t1) + poids(tn+1) minimal, on

obtient : ∑

(b1,...,bn)∈I

b1=a1

x(b1,...,bn) ∈ P (T )T n−1.

En ne 
onservant que les termes de la forme t1⊗ . . .⊗ tn+1, ave
 poids(t1) = a1, et poids(t2)+poids(tn+1)
minimal, on obtient par minimalité de J :

∑

(b1 ,...,bn)∈I

b1=a1,b2=a2

x(b1,...,bn) ∈ P (T )2T n−2.

De pro
he en pro
he, on aboutit au résultat. ✷

Théorème 57 φHD
P,R

et ψHD
P,R

sont bije
tifs.

Preuve : montrons par ré
urren
e sur n que :

S(HD
P,R) ∩M2

HD
P,R

∩ (HD
P,R)n =M2

S(HD
P,R) ∩ (HD

P,R)n.

On a immédiatement S(HD
P,R) ∩M2

HD
P,R

∩ (HD
P,R)n ⊇M2

S(HD
P,R

)
∩ (HD

P,R)n.

Si n = 0, 1, les deux sont nuls. Supposons le résultat vrai pour tout m < n, et soit x ∈ S(HD
P,R) ∩

M2
HD

P,R

∩ (HD
P,R)n, non nul. Sa 
omposante homogène x(a1,...,an) non nulle de x de plus petit type possible

est dans P (T )n. Posons :

x(a1,...,an) =
∑

j

t
(j)
1 . . . t(j)n ,

t
(j)
i ∈ P (T ), homogènes de poids ai < n. D'après l'hypothèse de ré
urren
e, la proposition 17 (6 ⇒ 4), et
le fait que HD

P,R ≈ (HD
P,R)

∗g
, ψHD

P,R
restreinte à (HD

P,R)0 ⊕ . . .⊕ (HD
P,R)n−1 est surje
tive. Don
 il existe

x
(j)
i ∈ S(HD

P,R), homogènes de poids ai, tels que πA(x
(j)
i ) = t

(j)
i . Alors x −∑ x

(j)
1 . . . x

(j)
n ∈ S(HD

P,R), et
toutes ses 
omposantes homogènes non nulles sont de type stri
tement plus grand que (a1, . . . , an). De

pro
he en pro
he, on montre qu'il existe y ∈M2
S(HD

P,R
)
∩ (HD

P,R)n, tel que les 
omposantes homogènes non

nulles de x− y soient toutes de type stri
tement plus grand que (1, . . . , 1). Comme x− y est homogène

de poids n, et que toute forêt de poids n est de type inférieur à (1, . . . , 1), x = y.

On a ainsi montré la propriété 6 de la proposition 17. On en déduit 1 et 2 : φHD
P,R

et ψHD
P,R

sont

inje
tifs. De plus, 
omme HD
P,R et (HD

P,R)
∗g

sont isomorphes, 3 et 4 donnent la surje
tivité de φHD
P,R

et

ψHD
P,R

. ✷

Corollaire 58 Φ : Prim(HD
P,R) 7−→ Prim(HD

R) est surje
tif.

Preuve : posons Φ : (HD
P,R)ab 7−→ HD

R obtenu par passage au quotient. Il su�t de montrer que

Φ(Prim(HD
P,R)ab)) = Prim(HD

R). Soit B̃+
d : (HD

P,R)ab 7−→ (HD
P,R)ab dé�ni par B̃+

d (F ) = F ⊤̃•d. Il

s'agit d'un 1-
o
y
le de (HD
P,R)ab. Soit alors Ψ : HD

R 7−→ (HD
P,R)ab l'unique morphisme d'algèbre de Hopf

tel que Ψ ◦B+
d = B̃+

d ◦Ψ. On a immédiatement Φ ◦Ψ = IdHD
R
, d'où le résultat. ✷

11.2 Dual gradué de HD

R

On va 
her
her (Ker(Φ))⊥ dans la dualité entre HD
P,R et elle-même de la se
tion 6.1.

Proposition 59 1. (Ker(Φ))⊥ est une sous-algèbre de Hopf 
o
ommutative de HD
P,R, stable par γd,

∀d ∈ D.

2. Pour F ∈ FD
R , on pose :

fF =
∑

̟(F ′)=F

eF ′ .

Alors (fF )F∈FD
R

est une base de (Ker(Φ))⊥.
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3. Pour F 1, F 2, F ∈ FD
R , soit n(F 1, F 2;F ) le nombre de 
oupes admissibles de F telles que P c(F ) =

F 1 et Rc(F ) = F 2. Alors :

fF 1
fF 2

=
∑

F∈FD
R

n(F 1, F 2;F )fF .

Preuve :

1. Comme Φ est un morphisme d'algèbres de Hopf, Ker(Φ) est un idéal bilatère, un 
oidéal, et est

stable par S. De plus, Φ ◦B+
d = B+

d ◦ Φ, don
 Ker(Φ) est stable par B+
d .

1 ∈ (Ker(Φ))⊥ 
ar Ker(Φ) ⊂ Ker(ε).
Soient x, y ∈ (Ker(Φ))⊥, z ∈ Ker(Φ) ; (xy, z) = (x⊗ y,∆(z)) ; or ∆(z) ∈ Ker(Φ)⊗HD

P,R +HD
P,R ⊗

Ker(Φ) ; don
 (xy, z) = 0 : xy ∈ (Ker(Φ))⊥.
Soit x ∈ (Ker(Φ))⊥, y⊗ z ∈ HD

P,R⊗Ker(Φ)+Ker(Φ)⊗HD
P,R. Alors (∆(x), y⊗ z) = (x, yz) = 0 
ar

Ker(Φ) est un idéal bilatère ; par suite, ∆(x) ∈ (HD
P,R ⊗Ker(Φ) +Ker(Φ) ⊗ HD

P,R)
⊥ = (Ker(Φ))⊥ ⊗

(Ker(Φ))⊥.
Comme Ker(Φ) est stable par S, (Ker(Φ))⊥ est stable par S∗g = S.
Comme Ker(Φ) est stable par B+

d , (Ker(Φ))
⊥
est stable par (B+

d )
∗g = γd.

En�n, soient x ∈ (Ker(Φ))⊥, y, z ∈ HD
P,R.

(∆(x) −∆op(x), y ⊗ z) = (∆(x), y ⊗ z − z ⊗ y)

= (x, yz − zy).

Comme HD
R est 
ommutative, yz− zy ∈ Ker(Φ), et don
 (x, yz − zy) est nul ; par suite, ∆(x) = ∆op(x).

2. La famille (G −G′)G,G′∈FD
P,R

,̟(G)=̟(G′) génère linéairement Ker(Φ). On montre fa
ilement que

(fF , G−G′) = 0 si ̟(G) = ̟(G′). Don
 fF ∈ (Ker(Φ))⊥. Il est immédiat qu'il s'agit d'une famille libre

; en 
omparant les dimensions des 
omposantes homogènes de (Ker(Φ))⊥ et de l'espa
e engendré par les

fF , on montre qu'il s'agit d'une base de (Ker(Φ))⊥.

3. La dualité entre HD
P,R et elle même engendre une dualité entre (Ker(Φ))⊥ et HD

R (qui est identi�é

à HD
P,R/Ker(Φ)). La base duale de la base (F )F∈FD

R
de HD

R est la base (fF )F∈FD
R
. Le résultat est alors

immédiat. ✷

Corollaire 60 Soit LD
1 l'algèbre de Lie de base (ft)t∈T D

R
, ave
 :

[ft1 ; ft2 ] =
∑

t∈T D
R

(
n(t1, t2; t)− n(t2, t1; t)

)
ft.

Alors le dual gradué de HD
R est isomorphe à U(LD

1 ) 
omme algèbre de Hopf graduée.

Preuve : (HD
R)

∗g ≈ (Ker(Φ))⊥. Comme (Ker(Φ))⊥ est 
o
ommutative, d'après le théorème 7, (Ker(Φ))⊥ ≈
U(Prim(Ker(Φ))⊥). De plus, une base de Prim((Ker(Φ)⊥) est (ft)t∈T D

R
d'après le théorème 35-7. La

formule pour [ft1 ; ft2 ] se déduit de la proposition 59-3. ✷

Remarque : on a retrouvé ainsi le résultat de [4℄.

12 Appendi
e

12.1 Forme bilinéaire ( , ) dans HP,R

On se pla
e dans HP,R ; A′
n est la matri
e de la forme bilinéaire ( , ) restreinte à Hn × Hn dans la

base B′
n dé
rite 
i-dessous (n = 2, 3, 4) :

B′
1 = ( q),

B′
2 = ( q q , q

q
),

B′
3 = ( q q q , q

q
q , q q

q
, q∨qq , q

q
q

),

B′
4 = ( q q q q , q

q
q q , q q

q
q , q∨qq q , q

q
q

q , q q q
q
, q
q
q
q
, q q∨qq , q q

q
q

, q∨qq q , q∨qq
q

, q∨qq
q

,
q∨qq
q , q

q
q
q

).
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On obtient :

A′
1 =

[
1
]
; A′

2 =

[
2 1
1 0

]

; A′
3 =









6 3 3 2 1
3 1 1 1 0
3 1 1 0 0
2 1 0 0 0
1 0 0 0 0









;

A′
4 =



























24 12 12 8 4 12 6 8 4 6 3 3 2 1
12 5 5 4 1 5 2 4 1 3 1 1 1 0
12 5 5 3 1 5 2 3 1 3 1 1 0 0
8 4 3 2 1 2 1 2 0 2 1 0 0 0
4 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
12 5 5 2 1 5 2 2 1 0 0 0 0 0
6 2 2 1 0 2 1 1 0 0 0 0 0 0
8 4 3 2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
4 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
6 3 3 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



























.

Soit P ′
n = Pass(B′

n, (eFi
)i≤rn). P

′
n = A′

n
−1
, et don
 :

P ′
1 =

[
1
]
; P ′

2 =

[
0 1
1 −2

]

; P ′
3 =









0 0 0 0 1
0 0 0 1 −2
0 0 1 −1 −1
0 1 −1 0 0
1 −2 −1 0 3









;

P ′
4 =



























0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −2 −1 0 3
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 1 −2 −1 0 1 −1 2
0 0 0 0 0 0 1 −1 0 1 −1 −1 1 0
0 0 0 0 0 1 −2 0 −1 −1 2 1 0 1
0 0 0 0 1 0 −1 1 −1 −1 0 2 −1 0
0 0 0 1 −2 0 0 −1 2 0 2 −2 0 0
0 0 1 −1 −1 −1 2 −1 1 2 −2 −2 2 0
0 1 −1 0 0 0 −1 1 0 −1 0 2 −1 0
1 −2 −1 0 3 −1 2 0 1 0 0 0 0 −4



























.
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