Les algeébres de Hopf des arbres enracinés décorés, I
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RESUME. - Nous introduisons une algébre de Hopf d’arbres enracinés plans décorés ’H? R» DOn commuta-
tive et non cocommutative, généralisant la construction de l’algebre des arbres enracinés HE de Connes-
Kreimer. Nous montrons que ’H? p Vvérifie une propriété universelle en cohomologie de Hochschild et
nous en déduisons qu’elle est auto-duale. Nous construisons ses endomorphismes de cogébre et d’algebre
de Hopf et nous montrons que la surjection canonique de 7-[,1137 r sur HE permet de déterminer tous les

éléments primitifs de ’Hg, en réponse & une question de D. Kreimer.

ABSTRACT. - HOPF ALGEBRAS OF DECORATED ROOTED TREES, I - We introduce a Hopf
algebra of planar decorated rooted trees Hp p which is non commutative and non cocommutative and
generalizes the Hopf algebra of rooted trees HD of Connes and Kreimer. We show that #E p.r satisfies a
universal property in Hochschild cohomology and deduce that it is self-dual. We construct its coalgebra
and Hopf algebra endomorphisms and show that the canonical epimorphism from HE PR to HD leads to
the determination of the space of primitive elements of ’Hg, answering a question by D. Kreimer.

Introduction

Dans [4, 8, 9, 10|, Connes et Kreimer introduisent une algébre de Hopf d’arbres enracinés (éventuelle-
ment décorés) ’Hg dans le but d’étudier un probléme de renormalisation. Cette algébre de Hopf est
graduée, commutative et non cocommutative. On montre que le dual gradué de cette algébre de Hopf
est l'algébre enveloppante de l’algébre de Lie des arbres enracinés £P. Lun des problémes posés par
Kreimer dans [1] est de trouver tous les éléments primitifs de Hg. En effet, ils permettent par exemple
de construire et de classifier les comodules de dimension finie ou les endomorphismes d’algébre de Hopf
de HE (voir [5]).

Dans ce papier, comme il était suggéré dans [4], nous introduisons une algébre de Hopf d’arbres
enracinés plans 7-[,}137 R, généralisant la construction de HE. Cette algebre de Hopf est graduée, non
commutative, non cocommutative et vérifie une propriété universelle en cohomologie de Hochschild. Nous
montrons que cette algébre est auto-duale. Cette propriété entraine ’existence d’un couplage de Hopf
non dégénéré ( ,) entre 7—[? R et elleeméme ; en particulier, la base duale de la base des foréts permet de
trouver une base de I’espace des éléments primitifs de H?ﬂ R, buis de trouver tous les éléments primitifs
de HE par passage au quotient.

Dans la seconde partie de cet article, nous établirons le lien entre ’H? r et d’autres algébres de Hopf
d’arbres telles que 'algébre des arbres binaires planaires introduite par Brouder et Frabetti dans [2] dans
le cadre de ’électrodynamique quantique, l’algébre dendriforme libre de Loday et Ronco ([12, 16, 17]),
la quantification de Hp  de Moerdijk et van der Laan ([11, 15]), et I'algébre de Grossman-Larson ([6,
7]). Nous considérerons également la cohomologie de Hochschild de HB p.r €t montrerons que pour tout
bicomodule B, H(Hp g, B) = (0) si n > 2.

Ce papier est organisé de la maniére suivante : les quatre premiéres sections sont consacrées a des
préliminaires sur les algébres de Hopf graduées. Nous précisons tout d’abord la notion de dual gradué
; nous établissons ensuite des liens entre ’algébre de Lie des éléments primitifs d’une algébre de Hopf
graduée connexe A, sa cogébre de Lie et 'algébre de Lie des éléments primitifs de son abélianisée Agp.

*AMS classification : 16W30, 05C05, 81T15.
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Nous donnons également un résultat de structure sur les comodules et les bicomodules d’une telle algébre
de Hopf.

Les quatre sections suivantes (sections 5 a 8) sont dévolues & la construction de ’H? r et ala propriété
d’auto-dualité. Nous montrons que ’H,Ig g Vérifie une propriété universelle en cohomologie de Hochschild
que nous utiliserons pour construire le couplage ( , ). Nous montrons que la base duale (er) de la base des
foréts est une Z-base du sous-anneau de H? g engendré par les arbres plans enracinés, et nous donnons
une expression combinatoire de (F,G) pour F et G deux foréts.

Dans la section 9, nous montrons que Hg R (Hg r)ab €t HE sont des cogebres tensorielles ; ceci nous
permet de construire et classifier les endomorphismes de cogébre et d’algébre de Hopf de Hg R, ainsi que
ses comodules de dimension finie (section 10).

Enfin, la derniére section explicite la relation entre #p p et H3. Nous montrons que la surjection
canonique ® : Hp p — M vérifie ®(Prim(Hp z)) = Prim(HE) et nous donnons une description du
dual gradué de #} comme sous-algebre de Hp .

Dans tout le texte, K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle.

1 Dual gradué

1.1 Cas d’un espace vectoriel

Soit V' un K-espace vectoriel. On suppose V muni d’une graduation (V,)nen, telle que dim(V,,) soit
finie pour tout n. Pour tout = € V, x # 0, on pose poids(x) = min{n/z € Vo @ ... d V, }.

On identifie V,* avec {f € V*/f(Vi) = (0)sik # n} C V*, et on pose V* = PVF = {f €
V*/3 no, f(Vn) = (0) sin > ngt ; V*9 est un espace gradué, avec (V*9),, = V5.
Les quatre résultats suivants sont des adaptations de résultats classiques en dimension finie :

Lemme 1 Soit (e;);c; une base de V' formée d’éléments homogénes. Pour i € I, on définit f; € V* par
fi(ej) = 0i,5, o est le symbole de Kronecker. Alors (fi)icr est une base de V*9.

Lemme 2 Soient V et W deux espaces gradués et soit v:V —— W, homogéne de degré k € Z.. Alors il
ezxiste une unique application v*9 : W*9 —— V*9_ telle que :

YI()(@) = f(v(z) VfeW™, VeeV.
De plus, v*9 est homogéne de degré —k.
On munit V ® V' d’une graduation donnée par (V @ V), = Z Vi @ V.
k+l=n

Lemme 3 On considére l'application suivante :
Oy :VIQVY +— (VRV)Y

fe ’_>{V®Vn—>K
g rey —  f(x)g(y).

Alors Oy est un isomorphisme d’espaces gradués.
Soit V' un espace gradué, et W un sous-espace de V. On dira que W est un sous-espace gradué de V

SiW =@WnV,).

Lemme 4 Soit W un sous-espace gradué de V. Alors W+ =W.

1.2 Cas d’une algébre de Hopf
Soit (A, m,n, A, e, S) une K-algébre de Hopf graduée, c’est-a-dire qu’il existe une graduation (A, )nen

de I'espace vectoriel A, avec :
m(A, ® Ap) C Apgm, Vn,meN,

A4,) © > Ac@A, YneN.
k+l=n

(C’est-a-dire que m et A sont homogeénes de degré 0).
En utilisant les lemmes 2 et 3, on montre, comme dans le cas ou A est de dimension finie :



Théoréme 5 A*9 est muni d’une structure d’algébre de Hopf graduée donnée par :

1. Vf,ge A", Vo e A, (fg)(x) = (f ® 9)(A(x)) ;
2. lpwa=¢;

3. Vfe A Ve,ye A, A(f)(x@y) = f(zy) ;

4. Vfe A, e(f)=[fQ) ;

5. Vfe AW, Vo e A (S(f))(x) = f(S)) ;

6. (A*9), = A~

Proposition 6 1. (A*9)*9 et A sont isomorphes comme algébres de Hopf graduées.

2. Soit M = Ker(e) lidéal d’augmentation de A. Soit Prim(A*9) = {f € A*/A(f) =1 f+ f®1}.
Alors dans la dualité entre A et A*9, Prim(A*9)+ = (1) @ M2

Preuve :

1. Preuve semblable au cas de la dimension finie.

2. (1) C Prim(A*9)* : soit p € Prim(A*9). Alors p(1) = &(p) = 0.
M? C Prim(A*9)% : soit m € M2 On peut supposer m = mymsz, e(my1) = £(mz) = 0. Soit p €
Prim(A*9). On a :

p(mimz) = A(p)(m1 @ maz)
(1ep+p®1)(m @ ma)
e(ma)p(mz) + p(ma)e(mz)
0.

(1) EBMQ)L C Prim(A*9) : soit f € ((1) EBMQ)L. Il s’agit de montrer : Vz,y € A, A(f)(z ®@y) =
(fR1+1® f)lx®y), est-a-dire : f(zy) = f(z)e(y) +e(x)f(y). Comme A = (1) ® Ker(e), il suffit de
considérer les trois cas suivants :

1. 2 =y =1: il faut montrer f(1) = 2f(1), ce qui est vrai car f € (1)* ;

2. x=1,¢(y) =0o0ue(zr) =0,y =1: évident ;

3. e(z) =e(y) =0 : alors xy € M?, et donc f(zy) = 0.

On a montré (1) ® M? C Prim(A*)* et ((1) ® MQ)L C Prim(A*9). Comme A et A*9 sont des algébres
de Hopf graduées, Prim(A*9) et M? sont des sous-espaces gradués. On obtient donc les inclusions
réciproques par passage a I’orthogonal en utilisant le lemme 4. O

1.3 Algébres de Hopf graduées cocommutatives
On suppose désormais les deux conditions suivantes :

(C1) A est connexe, c’est-a-dire dim(Ap) =1 ;

(C3) les A,, sont de dimension finie.

On a alors Ag = (1). D’apres [3], proposition I11.3.5, on a Ker(e) = ,,5; 4.

On rappelle le théoréme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen (voir [14]) :

Théoréme 7 (Cartier-Milnor-Moore-Quillen) Soit A une algébre de Hopf cocommutative graduée
vérifiant (C1). Alors A est isomorphe a U(Prim(A)) comme algébre de Hopf graduée.



2 Eléments primitifs d’une algébre de Hopf graduée

2.1 Eléments symétriques

Définition 8 Soit A une algeébre de Hopf ; on note S(A) la plus grande sous-cogébre cocommutative de
A.

Si (C})ier est une famille de sous-cogébres cocommutatives de A, alors Y C; est encore une sous-
cogébre cocommutative de A. Donc S(A) existe.

Proposition 9 S(A) est une sous-algébre de Hopf de A. De plus, si A est graduée, S(A) est une sous-
algébre de Hopf graduée de A.

Preuve : ’algébre engendrée par S(A) est encore une sous-cogebre cocommutative de A, et donc est incluse
dans S(A). par suite, S(A) est une sous-bigébre de A. Comme 'antipode S4 est un antimorphisme de
cogebres, on a S4(S(A)) C S(A), donc S(A) est une sous-algebre de Hopf de A.

Supposons A graduée. Considérons §’'(A) = @ S(A) N A,,. On montre facilement que S’(A) est une
sous-cogebre cocommutative, donc incluse dans S(A), ce qui montre que S(A) est graduée. O

Proposition 10 Supposons A graduée en dimension finie et connexe. Alors S(A) est isomorphe comme
algébre de Hopf graduée 4 U(Prim(A)). De plus, S(A)*? est isomorphe comme algébre de Hopf graduée
a Uabélianisée (A*9)q, de A*9.

Preuve : d’aprés le théoréme de Milnor-Moore, S(A) est isomorphe a U(Prim(S(A))). 1l suffit donc
de montrer que Prim(A) C S(A) : Prim(A) + (1) est une sous-cogébre cocommutative de A, et donc
Prim(A) + (1) C A.

On note I4+s I'idéal abélianisateur de A*9. Par définition de S(A), S(A)L est le plus petit idéal
bilatére de A*9, tel que le quotient par cet idéal soit commutatif : il s’agit donc de I4+s. Comme S(A)*9
s’identifie au quotient de A*9 par S(A)*, on a le résultat annoncé. O

Remargue : on peut montrer que S(A) = {z € A/o. A" }(z) = A" 1(x), Vn € N*,Vo € S, }, ot S,
agit sur A®™ de la maniére suivante : 0.(a1 ® ... ® a,) = Ug(1) @+ - @ Qg(n)-
2.2 Cogébre de Lie

Proposition 11 Soit A une algébre de Hopf graduée en dimension finie. Soit M 4 son idéal d’augmentation.
Alors M4 est muni d’une structure de cogébre de Lie donnée par :

M3
§(ma(z)) = (ma @A) (A(z) — AP(x)), Vr € M4,
*g
ou Y : My — % est la surjection canonique. De plus, (%) est isomorphe & Prim(A*9) comme
A A

algebre de Lie graduée.
Preuwve : Prim(A*9)*9 g’identifie a Prim?A*Q)J- = 169‘2/[31 ~ ]\I‘;I[—g‘ La structure de cogébre de Lie induite
sur % en transposant la structure d’algébre de Lie de Prim(A*9) est celle décrite dans la proposition. O

A

On note P(A) = {f e %—2/5@) _ 0} .

Lemme 12 74 (Prim(A)) = ma(S(A)) C P(A).

Preuve : d’apreés le théoréme de Poincaré-Birkhof-Witt, Mgy = Prim(A) + ME(A) ; de plus, ME(A) C
M3, donc tout x € Mgy peut s’écrire 2 = p+ m, p € Prim(A), m € M3. Par suite, ma(z) = wa(p),
d’ou la premiére égalité.

Soit p € Prim(A). Alors 6(ma(p)) = (ma®@ma)(pR1+1@p—1®@p—p®1) =0, d'ott ma(Prim(A)) C
P(4). O

Proposition 13 Soit A une algébre de Hopf graduée connexe. Soit wy : A — Ag la surjection
canonique. Alors wa induit un isomorphisme de cogébres de Lie graduées :

= My Ma,,
P8 e
M M3




Preuwve : w(Ma) C Ma,,, donc w(M3) C MAib' Par suite, @4 est bien définie. Comme w4 est un
morphisme de cogébres, T4 est un morphisme de cogébres de Lie.

T4 est injectif : Ker(wa) = Ia, ot I4 est 'idéal abélianisateur de A. Par suite, si T € Ker(@a),
alors x € T4 + M3. Comme I4 C M3, alors x € M3, et donc T = 0.

T A est surjectif car wy est. O

Soit A une algebre de Hopf graduée. Comme w4 est un morphisme d’algébres de Hopf, w4 (Prim(A)) C
Prim(Ag), et wa : Prim(A) — Prim(Aqp) est un morphisme d’algébres de Lie. Comme Prim(Aqp)
est une algébre de Lie abélienne (car A,p est commutative), on a alors un morphisme :

oA Prim(A)gy, +— Prim(Auw)
p+ [Prim(A), Prim(A)] +—— p+ I4.

De plus, [Prim(A), Prim(A)] € M5. D’aprés le lemme 12, on a donc une application linéaire :
Ya: Prim(A)gy +—— P(A)
p + [Prim(A), Prim(A)] +—— p+ M3,

Remarque : le dual gradué de Prim(A) est identifié a %9*9 . On a alors :
A*9

[Prim(A), Prim(A)]* = Im([,))* = Ker([,]*?) = Ker(5) = P(A™9).

Le dual gradué de Prim(A),p s’identifie donc & P(A*9). Par dualité, le dual gradué de P(A) s’identifie
a Prim(A*?)4. On a alors :
P30 Prim(A™)q, — P(AY)
p+ [Prim(A*), Prim(A™)] ——= p+ Lsss.

Par suite, ¢ = ¥ a+s.

2.3 Les cas cocommutatifs ou commutatifs

Théoréme 14 Soit A une algébre de Hopf cocommutative, graduée et connezxe. Alors ¢4 et 4 sont des
bijections. De plus, Prim(A) N M3 = Prim(A) N I4 = [Prim(A), Prim(A)].

Preuve : d’aprés le théoréme de Milnor-Moore, A est isomorphe a U(g), ou g = Prim(A). Montrons
d’abord que gN M3 =gN1Is =g, g

Supposons d’abord A commutative. Alors gN 14 = [g,g] = (0). De plus, A est isomorphe & une
algebre S(V'), avec V un espace vectoriel gradué, muni du coproduit donné par A(v) =v®1+1® v,
Yo € V. Or Prim(S(V)) =V, et Mg(v) = S?(V)@.... Donc Prim(S(V))n Mg‘(v) = (0), d’ou
gN M3 = (0).

Cas général : soit Fy : U(g) — U(gqp) induit par la surjection canonique g — gqp. Comme U(gap)
est commutative, on a un morphisme d’algébres de Hopf induit :

Fl:u(g)ab — u(gab)
p+Iug +— p+igg,peg.

On a un morphisme d’algébres de Lie g — Prim(U(g)ap), induit par la surjection canonique de U(g)
sur U(g)qp. Comme Prim(U(g)qp) est abélienne, on a un morphisme d’algébres de Lie induit de gqp dans
Prim(U(g)ab), et donc un morphisme d’algébres de Hopf :

Fo:U(gay) +— UPTrimU(g)a))
p+lgel — ptlug, peg
L’injection canonique de Prim(U(g)qs) dans U(g)es induit un morphisme d’algébres de Hopf :
Fy :U(PrimU(g)as)) —> U(@)ab
p—i—IM(g) — p-i-Iz,{(g), Vp € g.

On déduit alors facilement que F3oF; est I'inverse de F'1, et donc F; est une bijection. Par suite, le noyau
de I est Iy(g). De plus, F1|4 est la surjection canonique de g sur gap, donc Ker(F1q) = Iyq)Ng = [g, g]-



De plus, 1 (Mg, N8) © M, NPrim(U(g)a) = (0) d’apres le premier cas. Donc M Ng € Ty (g)Ne-
L’inclusion réciproque est évidente.

L’isomorphisme F'1 : U(g)ap — U(gap) restreint aux éléments primitifs induit ¢4, et donc ¢4 est un
isomorphisme.

De plus, P(A) = %—g car A est cocommutative. Comme Prim(A) + M3 = A, 14 est surjective.
Enfin, Ker(ma|prim(a)) = Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)], donc ¢4 est injective. O

Corollaire 15 Soit A une algébre de Hopf commutative, graduée en dimension finie et connexe. Alors ¢4
et Y4 sont des isomorphismes. De plus, Prim(A) N M35 = Prim(A) N 14 = [Prim(4), Prim(4)] = (0).

Preuve : on a [Prim(A), Prim(A)] = (0), et 4 = (0) car A est commutative. Donc ¢4 : Prim(A) —
Prim(A) est l'identité. Posons B = A*9, alors B est une algébre de Hopf cocommutative graduée
connexe. D’aprés le résultat précédent, 1p est une bijection. Par suite, ¢7 = 14 est une bijection.
Donc Ker(ra) N Prim(A) = M3 N Prim(A) = [Prim(A), Prim(A)]. On a alors (0) C Prim(A) NI C
Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)] = (0), et donc Prim(A) N 14 = (0). O

Corollaire 16 Soit A une algébre de Hopf graduée en dimension finie et connexe. Alors :
[Prim(A), Prim(A)] C Prim(A) N M3 = Prim(A) N I4.

Preuve : on a immédiatement [Prim(A), Prim(A)] € Prim(A) N Is C Prim(A) N M3. Soit x €
Prim(A)NM3. Alors x+ 14 € Prim(Agp)N Mﬁab. D’apreés le corollaire précédent, x4+ 14 = 0 dans Agp,
et donc z € Prim(A)NIy. O

2.4 cas général

Proposition 17 Soit A algébre de Hopf graduée conneze. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ¢4 est injectif. 2. 4 est injectif.

3. Pare est surjectif. 4. axe est surjectif.

5. Prim(A) N M3 = [Prim(A), Prim(A)]. 6. S(A)NM3= ME(A).
Preuve :

1 & 5 : ¢4 est injectif si, et seulement si, Ker(wa) N Prim(4) = [Prim(A), Prim(A)]. Or
Ker(wa) = Ia, donc Ker(wa) N Prim(A) = I4 N Prim(A) = M3 N Prim(A) d’aprés le corollaire
16.

5= 6: S(A) étant une algebre enveloppante, on a Mgs(ay = Prim(A)+Mg 4. Deplus, M ,) C M3,
donc S(A) N M3 = Prim(A) N M3 + ME(A) = [Prim(A), Prim(A)] + ME(A) C ME(A). L’inclusion
réciproque est évidente.

6 = 5: on aalors Prim(A) N M3 C Prim(A) N Mg, = [Prim(A), Prim(A)] d’aprés le théoréme
14. L’inclusion réciproque est évidente.

1 & 2: Ker(maprima)) = Prim(A) N M3 et Ker(wa|prim(a)) = Prim(A) N Ia. D’aprés le
corollaire 16, Ker(ma|prim(a)) = Ker(@a|prim(a)). On a donc :

da est injectif < Ker(wa|prim(a)) = [Prim(A), Prim(A)]
& Ker(ma|prim(a)) = [Prim(A), Prim(A)]
< 14 est injectif.

3 < 4 : posons B = A*. Le diagramme suivant est commutatif :

B —Z£5 Buw

WBJ/ JwBab

Mp ~ Mpg,
Mp =
M M

ab

On en déduit la commutativité du diagramme suivant :

Prim(B) —=2— Prim(Ba)

ﬂBl lﬂ-Bab

M ~ Mg,
P () — r(5)




On en déduit par passage au quotient la commutativité du diagramme suivant :

Prim(B [ .
[Prim(B),Igri)m(B)] " Prim(Ba)

¢Bl J{ijab
M ~ Mg,
P () P ()

Comme By, est commutative, ¢¥'g,, est bijectif. Donc g est surjectif si, et seulement si, ¢pp l'est.
2& 4 car Pare =97 O

3 Comodules et bicomodules

Dans cette section, C' désigne une cogébre graduée en dimension finie, non nécessairement connexe.
Les C-comodules & gauche seront simplement appelés comodules ou C-comodules.

3.1 Comodules libres

Soit I un ensemble non vide. On note :

HC: {(Ii)ie[ € HC/Elno e N, Vi e I, poids(z;) < no}.

i€l i€l

Proposition 18 Pour tout ensemble non vide I, [],.; C est muni d’une structure de comodule telle que
pour tout j € I, les applications suivantes soient des morphismes de comodules :

aj:C — i, C et  Bj:llie;,C — C
r (I5i,j)z'eb (%‘)ie] — ;.

Preuve : on note C<,, = {x € C / poids(xz) < n}, de sorte que :

e~ U (Ie ).

i€l neN \iel

Soit n € N. On considére ’application suivante :

O, :C<, ® <H an> — H(an & an)

i€l icl

I(l) Q (I('Q))iGI — (.I(l) ® $(2))i€I-

[ 7

O,, est évidemment injective ; montrons qu’elle est surjective. Soit (er)r<ny une base de C<,. Tout
élément y de [[(C<, ® C<y,) peut s’écrire :

y=[ Y MWeawe| A" ek
ki<N iel
On a alors :
Yy = @n Z e ® Z )\Z(-kJ)el
k<N I<N el
Soit alors (x;)ier € [[C. Choisissons n, tel que (z;)icr € [[C<n. Pour tout i € I, A(z;) € C<p, @ C<py.
On pose alors :

A((xi)ier) = 0, (A(x:))ier) €C® (H C’) :
el

La commutativité du diagramme suivant montre que A((z;);cr) ne dépend pas du choix de n :



CSn ® (Hz‘el CSn) L Hie](cén & Oﬁn)

| |

C"')n m
CSn+m Y (Hz‘el CSn+m) —+> HieI(OSHer ® O§n+m)

(les fleches verticales sont les injections canoniques).
Il est alors clair que A vérifie toutes les conditions voulues. O

Théoréme 19 Soit B un C-comodule quelconque. Alors il existe un ensemble non vide I, tel que B soit
isomorphe G un sous-comodule de [[,.,; C.

Preuve : soit B un comodule quelconque. Alors B* est un A-module, out A désigne 'algébre C*9. On sait
qu'’il existe un ensemble non vide I, tel qu’on ait une surjection 7 : @, ; A — B*. En dualisant, on a
donc une injection 7% : B C B** +—— [[,.; A*. Soit b € B. Posons 7*(b) = (fi)ie1, avec f; € A*, Vi € I.
Soit n € N, tel que Ap(b) € C<,, ® B. Montrons que pour tout i € I et pour tout m > n, fi(4,,) = (0),
ce qui prouvera que pour tout ¢ € I, f; € A* = C, avec poids(f;) < n. Soit 1; = 9§, ;14, Vj € I ; alors
(1)jes € Dies A-

filAm) = 7" (b)(Am-(1;)jer)

= m(Am-(15);er)(b)

= Apm((15)jer)(b)

C (An@m((1))jes)) (C<n ® B)
c (0).

Par suite, 7* : B — [],.;C. Comme 7 est un morphisme de A-modules, 7* est un morphisme de
comodules. O

Remarques :
1. On peut montrer que [[;.; C est un comodule injectif pour tout /.
2. Si I est fini, alors les deux comodules [, ; C et @,.; C sont égaux.

3. Si I n’est pas fini et si C' n’est pas de dimension finie, alors [],.; C n’est pas un C-comodule.

3.2 Structure des comodules

Proposition 20 Soit B un C-comodule quelconque. Alors il existe By C By C ... C B, C ... des
sous-comodules de B tels que :

1. B= UnGN Bn 5
2. By est un comodule trivial ;

3. YneN, % est un comodule trivial.

Preuve : supposons d’abord B de la forme H C. On pose alors :
il

By =[] C<n-

icl

Comme A(C<y) C C<, ® C<p, ce sont des sous-comodules. On a immédiatement le premier et le
<n+1

deuxiéme point. De plus, pour tout ¢ € C<pi1, Alc) =1® ¢+ C ® C<yp, donc CC< est un comodule

trivial ; par suite, =5 est un comodule trivial.

Cas général : soit B’ de la forme précédente, tel que B s’identifie & un sous-comodule de B’. On pose

B,, = BN BJ,. Le premier point est alors vérifié. By est un sous-comodule de B{, donc c’est un comodule
Bny1 _ B NB
B, ~ B/NB

’
Bn+1
B*:l

trivial. De méme, s’injecte dans , et donc est trivial. O

Corollaire 21 Soit B un C-comodule quelconque.



1. Onpose BO ={be B /Ap(b)=1®b}. Alors B est un sous-comodule de B, non nul si B est
non nul.

2. On définit BY par récurrence de la maniére suivante :

i 0
BO € gD BG+1) _ B \©
= ’ B B ’

Alors B =,y B™.

Preuve : il est évident que B(®) est un sous-comodule de B. Une récurrence simple montre que (B("))neN
est une suite croissante de sous-comodules.

Soit (B )nen une seconde suite croissante de sous-comodules, obtenue par la proposition précédente.
Si B est non nul, quitte a supprimer les premiers termes, on peut supposer que By # (0). Montrons par
récurrence sur n que B, C B(™) ce qui prouvera que B(Y) # (0) si B # (0), et que |[JB™ = B. Si
n = 0, comme By est trivial, By C B® par définition de B(Y. Supposons B,_1 € B"D. On a alors

un morphisme canonique de comodules : BBnl — Comme 334 est un comodule trivial, son
— _

_B __
BOo-D
image est également un comodule trivial, donc est incluse dans On en déduit immédiatement que

B, C B O

B
B(n—1) "

Remarque : on a un résultat analogue pour les C-comodules & droite.

Corollaire 22 Soit B un C-comodule de dimension finie. Alors B admet un drapeauw complet de sous-
comodules, c’est-a-dire : il existe des sous-comodules By C By C ... C B, = B, tels que B; soit de
dimension i.

Preuwve : on compléte la suite de sous-comodules B® c ... c B® = Ben un drapeau de sous-
espaces By C ... C B,, = B. Montrons que B; est un sous-comodule. Il existej € {0,...,k}, tel que
BU-1 C B; C B(j), avec la convention B(—1) = (0). II suffit de montrer que Fi~ est un sous- comodule

&) ., ..
de %. Ce dernier étant trivial, tous ses sous-espaces sont des sous-comodules. O

3.3 Structure des bicomodules
Soit (B, Ag,Ap) un C-bicomodule, c’est-a-dire :
1. Bg = (B, Ag) est un C-comodule a gauche ;
2. Bp = (B, Ap) est un C-comodule & droite ;
3. (A¢g®Id)oAp =(Id® Ap)oAg.

Proposition 23 Soit B un C-bicomodule. Pour tout i € N, B() est un sous-bicomodule de B. Pour
tout j € N, Bg) est un sous-bicomodule de B. De plus, (B(Z))( ) (B(J))(Z) Bg) N Bg), pour tous
i,7 € N.

(0)

Preuve : montrons B est un sous-bicomodule de B. On sait déja qu’il s’agit d’un sous-comodule a

gauche. Soit z € B . Alors Ag(z) = 1®x. On pose Ap(z) =Y,z @z}, les 2} € C, linéairement
indépendants. On a alors :

(Ag ® Id) o Ap(x ZAG z) @) = (Id® Ap) o Ag(x Zl@xk(@x

Les x} étant linéairement indépendants, on a Ag(z),) = 1 ® z},, et donc AD(Bg))) C Bg)) ® C. Une

récurrence simple montre que Bg) est un sous-bicomodule de B. La preuve est analogue pour Bg).

(Béf’)%’ - Bg) N Bg) : récurrence sur j. C’est évident pour j = 0. Supposons inclusion vraie au
@ (l)<)ag)1) —

) Le bicomodule de
(B&')p

rang j — 1. On a un morphisme canonique de bicomodules : B“B -
)
départ étant trivial & droite, son image ’est également, et donc est inclus dans % On en déduit que

(Bg))g) C Bg), d’ou le résultat.



Bg) N Bg) - (Bg))g) : récurrence sur j. C’est évident pour j = 0. Supposons l'inclusion vraie au
B AR B BOABW
G D

rang j — 1. On a une inclusion de bicomodules

g < s
, , , et donc —5—25 est trivial a
BYnBY~b BY=1” B nBY™Y
() @) ()
. . . . . BYNB B .
droite. Par suite, I'image du morphisme canonique de comodules —$—2 ~S— est incluse
) BOAEG-D BONG-D
(G ¢ o (B s
BHY - . )
dans %, d’ou l'inclusion recherchée.
G /D

On démontre de maniére analogue que (Bg))g) = Bg) N Bg). O

Proposition 24 Soit B un C-bicomodule quelconque. Alors il existe By C By C ... C B, C ... des
sous-bicomodules de B tels que :

1. B={,.nBn ;

2. By est un bicomodule trivial ;

neN

3. YneN, Bg—:l est un bicomodule trivial.

Preuve : on prend B,, = Z (Bg))g). On vérifie facilement toutes les propriétés demandées. O
i+j=n
Proposition 25 Soit B un C-bicomodule quelconque.

1. Onpose BO ={be B /Ag(b)=1®b, Ap(b) =b®1}. Alors B est un sous-bicomodule de B,
non nul st B est non nul.

2. On définit BY par récurrence de la maniére suivante :

i 0
B C gy . BEY (B NO

Alors B =, cy B™.
Preuve : analogue au cas des comodules. O

Corollaire 26 Soit B un C-bicomodule de dimension finie. Alors B admet un drapeau complet de sous-
bicomodules, c’est-a-dire : il existe des sous-bicomodules By C By C ... C B, = B, tels que B; soit de
dimension i.

Preuve : analogue au cas des comodules. O

4 Cohomologie de Hochschild des cogébres

On dualise la notion de cohomologie de Hochschild & valeurs dans un bimodule (voir [13]). Soit C
une cogebre, et soit (B, Ag, Ap) un C-bicomodule. On pose D,, = L(B,C®"). Soit b, : D,, — Dy11
définie par :

ba(L)(0) = (14 ® L)(Aa (b)) + D _(=1)' A (L)) + (=1)" (L @ Id)(Ap (b)),

i=1
ot Agy : C®" — C®(+1) est défini par Ap(c1®...0cp) =1 ®...® A(¢) ® ... ® cp. On obtient

b b b b b .
alors un complexe Dy —% Dy —= Dy 25 ... == D, + .... Les groupes de cohomologie du complexe

ainsi obtenu sont notés H'(C, B).

Soient 01,02 deux endomorphismes de cogébres de C'. On considére le bicomodule suivant : comme
espace vectoriel, B = C, et pour tout b € B :
Ag(b) = (o1 ®@Id) o A(b), Ap(b) = (Id® o2)o A(d).
On notera H'(C,01,02) plutot que HI*(C, B). L’espace des n-cocycles sera noté Z?(C,o01,02). En par-
ticulier, Z}(C,01,02) ={L:C+— C/AoL = (01 ® L+ L ® 03) o A}.
Supposons maintenant que C est une algébre de Hopf. On peut alors prendre o1 = Id, 03 = noe.

On notera Z1(C) plutot que Z1(C,Id,noe). On a :
ZHC)={L:C+— C/AoL(c) = (Id® L)(A(c)) + c® 1, Ve € C}.
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5 Construction et propriété universelle de ’Hg R

5.1 Construction

Définition 27 Un arbre plan enraciné t est la donnée d’un graphe fini orienté connexe et sans boucles,
muni d’un plongement dans le plan ; on suppose que 'un des sommets de ce graphe n’est 'arrivée d’aucune
aréte ; ce sommet est appelé racine de t. Les arbres plans enracinés seront dessinés avec la racine en bas.
Le poids de t est le nombre de ses sommets. L’ensemble des arbres plans enracinés est noté 7p g.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre plan enraciné décoré par D est un arbre plan enraciné ¢ muni
d’une application d; de ’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette application
est appelée décoration de s. L’ensemble des arbres plans enracinés décorés par D sera noté ’7}?13. Pour

tout d € D, on notera o4 I’élément de 7;31,)1% formé d’un seul sommet décoré par d.

b LY s

Figure 1: les arbres plans enracinés de poids inférieur ot égal a 4.

Soit D un ensemble non vide, et soit ’H? g Valgebre libre engendrée sur K par les éléments de 7}?R.
Les monomes en les arbres plans enracinés de cette algébre sont appelés foréts planes enracinées décorées ;
il sera souvent utile de considérer 1 comme la forét vide. L’ensemble des foréts planes enracinées décorées
est noté FF . Le poids d’une forét F =t ...t, est par définition poids(t1) + ...+ poids(ty).

On va munir H}BR d’une structure d’algébre de Hopf. Soit t € 77.?}%. Une coupe élémentaire de t est
une coupe sur une seule aréte de t. Une coupe admissible de t est une coupe non vide telle que tout trajet
d’un sommet de ¢ vers un autre ne rencontre au plus qu’une seule coupe élémentaire. L’ensemble des
coupes admissibles de ¢ est noté Ad.(t). Une coupe admissible ¢ envoie ¢ vers un couple (P¢(t), R°(t)) €
]-'IER X 7}?3, tel que R°(t) est la composante connexe de la racine de ¢ aprés la coupe, et P¢(t) est la
forét plane formée par les autres composantes connexes, placées dans le méme ordre.

D’autre part, si ¢, est la coupe vide de ¢, on pose P (t) = 1 et R®(t) = ¢. On définit la coupe totale
de ¢ comme une coupe ¢; telle P (t) =t et R°(t) = 1. L’ensemble formé des coupes admissibles de ¢,
de la coupe vide et de la coupe totale de ¢ est noté Ad(t).

Soit maintenant F' € FEp, F # 1. 1l existe t1,...,t, € Thg, tels que F' = t;...t,. Une coupe
admissible de F est un n-uplet (c1,...,cp) tel que ¢; € Ad(t;) pour tout i. Si toutes les ¢; sont vides (re-
spectivement totales), ¢ est appelée la coupe vide de F' (respectivement la coupe totale de F'). L’ensemble
des coupes admissibles non vides et non totales de F' est noté Ad, (F). L’ensemble de toutes les coupes
admissibles de F' est noté Ad(F'). Pour ¢ = (c1,...,¢,) € Ad(F), on pose P¢(F) = P (t1)... P (t,) et
R¢(F) = R (t1) ... R (ty,).

On définit A : HE  — Hp p @ Hp p par :

Al) = 1®1,
A(F) = > PY(F)@R(F)
cEAd(F)
= 1®F+F@l+ Y PY(F)®R(F), pour F € FBy F#1. (1)

ce€Ad.(F)

Soit F ' =1t1...t, € ng. On déduit immédiatement de la définition des coupes admissibles de F' que
A(F) = A(t1)...A(tn), et donc A est un morphisme d’algébres. On vérifie facilement que la counité est
donnée par (1) =1, ¢(F) =0, VF € -7:1733,1%7 F#1.

Pour montrer que (Hg rsM, 1, A, €) est une bigébre, il reste & montrer que A est coassociatif. Pour
cela, on introduit les opérateurs suivants : pour d € D, on pose B : Ff p — Tpp, tel que By (t1 .. .ty)
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c d c d c d c d

=
=
=
ol

coupes admissibles :

c d c d {

d J ¢ 4 p § d c d
A(\{ )_}{ @1+ @b+ .®{Z +§de [0+ .\{@.a+l®¥
a a a

Figure 2: calcul d’un coproduit dans HID%R, avec D ={a,b,c,d}.

est Parbre plan enraciné décoré obtenu en reliant les racines de ¢4, ...,¢, (dans cet ordre) a une racine
commune décorée par d. En particulier, B;(l) = o4. On prolonge B; en un opérateur de HER

On définit, également B~ : T2 — Fp g, qui envoie un arbre enraciné plan décoré ¢ sur la forét
obtenue en otant la racine de t. On a B~ o Bf (F) = F,VF € Ff, Vd € D.

Proposition 28 Vo € Hpp, A (Bf(z)) =Bf () ® 1+ (Id® B ) o A(x).

Preuve : il suffit de le montrer pour F' =t ..., € ng. Dans ce cas, on a une bijection « : Ad(F) —

Ad(BJ (F)) — {coupe totale de BJ (F)}, qui envoie la coupe ¢ de F sur la coupe a(c) de B (F) telle que
PO(BI(F)) = P¢(F) et R*)(Bf(F)) = B (P°(F)). Le résultat découle alors immédiatement de (1).
O

Montrons que A est coassociatif. Il suffit de montrer que (A ® Id) o A(F) = (Id ® A) o A(F),
VF € ]-'JQR. Procédons par récurrence sur poids(F). Si poids(F) = 0, alors F = 1, et le résultat est
évident. Supposons la propriété vraie pour toute forét de poids inférieur ou égal & n — 1, et soit F' une
forét de poids n. Deux cas se présentent :

1. F ¢ 7;?3 : alors il existe deux foréts F et F5 de poids strictement inférieur a n telles que F = F} F5.
Le résultat découle alors de la multiplicativité de A.

2. Fe 7;?3 : alors il existe un unique d € D et une unique F; € ng, F = B;(Fl). La propriété
est vraie pour F} d’aprés I'hypothése de récurrence. On a A(F) = A (Bf (Fy)) = F® 1+ (Id®
B})o A(Fy). Dot

(Id®A)oA(F) = Felel+ (Id®(AcB)))oA(F)
= Felel+ (Id®1d®B+) o(Id® A)o A(Fy)
+((Id® Bf) o A(Fy)) ®
= Felel+ (Id®1d®B+) (A ® Id) o A(Fy)
+(Id® Bf) o A(Fy)) ®
= Felel+(A®B]) oA(F1)+ (Id® Bf)o A(F1))®1
= (A®Id)(F®1+ (Id® BJ)o A(F))
= (A®Id)oA(F).
(On a utilisé I’hypothése de récurrence pour la troisiéme égalité, et la proposition 28 pour la
premiére, la deuxiéme, la cinquiéme et la sixiéme égalité.)

I est clair que le poids définit une graduation de la bigebre Hg - Comme Hg R est connexe, elle posséde
automatiquement une antipode notée S.

Théoréme 29 (’H?R,m,n,A,a, S) est une algébre de Hopf graduée.
On donnera dans le théoréme 44 une expression de 'antipode.

Remarques :

1. la propriété 28 montre que B} € Z! (’H,gR).
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2. Si D et D’ ont le méme cardinal, il est évident que HB ; et B, sont isomorphes comme algébres
de Hopf.

3. On peut également effectuer cette construction & partir de 7p r, ’ensemble des arbres enracinés
plans (non décorés) ; 'algébre de Hoptf obtenue est notée Hp r. Quand le cardinal de D est égal
a 1, on a un isomorphisme d’algébres de Hopf entre Hg r €t Hp g qui envoie 'arbre décoré (¢, d;)
sur ¢.

(2n—2)!

n!(n—1)!

de Catalan). Par suite, le nombre de foréts planes enracinées de poids n décorées par un ensemble & D

éléments est D"7,+1. En notant 7, la dimension de la composante homogéne de poids n de HD P.R> R(X)

la série génératrice des r,, et D le cardinal de D, on en déduit :

Le nombre d’arbres plans enracinés (non décorés) de poids n est égal a 7, = (n-iéme nombre

1-1-4DX 2n)!
Proposition 30 R(X) = % ;oTh = (n(_i_nl))'n'D".

5.2 Propriété universelle

Théoréme 31 Soit A une algébre de Hopf, D un ensemble non vide, et Ly € Z1(A) pour tout d € D.
Alors il existe un unique morphisme d’algébres de Hopf ¢ de ’H?R dans A vérifiant :

woBl =Lgo, VdeD. (2)

Preuve :
Unicité : on doit avoir ¢(1) = 1 ; de plus, pour tout ¢ € ’7}?13, dont la racine est décorée par d,

@(t) = ¢ (Bj o B~(t)) = La o ¢(B~(t)). Comme poids(B~ (t)) = poids(t) — 1, et comme T2 engendre
H? R, une récurrence montre qu’il existe au plus un morphisme d’algébres vérifiant (2).

Existence : 7;? engendre librement HB p.r» donc il existe un unique morphisme d’algebres de HE P.R
dans A vérifiant (2). Il s’agit de montrer que c’est aussi un morphisme de cogebres, c’est-a-dire A 4 (¢(t)) =

Y (A(t)), VteT? .
Procédons par récurrence sur poids(t) : si poids(t) = 1, alors il existe d € D, tel que t = o.
Alors A (p(eq)) = Ax(aop(l))
= Aa(La(1))
= Lg(1)®14+1® L4(1)
= ¢ p(Aeq)).

Supposons ’hypothése vraie pour tout ¢’ de poids < n et soit ¢ de poids n. Soit d la décoration de la
racine de ¢ et soit ' = B~ (t) ; alors t = B} (F). On a:

Aa(p(t)) = Aalaop(F))
= La(p(F)) ®1+4 (Id® La) o Aa(e(F))
= (t) @1+ (Id® La)o (p @ p) o A(F)
= (p®¢) (t®1+Id® B})oA(F))
e @ (A(L)).
(On a utilisé le fait que L4 soit un 1-cocycle pour la deuxiéme égalité, ’hypothése de récurrence pour
la troisiéme égalité, ’équation (2) pour la troisiéme et la quatriéme égalité, et le fait que Bj soit un
1-cocycle pour la derniére égalité.) O

6 Dual gradué de Hg R

6.1 Construction de la forme bilinéaire ( ,)

Dans toute cette section, on suppose D fini de cardinal D. Comme nous ’avons remarqué & la fin de
la partie 5.1 (remarque 1), on peut supposer que D = {1,...,D}.

Lemme 32 Soit p = ZFG]_-D arpF un primitif non nul de ’H, . Alors il existe F € ]-"ER, de la forme

t1...th_194, d € D, telle que ap soit non nul.
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Preuve : soit F =t1...t, € ]:IZJ?,R telle que :

a) ap # 0,

b) si G =1t)...t,, € Fp est telle que que ag # 0, alors m < n, et si n = m, poids(t},) > poids(t,).
On note d la décoration de la racine de t,. Soit G = ¢} ...t € ]-'JQR. On suppose que Ad(G)

contient une coupe ¢ = (¢y,...,¢n) telle que RE(G) =ty ...t,—104 et P°(G) = B~ (t,). Remarquons que
nécessairement, m > n. Trois cas se présentent :

1. soit m > n : dans ce cas ag =0 ;
2. soit m = n et 'une des ¢;, i < n, n’est pas vide : alors poids(t],) < poids(t,), et donc ag =0 ;
3. soit m = n et toutes les ¢;, i < n, sont vides : alors G = F, et alors ¢ est unique.

On en déduit que dans la base (F1 @ F2)p,crp, de Hp r @ Hp g, le coefficient dans D'écriture de A(p) de
B~ (tn)®t1 ... th—104 est ap. Comme p est primitif, nécessairement B~ (t,) = 1,d’o0 F =1t;...t,_104. O

Soit d € D. On définit v : HP p — HP p par :

0 si t, 7é o4,

’Yd(].):O, ’Yd(tl..-tn): { tl...tnfl si tn:.d.

Proposition 33 1. g4 est sujective, homogéne de degré —1.
2. Y,y € Hp g, va(zy) = va(2)e(y) + 27a(y) ;
3. Vpe Pm’m(?—[gR), p#0, 3d € D,vq4(p) # 0.

Preuve :
1. Immeédiat.
2. On remarque que vq(t1...tn) =t1...tn—17a(tn). Le résultat en découle aussitot.
3. Découle immeédiatement du lemme 32. O

Soit M lidéal d’augmentation de (’HgR)*g. D’aprés la proposition 6, orthogonal de (1) & M?
est Prim(Hp ). La dualité entre HE p et (Hp )™ induit donc une dualité entre Prim(Hp z) et
(HER)™/ (1) & M?).

On pose 7g = Vd|Prim(HE )" Alors 75 est homogéne de degré —1 ; par suite, g *9 : (HgR)*g —
(HB )™/ ((1) & M?) est homogeéne de degré 1.

. D
soit = | Prim(MBa) s (HB)

Par la proposition 33-3, 7 est injective, donc 5y *9 : ((HgR)*g)D — (H}%R)*g/ ((1) ® M?) est surjective.
D D *
H g
Par suite, Im(y ™) = ;Im(% W) = El)z’%. Soit, i I'injection canonique de Prim(Hp ) dans

Hp g et soit 7 la surjection canonique de (Hp )*¢ sur (Hp )™/ ((1) ©@ M?). On a i* = 7 ; comme
Ya="vici,onavyy ¥ =mo~v,’;onaalors:

WE

Im(yy") + ()@ M?) = (Hpg)™. (3)
d=1

Soient f € (Hp z)*™, z,y € Hp g

A () (@)

v (f)(zy)

fora(zy)

= f(xva(y)) + f(ra())e(y)

= (Ideov) o A(f) +7 (/) ®1) (z©y).

(On a utilisé la proposition 33-2 pour la troisiéme égalité).

14



Donc 7,7 est un 1-cocycle de (Hp z)*?. D’apres le théoréme 31, il existe un morphisme d’algebres de
Hopf W : HP  — (HP )™ vérifiant W o B = ;7o W,

Montrons que ¥ est homogeéne de poids 0 : soit F' € ‘Fll-’),R de poids n, il faut montrer que V(F) € H¥.
Procédons par récurrence sur n : si n = 0, alors F' = 1, U(1) = 1. Supposons la propriété vraie pour
toute forét de poids strictement inférieur & n ; comme W est un morphisme d’algébres, on peut supposer
F e Thg. Alors F = B (G), avec poids(G) = n — 1 ; donc U(F) = W o Bf (G) = v, 0 ¥(G) ; d’aprés
I'hypothese de récurrence, U(G) € H}:_; ; comme 7,7 est homogeéne de poids 1, U(F) € H}.

Montrons que ¥ est surjectif : soit f € H’, montrons que f € Im(¥). Procédons par récurrence
sur n. Sim = 0, alors f = AL, et donc f = W(Al). Supposons la propriété vraie pour tout m < n.
Si f € M2, on peut alors se ramener & f = fif2, e(f;) = 0, poids(f;) < n. D’aprés I'hypothése de
récurrence, il existe z; € Hpp, W(z;) = f; ; alors U(zyxg) = \Il(xl) (x2) = fife. Sinon, d’apres
(3), on peut se ramener & f = 7;?(h), h € (Hpz)*. Comme ~;’ est homogene de poids 1, on peut
supposer poids(h) = n — 1. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe z € HgR, h = U(z). Alors

V(B (z)) =y’ 0 ¥(x) =7,7(h) = f.
Comme ¥ est surjectif, homogéne de poids zéro, et que les composantes homogénes de Hg R et
(’H,g )9 ont la méme dimension finie, ¥ est également injectif.

Théoréme 34 ¥ est un isomorphisme d’algebres de Hopf graduées entre ’H?R et (HgyR)*g.

Théoréme 35 Il existe une unique forme bilinéaire () sur ’H?R vérifiant :
1. Ve Hpg, (1,z) =¢(x) ;
2. Va1, 20,y € 'HgR, (x122,Y) = (1 ® 22, A(y)) ;
3. Vr,y € ’H?R, vd € D, (BS (z),y) = (z,7a(y)).

De plus, (,) vérifie :

Sixz,y € HgR, homogeénes avec des poids différents, (x,y) =0 ;
(,) est symétrique et non dégénérée ;

Va,y € Hp g, (S(2),y) = (2,5()) ;

soit (eF)FeJ-‘ER la base de ’H?R définie par (ep,G) = dp,c. Alors :

NS S

a) ep est homogéne de poids égal au poids de F' ;

b) (et)teT,QR est une base de prim(Hp ) ;

) Vti...t, eFER,
Aley,... Zetl b Qg ity

Preuve :

Unicité : soit F,G € 'FIQR' Montrons par récurrence sur poids(F) que (F,G) est entiérement
déterminé. Si F = 1, alors le point 1 permet de conclure. Supposons que (F’,G) est déterminé si
poids(F') < poids(F). Si F € ’7Jl?R, posons F' = B} (F’) ; alors (F,G) = (F’,74(G)). Sinon, écrivons
F = F1 F, poids(F;) < poids(F) pour i = 1,2. Alors (F,G) = (F] ® F», A(GQ)).

Existence : on pose (z,y) = ¥(z)(y). Comme ¥ est un morphisme d’algébres de Hopf, (,) vérifie 1,
2, 6, et la propriété supplémentaire :

(z,5192) = (A(@),y1 ®y2), Va,y1,y2 € Hp ». (4)

Comme ¥o B} =~ 0V, (,) vérifie 3. La propriété 4 découle du fait que ¥ est homogene.

Montrons 5. Soient F G e ]-'PR ; il s’agit de montrer que (F,G) = (G, F). Si F et G ont des
poids différents, alors (F,G) = (G, F) = 0 d’aprés 4. Supposons donc que F' et G ont méme poids n et
procédons par récurrence sur n. Sin = 0, alors F' = G = 1, le résultat est trivial. Sin =1, alors F' = ey,
G=ey,et (F,G) =(G,F) =d44. Supposons n > 2 et le résultat acquis pour tout ¢ < n. Trois cas se
présentent :
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a) F,G € ’7}?1% : alors si d € D est la décoration de la racine de F, (F,G) = (B~ (F),v4(G)) =
(B~ (F),0) = 0. De méme, (G, F) =0.

b) F e ng — 7;?3 : on peut alors écrire F' = I} Fy, F; € -7:1733,1%7 poids(F;) < n.
(F1F2,G) = (F1 @ Fo, A(@)) = (A(G), F1 @ F») = (G, 1 F).

(On a utilisé 2 pour la premiére égalité, 'hypothése de récurrence pour la deuxiéme, et (4) pour la
troisiéme.)

c) G e Fpp—TEg : méme calcul.

De plus, (Hp )" = Ker(¥) = (0), et donc (,) est non dégénérée.
Montrons 7. Soit (Zr)perp, la base de (Hp )™ définie par Zr(G) = dr, VG € Fp p (lemme 1).

Il s’agit d’une base formée d’éléments homogenes. On a immédiatement ep = U=(Zp). Comme ¥ est
homogéne de poids zéro, U1 I’est aussi, et donc er est homogéne de poids égal au poids de F.

Dans (Hp z)*, on a :

vect(Z/t € TER) = |vect(F/F € ]'—E,R - T}ER)]L
= (HeM)*
— Prim((HB)").

Comme U~ (vect(Z/t € ThR)) = vect(ei/t € ThR) et que W' est un isomorphisme d’algebres de Hopf,
ceci démontre le point b).

(A(et1~~~tn )7 F ® G) = (et1~~~tn ? FG)

Oty...tn,FG
n

- (Z etl...ti ®eti+1...tn7F®G)'
=0

Comme ( ,) est non dégénérée, on obtient le point ¢). O

Proposition 36 Soit F € flgR. Alors B (ep) = e, ; de plus, va(ep) = ep-(r) 8i I € 7}?1% et si la
racine de F' est décorée par d, et est nul dans le cas contraire.

Preuve : soit G € ]-'ER.

(B;F(EF),G) = (er,74(G)) = Opp siG est de la forme Hey,

= 0 sinon.

(eFeys G) = OFpe,c 0p.u si G est de la forme Hey,

= 0 sinon.

D’ou le premier résultat.
De plus, (va(er),G) = (er, B (G)) = 6, B (c)- Par suite, si F'n’est pas un arbre dont la racine est

décorée par d, (v4(er), G) = 0 pour tout G € Fp g, et donc y4(ep) = 0. Sinon, (va(er),G) = 5-(r).c
et donc ya(er) = ep—(py. O

7 Relation d’ordre sur fgﬂ

On considére le sous-anneau de Hp 5 engendré par T2 'z. On le note AP . Une Z-base de ce Z-module
libre est formée des éléments de FP 5. D’aprés (1), A envoie AP p sur AR p @ AP p. 11 s’agit donc d'une
Z- algebre de Hopf. Le but de cette section est de montrer que (er) est une autre Z-base de AR p.
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7.1 Définition
On suppose ici que D est fini, totalement ordonné. Soient F' =t;...t,, G =t| ...t deux éléments
distincts de FJ . On pose t, = By (F'), t,,, = B§,(G").
F>G si poids(F) > poids(G) ;

ousi poids(F) = poids(G), n=1, m>2;

ousi poids(F)=poids(G), n=m=1, d>d;

ousi poids(F) = poids(G), =m=1, d=d, FF>G;

ousi poids(F) = poids(G), mnoum>1, i, ty="1,....th—iz1=1,_;1,
tn—i >t ..

On définit ainsi par récurrence sur le poids une relation d’ordre totale sur F5 p, vérifiant :

VF,G € FRgr, F>G = Bj(F)>Bf(G) ;
VF,G,H € Fpgr, F>G = FH>GH,
HF > HG.

1<o <oo<I <ooo<Io <.I <.\o/.<$

oooo<Ioo <oIo <'\/.<$. <ooI <II <

RS STV WIS A

< o< e3< 0101 < 0201 < 01092< 0009<

1 IQ Il
1< 1< e3<

Figure 3: la relation d’ordre sur les éléments de Fpg et ]:IQ,R avec D = {1, 2}.

7.2 Application a la forme bilinéaire ( ,)

Lemme 37 VF,G € ng, (F,G) € N.

Preuve : récurrence sur poids(F') en utilisant les points 1, 2, 3 du théoréme 35. O

Pour F € FE p, on pose Mp = {G € Fp/(F,G) # 0}. Comme (,) est non dégénérée, Mp est non
vide. Par la propriété 4 du théoréme 35, Mg est fini, et ses éléments sont homogénes de méme poids que
F. On pose m(F) = max (Mpg) ; m(F) est un élément de ]-'ER de méme poids que F.

Proposition 38 1. m(eq) = o4, et (og,m(e4)) =1, Vd € D.
2. Si F = B (F), alors m(F) = m(F')eq, et (F,m(F)) = (F',m(F")).
3. Si F = F'eg, alors m(F) = B (m(F")), et (F,m(F)) = (F',m(F")).

4. Si F = Fit, t = Bj (t1), avec t1 € Ffp — {1}, alors m(F) = m(t1) By (m(F1)), et (F,m(F)) =
(Fr, m(F1))(tr, m(t1))-
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Preuve :
1. En effet, (.d7.dl) = (1,")/(1(0(1/)) e 5d,d’(1; 1) e 5(11(1/.

2. (F,m(F')eq) = (F',ya(m(F')eq)) = (F',m(F')) # 0, donc m(F) > m(F')es. Soit G € FEp,
(F,G) # 0. Alors (F,G) = (F',~74(G)) donc v4(G) # 0 : posons G = G’e4. Supposons G’ > m(F’),
alors (F,G) = (F',G") = 0 par définition de m(F’). Donc G’ < m(F’), d’ou G'eq < m(F")e,, et donc
m(F) < m(F')e,.

3. (Fleq, By (m(F"))) = (va(F'ea), m(F")) = (F',m(F")) # 0. Donc m(F) > Bj (m(F")) : étant
donnée la définition de >, m(F) € Ty : posons m(F) = Bj(G ) Comme g (Feq) = 0si d # d,
) =

nécessairement d’ = d. Supposons G > m(F’), alors (F, B+( ) = (F',G) = 0 par définition de m(F’),
B (m

et donc G < m(F’). Comme B est croissante, m(F) < (F")).

4. Soit G € FRg, d € D ; (Fit, B}(G)) = (ya(Fit),G). Comme t # o4, ceci est nul. Par suite,
m(F) ¢ TFg. Posons m(F) = GS, G # 1, S = BJ,(51).

Posons A(F;) = Fi®1+1QF + Z Fl @ F/', F|, F' foréts non vides,
Alt) = t@l+1@t+y t'®t", t foret non vide et t” € TPy
Alors A(F) = Fel+FRet+y Aot +teR+10F+Y '@ Fit”

+Y FteF'+) FloFt+Y > Ft et
Comme t # o4, on a (t,S) = (F]'t,S) = 0. De plus, Sit" # o4, alors (t”,5) = (Fit",S) = (F{'t",S) = 0.
Sit'=e4,alorst” =egett’ =B (t) =t;. On a donc :

(F,GS) = (A(F),G®S)
= (FltlaG)(.d78)+(th)(F178)+(tlvG)(Fl.daS)+Z(F1/taG)(F1H’S)

+ ) (Fty, G)(F 04, S).

Pour G = m(t;) et S = BJ(m(F1)) : alors poids(G) = poids(t;) = poids(t) — 1. A Taide de la
propriété 4 du théoréme 35, on a (Fit1,G) = (t,G) = (F{t,G) = (F{t1,G) = 0. Alors (F,GS) =
(tl,m(tl))(Flod,B;r(m(Fl)) = (tl,m(tl))(Fl,m(Fl)) 7§ 0. Donc GS Z m(Tl)B;(m(Fl))

Etant donnée la définition de >, si on avait poids(S) < poids(Bj (m(F})), on aurait GS < m(t1) B} (m(F1)).
Donc poids(S) > poids(B; (m(Fy)) = 1+poids(Fy) : par suite, (o4, S) = (Fy,S) = (F{',S) = (F{'e4,S) =
0. Donc (F,GS) = (t1,G)(F1e4,5) = (t1,G)(yar (F1e4),51) # 0. Par suite, d = d’. De plus, S1 < m(F})
et G <m(Ty), doa GS < m(t1)B] (m(Fy)). O

Proposition 39 VF € f}.—?)R, (F,m(F)) =1, et m(m(F)) = F.

Preuve : le premier point se démontre par une récurrence facile. Montrons le deuxiéme point par récur-
rence sur le poids de F. Si poids(F) = 0 ou 1, c’est immeédiat. Supposons m(m(F’)) = F/, VF’ € ]:IZDD,R’
poids(F’) < n. Soit F' de poids n.

Si F = B (F'), alors m(F) = m(F')eq, et donc m(m(F)) = B (m(m(F"))) = B (F') = F.

Si F = F'eg, alors m(F) = B} (m(F')), et donc m(m(F)) = m( (F'))eq=F'ey=F.

Si F = Fit, t = BJ(t1), avec t; € ]-"E)R {1}, alors m(F) = m(t1) B} (m(F1)), et m(m(F)) =

Par suite, m : {F € Fp p/poids(F) = n} — {F € Fp/poids(F) = n} est une bijection. Soit
B, = (F;)i<r, la base de H,, formée des foréts de poids n, indexées de sorte que m(Fy) < ... <m(F.)).
Soit A,, la matrice de la forme bilinéaire ( ,) restreinte a H,, X H, dans cette base. Les coefficients de
A, sont entiers (lemme 37).

Soit My = (6F, m(r;))1<ij<r, la matrice de permutation associée a T{(PeFE , /poids(F)=n}" Soit
B, = A,M,, alors (B,);; = (F;,m(F;)). Comme (F;,m(F};)) = 0 si m(F;) > m(F;), c’est-a-dire si
j > i, et que (F;,m(F;)) = 1, By, est triangulaire inférieure, avec des 1 sur la diagonale. Par suite,
det(B,) = 1. Comme M,, est une matrice de permutation, det(M,) = £1, et donc det(A,,) = +1, d’on
A € GL,, (7). Soit P, = Pass((F;)i<r,, (er,)i<r, ), ¢est-a-dire ep, = >, (Ppn)i;Fi. Ona P, = A;', et
donc P, € GL,,(Z). D’ou :

Théoréme 40 (eF)FGfE,R est une Z-base de AR p.
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8 Relations d’ordre sur les sommets d’une forét

Dans cette section, D est un ensemble non vide quelconque, non nécessairement fini.

8.1 Définitions

Soit F' € -7:1733,1%7 F # 1. On note som(F) ’ensemble des sommets de F. Soient =,y € som(F). On
dira que & >pqur y S'il existe un trajet d’origine y et d’arrivée x ; >pqut est une relation d’ordre (non
nécessairement totale) sur som(F).

On définit une deuxiéme relation d’ordre >gquche sur som(F) par récurrence sur poids(F).
Si F=e,4, som(F) est réduit & un seul élément.
Si poids(F) > 2, soient z,y deux sommets différents de F. On pose F =t ...t, ; on suppose que x est
un sommet de ¢; et y un sommet de ¢; :
sii < g, alors * >gquche ¥ ; 812> J, alors ¥ >gquche T ;
sii =7, x ou y est la racine de ¢; : alors x et y ne sont pas comparables pour >gquche ;
sii=j, z et y ne sont pas égaux a la racine de t; : on les compare dans (B~ (¢;), > gauche)-
> jauche €st une relation d’ordre (non nécessairement totale) sur som(F).

83

52 S4 I86
S1 S5

Figure 4: un exemple de forét plane enracinée.

Ezemple : on note * £#heut ¥ quand = et y ne sont pas comparables pour >pqut, €t T £¥#gauche ¥
quand z et y ne sont pas comparables pour > gjquche. Pour la forét de la figure 6, on a :

S6 Zhaut S5 5 S6 %}haut S4 S5 %}gauche S6 5 S4 zgauche S6
S6 %}haut 83 S6 %}haut 52 53 Zgauche S6 52 Zgauche S6
S6 %}haut S1 5 S5 %}haut S4 S1 Zgauche S6 S4 Zgauche S5
S5 %}haut 83 S5 %}haut 52 53 Zgauche S5 3 52 Zgauche S5
S5 %}haut S1 5 S4 %}haut S3 S1 zgauche S5 5 83 zgauche S4
S4 %}haut S2 5 54 > haut S1 52 zgauche S4 5 S1 %?égauche S4
53 > haut S2 5 83 = haut S1 52 %}gauche S35 S1 %?égauche S3
592 Zhaut S1. S1 %}gauche S52.

8.2 Expression combinatoire de (F,G)

Théoréme 41 Soit F,G € }'ER. Soit Z(F, Q) VUensemble des bijections f de som(F) vers som(Q)
vérifiant :

1. Vx,y € SOTTL(F), T Zhaut Yy = f(l') zgauche f(y)u

2. Vx,y € SOTTL(F), f(i[]) = haut f(y) = zgauche Y,

3. Vx € som(F), x et f(x) ont la méme décoration.
Alors (F,G) = card(Z(F,G)).
Preuve : c’est vrai si poids(F) # poids(QG), car alors (F,G) = 0, et il n’y a aucune bijection de som(F)
vers som(G). Supposons donc poids(F') = poids(G) = n, et procédons par récurrence sur n. Sin = 1,

alors (e4,e4) = 0440 = card(Z(e4,4)) par la condition 3. Supposons la propriété vérifiée pour tout
k < n, et soient F,G € FP p de poids n. Posons F =ty ...tp,.

Sim=1: posons F =t; = B (F'). Alors (F,G) = (F',7a(Q)).

Si G n’est pas de la forme G'e4 : alors (F,G) = 0. Supposons Z(F, &) non vide et soit f € Z(F,G).
Remarquons que Vz € som(F), © >pqut racine de t1. Par la condition 1, 3z’ € som(G), ¥ >gauche T/,
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Yy’ € som(G) (¢’ est 'image par f de la racine de ¢;). Donc G = G'ey/, et f(racine de t1) = sommet
de e4. Par la condition 3, d = d : on aboutit & une contradiction. Dans ce cas, on a bien (F,G) =
card(Z(F,G)) = 0.

Si G = G'e, : alors pour toute f € Z(F, G), f(racine de t1) = sommet de ®4. Donc on a une bijection
: I(F,G) — IZ(F',G), envoyant f sur sa restriction a som(F’). Comme (F,G) = (F',G’), le résultat
est acquis.

Sim >1: posons F/ =t1...t,,_1. Alors :

(F,G)= Y (F PGO))(tm R(G) = > (F,PUG))(tm, R(Q)). (5)

cEAd(G) cEAdL(G)

Soit f € Z(F,G) ; considérons f(som(t,,)). Soit r un sommet de G, tel qu’il existe © € som(t,,),
f(x) >haut . Supposons r ¢ f(som(ty,)). Alors r € f(som(F’)). Soit y € som(F"), tel que f(y) = r.
Comme f(x) >paut f(y), d’aprés la condition 2, £ >gquche y. Or z € som(tn), y € som(F’), donc
Y > gauche T, et donc x = y : contradiction, car x € som(ty,), y € som(F’). Donc r € f(som(ty,)). Par
suite, il existe une coupe admissible ¢y de G, telle que R/ (G) = f(som(t,,)). Etant donnée la définition
d’une coupe admissible, ¢y est entiérement déterminée par R°f (G), et donc ¢y est unique.

De plus, f : som(t,,) — som(R (GQ)) € Z(tm, R (G)), et f : som(F’) — som(P°f (G)) € Z(F', P/ (G)).
On a donc une application :

BiI(F,G) —  |J I(F,PYG)) x I(tm, R°(G))
c€Ad.(G)
f — (f\som(F’)af\som(tm)) € I(Flapcf(G)) X I(tmaRcf(G))
B est évidemment injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit ¢ € Ad.(G), et soit (f1, f2) €

I(F', PY(G)) X Z(tm, R°(G)). Soit f : som(F) — som(G), définie par fisom(r) = f1 €t flsom(t,) = fo
Alors f est une bijection ; de plus, comme f; et fo vérifient 3, f vérifie 3.

Soient x,y € som(F). Supposons que & >pqu: y. Les sommets de t,, et les sommets de F’ ne sont
pas comparables pour >pqut, €t donc soit z,y € som(F"), soit x,y € som(t,,). Comme f; et fo vérifient

]., on a f(iE) zgauche f(y)

Supposons f(z) >paut f(y). Trois cas se présentent :
1. Siz,y € som(F'") ou z,y € som(ty,) : alors comme fi et fo vérifient 2, © > gquche Y-
2. Sixz € som(F') et y € som(ty,) : alors  >gquche Y-

3. Siz € som(ty,) et y € som(F’) : alors f(x) € R°(G) et f(y) € P°(G). Par suite, soit f(z) et
f(y) ne sont pas comparables pour >paut, S0it f(y) >haut f(z). Comme f(2) >pau f(y), on a
f(z) = f(y) et donc x =y : on aboutit & une contradiction et donc ce cas est impossible.

Par suite, f € Z(F, G), et B(f) = (f1, f2) ; B étant une bijection, on a alors :

card(Z(F,G)) = Y card(Z(F',P%G))) x card(Z(tm, R°(G)))
ceAd.(G)
Z (F', P¢(Q))(tm, R°(G)) d’aprés 'hypothése de récurrence,
ceAd.(G)
(F,G) d’apres (5). O

8.3 Relation d’ordre totale sur les sommets de I
Lemme 42 Soit ' € -7:1733,1%'

1. Soient a et b deux sommets différents de F'. Alors :

a,b comparables pour >pqut < a,b non comparables pour >gquche -
2. soient a,a’,b,b’ € som(F), b# V. Alors :

!/ / / !/
a 2 haut b7 @’ 2 haut b ) b Zgauche b =a Zgauche a .
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Preuve :

1. = : supposons a >pqqut b ; quitte a effectuer une coupe élémentaire on peut supposer que F' € 7}?3
et que b est la racine de F'. Comme a # b, par définition de >g44yche, @ €t b ne sont pas comparables pour
zgauche-
<« : supposons a et b non comparables pour >gquche- Quitte & effectuer une coupe élémentaire, on peut
supposer que F' € ’7}?13, et a ou b est la racine de F'. Alors par définition de >p4ut, @ > haut b OU b >haut a.

2. Soit ¢ (respectivement ¢’) la coupe portant sur aréte arrivant a b (respectivement b') si b (respec-
tivement ') n’est pas une racine, ou la coupe totale de arbre de racine b (respectivement b') sinon. Soit
" =cUc. Comme b >gquche V', ¢ est admissible, et P’ (F) = tt’, b étant la racine de ¢, b’ la racine de
t'. Comme a >pqut b, a € som(t) ; de méme, a’ € som(t’'). Donc a >gquche ¢’ O

Proposition 43 soit F € }'ER, z,y € som(F). On notera >0t Y St T >haut Y 0% Y >gauche T. Alors
>1ot définit une relation d’ordre totale sur som(F).

Exzemple : pour la forét de la figure 6, on a s¢ >tot S5 >tot S4 Ztot S3 Ztot S2 Ztot S1-
Preuve : réflexivité : évident.

Transitivité : supposons & >0 ¥ €t Yy >40r 2. On se raméne au cas ¢ £ y, Yy 7 2.

1. Siz >haut Y et Y Zhaut 2, AlOTS T >paut 2, €6 donc >4t 2.

2. Si Y >gauche T €t 2 >gquche Y, alOrs 2 >gauche T, €t donc & >¢ot 2.

3. Si & Zhaut Y et 2 >gquche ¥ : d’aprés le lemme 42-2 avec a = z,a' =z, b=z, =y, on a
Z 2 gauche T, €t donc & >y 2.

4. Siy >gauche T €t Y Zhaut 2 1 SI T >paur 2, alors & >1¢ 2. Supposons que l'on n’ait pas & >pqut 2.
Soit ¢ la coupe portant sur les (éventuelles) arétes arrivant & = et z. Supposons ¢ non admissible
; alors z >paut @, et alors y >pque  par transitivité de >pq4q4¢- Par le lemme 42-1, nécessairement
x =y, cas que nous avons exclus. Donc c¢ est admissible. Alors P¢(F) = tt’, avec z, z racines de
t,t'. Comme y >gquche T, Décessairement y € som(t) ; comme y >pqut 2, 2 est la racine de ¢, et
donc x est la racine de ¢'. Par suite z > gjquche &, €t donc & >4 2.

Antisymétrie : supposons x >0t Y €t y >ior -

1. Siz >naut ¥ €6 Y Zhaut T, alors z = y.

2. Siy 2>gauche T €t T >gquche Y, alors . =y

3. Six >haut Y €t T >gquche ¥ : par le lemme 42-1, x = y.
4. Si Yy >gauche T €t Y >peut © : méme raisonnement.

Enfin, >, est totale : si z,y € som(F), alors d’aprés le lemme 42-1, ils sont comparables pour >,qu:
OU > gquche, donc ils le sont pour >4 O

8.4 Application au calcul de I’antipode

NB : dans cette section, la coupe totale définie dans la partie 5.1 n’est pas considérée comme une
coupe.

Soit F forét, ¢ une coupe de F. On note t1,...,t,, les différentes composantes connexes de F' apreés
I’action de ¢ ; on note z; la racine de ¢;. On suppose qu’avant ['action de ¢, on avait z1 <¢ot ... <tot Tm-
On pose alors W(F) =ty ... t1.

Exemple : F = t1...t,. On fait agir la coupe vide ¢,. Les composantes connexes sont les t;, et
1 > gauche - - - = gauche Tm, 00 1 <ot ... <yor Ty Donc We (1 .. .ty) =t ... t1.

On note n. le nombre de coupes élémentaires constituant c.

Théoréme 44 Soit F' € ]:173,1%’ F=t.. . t,.

S(F) = (=)™ Y (=1 W), (6)

c coupe de F
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Figure 5: un calcul d’antipode dans ’H}QR, avec D = {a,b,c,d}. Si on note s; le sommet décoré
par l dans Uarbre choisi, on a sq < sp < s¢ < S4.

Preuve : on note lg(ty ... tm) =m, Vt1...tm € FPp. Soit S’ Popérateur de HF, ; défini par le second
membre de (6). Soit ¢ une coupe de F' = t1 ...1,, ; on note ¢; la restriction de ¢ & ¢;. Alors par définition
de >iot, on a WE(F) = W(ty,) ... WE(t1). De plus, n. = n¢, + ...+ ne,,, et donc :

S(F) - I (S

(c1,yeeCm) =M
= S'(tm)... S (t1).
Donc S, tout comme S, est un antimorphisme d’algebres. Il suffit donc de montrer (6) pour ¢t € 7}I?R.

Si poids(t) = 1, alors ¢ est primitif, et S’(¢t) = S(t) = —t. Supposons (6) vraie pour toute forét de poids
inférieur ou égal & n, et soit ¢ € T2z, de poids n + 1.

o(S®Id)oA(t)=S(t)+t+ Y  S(P(t)R(t)=¢(t)l=0. (7)
c€Ad.(t)
Soit ¢ une coupe non vide de ¢ ; on note W¢(t) = t1...t,. La composante connexe de la racine de ¢

aprés laction de c est ¢,,, car tout sommet de ¢ est supérieur (pour >;,;) & la racine de ¢. Or il existe une
unique coupe admissible ¢’ € Ad.(t) telle que t,, = R (t) ; ¢ s’écrit alors ¢ = ¢’ U ¢”, avec ¢ = ¢ per(yy.

On a ne = ny + ner, et ne = lg(PC (t)). Alors :

S'(t)

-y S RO w1 ) B
¢ € Ad(t) \¢ coupe de R (t)

= —t— > SEPIURIW=—t— Y S(PT)R () = S(1).

¢ € Ad.(t) ¢ € Ad.(t)

(—t provient de la coupe vide. On a utilisé I’hypothése de récurrence pour la troisiéme égalité et (7) pour
la derniére). O

9 Cogebre tensorielle d’un espace vectoriel

Dans toute cette section, V' désigne un K-espace vectoriel quelconque.

9.1 Construction et caractérisation
Soit T(V) = @,-, V®". Pour v1,...v, € V, on note leur produit tensoriel dans V" v1T... T,
plutot que v1 ® ... @ v, ou vy ... v,. On munit cet espace d’une structure de cogébre en posant :

A T...To,) = Z (nT...Tog) @ (Vg1 T ... Top). (8)
k=0

D’aprés 3], chapitre IIT, §11, (T'(V),A) est bien une cogébre appelée cogébre tensorielle de V, et sa
counité est donnée par e(1) =1, e(v1T...Tw,) =0sin > 1. De plus, (VE"),cn est une graduation de
la cogebre T'(V) veérifiant (C1).
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Remarque : d’aprés la propriété 7 du théoréme 35, 7-[,1137 pr est une cogébre tensorielle, avec V' =
vect(eq, t € 7}?}%), T étant donné par e, T ... Tey, =€, t,-

Lemme 45 Soient (C, A, ) une cogébre, et e € C tel que Ale) = e®e. On pose :
Alx)=Ax)—e@z—z®e, YreC.
Alors A est coassociatif, ¢’est-a-dire : pour tout x € C, (A® Id) o A(x) = (Id @ A) o A(z).

Preuve : pour tout y € C, on pose A(y) =S¢/ @ y".

(A®Id)o Alr) = e®e®x+e®x®e+x®e®e+2x'®x"®e
+ZII®6®IH+Ze®xl®xn+ZZ($/)/®($/)”®IH :
(Id® A)o Alx) = e®x®e+e®e®x+ze®x'®x"+:1:®e®e

1"

—I—Zx/@x”®€+Z$/®€®ZE”+ZZ.’L‘/®(CL‘”)/®(CL‘”) )
Comme A est coassociatif, les deux membres de droite sont égaux. On en déduit alors le résultat voulu. O

Dans le cas de T(‘{), on peut choisir e = 1 ; on définit alors A" C — 0O+ par récurrence sur
n en posant Al = A, A"t = (A @ Id®™) o A™.

Lemme 46 Soient vy,...,v, € V.
A"_l(vlT...Tvn) = 1Q...QU, sin>2 ;
Ak(vl—l—...—l—vn) = 0sik>n.

Preuve : récurrence facile sur n. O

Proposition 47 1. 1 est le seul élément non nul de T(V') tel que Ae) = e®e.

2. Soit v € V. On définit L, : T(V) — T(V) par Ly(v1 T ... Tog) = 01T ... Top Tv. Alors Vo €
T(V), A(Ly(z)) =Ly(z)®@1+ (Id® L,) o Ax).

3. Prim(T(V))="V.
4. Ker(A") =V @ ...a Ve,

Preuve :

1. Car un élément de type groupe est nécessairement homogéne de degré zéro.

2. Découle immédiatement de (8).

3. Soit z un primitif de T'(V). Alors e(x) = 0, donc x € V & ... ® V™ pour un certain n > 1.
Posons © = xy + ... + ,, avec x; € V®. Supposons n > 2, et x, # 0. D’aprés le lemme 46,
A"V (z) = A" Y(z,) = 0, car A(z) = 0. Or, toujours d’aprés le lemme 46, A"~1 : VE? s VO egt
lidentité : par suite, ,, = 0 : on aboutit & une contradiction. Donc n = 1, et Prim(T(V)) C V. La
réciproque est triviale.

4. On vient de le montrer pour n = 1. Soit n > 1 ; supposons le résultat acquis pour tout k < n,
et soit z € T(V), A"(z) = 0. Posons A" '(z) = Yz @ ... ® (™, Comme A est coassiociatif,
A"‘l(x) € Ker(A)®" . on peut donc supposer que les 2(*) sont primitifs, ¢’est-a-dire des éléments de V.
Alors A"z — S 2MWT ... T2() =0, donc = € Ker(A" 1) + V@ dou Ker(A") CV@...0 V"
d’aprés ’hypothése de récurrence. L’inclusion réciproque découle immédiatement du lemme 46. O

Théoréme 48 Soit (C, Ac,e) une cogébre vérifiant :
1. 3 e C—{0}, Acle)=e®e.
2. Soit Prim(C) ={z € C/Ac(z) =2z ®e+e®z} ; alors 3 L: Prim(C) — L(C), vérifiant :
a) Lp(e) =p, Vp € Prim(C),
b) Ac (Lp(z)) = Ly(x) ® e+ (Id® Ly) o Ac(x), Vo e C.
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3. On pose Ac(z) = AL(z) = Ac(z) —x®@e—e®, et par récurrence on définit A% = (A’é_l ® Id) o
AL ; alors pour tout x € Ker(e), il existe n > 1, A%(x) = 0.

Alors C et T(Prim(C)) sont isomorphes.

Preuwve : soient pi,...,p, des éléments primitifs de C. On définit par récurrence p1To ... Topn =
Ly, (p1T7c ... Tepn—1) (avec la convention p1To ... Tep, = e si n = 0). Montrons par récurrence sur
n que :

k=n

AcmTo...Topn) = D> (mTo-. Tope) @ (e Te - Topn). (9)
k=0

C’est vrai pour n = 0. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 ; alors

Ac(piTe-..Tepn) = Ac(Lp,(p1Tc... Tepn-1))
= (mTc...Topn) @e+ (Id®@ Ly,) o Ac(piTo ... Tepn-1)
k=n—1
= (o Tep)@e+ Y (pTe... Tepr) ® (praTo - Topn)
k=0
k=n
= > (mTe... Tepr) @ (PeTo - Topa).
k=0
Comme L est linéaire, (p1,...,pn) — p1To ... Tcbn est n-linéaire. On peut donc définir :

F:T(Prim(C)) ~— C
1 T...Tpn — pilc...Tcpn. (10)

D’apreés (8) et (9), F' est un morphisme de cogébres.

Montrons que F est injective : soit © = 29l + 21 + ... + @, avec 9 € K, x; € Prim(C)®", tel
que F(x) = 0. Supposons x,, # 0. Comme e(F(z)) = e(x) = 9, on a &g = 0 : n > 1. De plus,
F(p) = p, Vp € Prim(C), donc n > 2. Comme F est un morphisme de cogebres et que F(1) = e, on a
Ak o F = FeU+1D o AF pour tout k > 1. Par suite, dans Prim(C)®" :

AFHF(@) = 0
= F®"o A" l(z)
= o OAn_l(!En)
= An_l(xn)

= .

(On a utilisé le lemme 46 pour la troisiéme et la derniére égalité et le fait que F(p) = p Vp € Prim(C)
pour la quatriéme).
On aboutit a une contradiction, donc F' est injective.

Il reste & montrer que F' est surjective.

Montrons que Ker(AZ) C F(Prim(C)@...® Prim(C)®"). En utilisant ’hypothése 3 du théoréme,
on pourra conclure. Procédons par récurrence sur n : c’est vrai pour n = 1, Ker(NAlc) = Prim(C) C
F(Prim(C)). Supposons I’hypothése vraie au rang n — 1. Soit z € C tel que A% (z) = 0, posons
Agﬁl(x) = Zx(l) ®...®z™. Comme Ac est coassociatif, on peut supposer les z(*) primitifs. Alors
AL Mz — F(XaMWT...TzM™)) = 0 ; donc « € Ker(AL™t) + F(Prim(C)®") ; par Phypothése de
récurrence, Ker(A%) C F(Prim(C) @ ... ® Prim(C)%"). O

9.2 Cas des algébres de Hopf H?

On note Hp lalgébre de Hopf des arbres enracinés (non plans) de [4]. On note HE Dlalgébre de
Hopf des arbres enracinés décorés par D, oit D est un ensemble fini non vide (voir [4, 9]). On note 7.2
'ensemble des arbres enracinés décorés par D, et F5 Pensemble des monomes en les éléments de 772 de
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Soient F,G € FF. On pose :

_ 1
FTG = m i Z(G) (greffe de F' sur le sommet s), si G # 1 ;

= 0,siG=1.
On prolonge T en une application bilinéaire de HE x HE dans HE. On considére :
L :Prim(HE) — LHE)

D D
p'—>Lp:{,HR'_>,HR

T — xTp

1 TN %L/JF\JJFKV ; ..T{=§\¢+\f/+\(;

Figure 6: L’application bilinéaire T .

Proposition 49 L vérifie la condition 2 du théoréme 48, avec e = 1.
Preuve : soient F,G € FE. Soit s un sommet de G, et soit H la forét obtenue en greffant F sur le
sommet s. Soit ¢ une coupe admissible non vide et non totale de H.
1. ¢ coupe les arétes reliant les racines de F' & s. Alors :
(a) soit ¢ est vide, et alors P°(H) = F', R°(H) = G.
(b) soit ¢’ = ¢/ est admissible, non vide, et alors P°(H) = FPY (@), RS(H) = R°(@). De plus,
comme c est admissible, s est nécessairement 'un des sommets de Rc/(G).

2. c coupe au moins une aréte de F' ou une aréte de s vers une racine de F', et ne coupe pas toutes les
arétes de s vers une racine de F. Alors ¢’ = ¢/ et ¢ = ¢|p sont admissibles, et ¢” est non vide.

(a) Sic est vide, alors P¢(H) = P¢"(F) ; de plus R°(H) est la greffe de R (F) sur le sommet
s de G.

(b) Si ¢ est non vide, alors P¢(H) = P¢ (F)P"(G) ; de plus, s est un sommet de R (G), et
R¢(H) est la greffe de R® (F) sur R¢ (G).

3. cne coupe que des arétes de G : posons ¢’ = ¢/q.

(a) Si s est un sommet de P¢(G), P°(H) est la greffe de F sur le sommet s de P¢(G) et
R°(H) = R° (G).

(b) Si s est un sommet de R (@), alors P¢(H) = P (@), R°(H) est la greffe de F sur le sommet
s de R (@).

En sommant sur s, et en posant A(F) =S F/ @ F", A(G) =Y. G G :

nA(FTG) = nFoG+» n'FG' @G+ nF @ (F'TG)
+ S W FE e (FITE) + Y (FTE) 2 G+ Y n"Gl & (FTG),
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(n désigne le poids de G, n' le poids de G’, n” le poids de G".)
Soit hp : Hg ® Hg — Hg ® Hg définie par :
— i
hr(X®Y) = FFX®Y+ —ZFX@(F TY)

+— (FTX)®Y + —2—X ® (FTY),
r+y r—+vy

ol X,Y sont des éléments de .7-'5 de poids respectifs x,y. En remarquant que n’ +n” = n, on obtient :
A(FTG) = FoG+)» F @ (F"TG)+hr(AG)).
Par linéarité, pour tout p primitif de HE et F € FF :
A(FTp)=Fep+Y F o (F'Tp),
ce qui est équivalent & la condition 2 du théoréme 48. O

Pour tout x € Hg, homogeéne de poids n > 1, A"(:E) = 0. La condition 3 est donc vérifiée. On en
déduit que HE est une cogébre isomorphe a T'(Prim(HE)). Plus précisément, on pose :

P, :Prim(HE)®" +— HE
P1Y...0pp, +—— plf...fpn.

Les P, sont alors injectives, et HE = @ Im(P,,).

9.3 Cas de l’abélianisée de Hp

On définit T : HE)R ® HE)R — HE)R par récurrence sur poids(F') de la maniére suivante :

t.ta Tl
t1... fn%.d Z B g(l o(n))u
oeSy
GTt ...t = Ztl (GTH)...t .
ty.. .t TBI(F) = B;(tl...tnTF + ) Bi(ter) - - to(mF)-
oeS,

(Cest-a-dire qu’on greffe les ¢,(1) ...ty "le plus & gauche possible" sur chaque sommet de F).

~ 1 o
0) t1...tg TF=—7——t1...t, TF.
fpose i nlpoids(F) '

Soient F' et G € Fp g, toutes deux différentes de 1. On pose A(F) =Y F'oF" et A(G) =Y. G'oG".
Une étude simple des coupes admissibles de chaque forét de GTF montre que :
A(FTG) = (FTG)®1+1@(FTG)+FoG+» G & (F"TG)
+hr(A(G)) + 1@ HE R, (11)
ou hp: ’H?R ® ’H?R — HE)R ® ’H?R est une certaine application linéaire et I le sous-espace de ’H?R

engendré par les {1...1, —t5(1) -+ - to(n), t1---tn € ]-'IQR, o € 8,. Or I est lidéal bilatére engendré par
les xy — yx, ¥,y € Hp p- De plus, on a facilement, :

Par suite, T passe au quotient dans (%8 z)ay = HB z/I. Comme dans le cas de HE, la condition 2 du
théoréme 48 est vérifiee d’aprés (11). On en déduit que la cogebre (Hg R)ab est isomorphe & la cogébre
T(Prim((HP g)ab))-
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10 Endomorphismes de ’Hg r et comodules sur ’Hg R

On a vu dans la section 9.1 que pour py,...,p, € Prim(Hp ) :

n

Ap1T...Tpy) = Z(pl—l— o TP) Q (Pig1 T - Ton).
i=0

Pour n € N, on considére:
P, : (Prim(HgyR))Q@n — ’HgR
PI®...Qpy > D11 ... TPy

Les P, sont injectives, et Hp p = @ Im(P,).

10.1 Endomorphismes de cogébre
Notations :
1. Soit u : Prim(Hp g)®" — Prim(Hp z)®7. On définit @ : I'm(P;) — I'm(P;) par u = PjouoP; .
2. m est la projection sur Im(Py) = Prim(Hp ) dans la somme directe Hp p = @ Im(P,).

Théoréme 50 1. Pour tout i € N*, soit u; : Prim(Hp g)®" — Prim(Hp ). On définit ®(,,) :
'H?R — 'H?R par:

Q1T . Tpn) = Z Z (Ugy @ - @ Ug, )1 T ... Tpp).
k=1 aj+...4+ap=n,

Alors (., est un endomorphisme de cogébre.

2. Soit ® un endomorphisme de cogébre de ’H?R. Alors il existe une unique famille (u;)ien~, u;
Prim(HBp z)®" +— Prim(Hp g), telle que ® = O(,,).

Preuve :
1. On a immédiatement ¢ o ®(,,,) = €. Comme ®(,,y(1) = 1, il suffit de montrer:

A(@(ui)(plT .. .Tpn)) = (I)(ui) ® ‘I’(ui)(A(plT . Tpn)).

On a: 3
q)(ui) ® (I)(ui)(A(plT L. Tpn)) =

Z Z [(Ug, @ RUg ) @ (up, @ ... @up, ) (01T ... Tp;) @ Pj+1 T ... Tpn)]
Jj=0 ai1+..+ar=j bi+...+b=n—j

_A< > (M)(plT---Tpn)—m(plT...Tpn)>

di+...+dm=n

—A< > (m)(pn...m)) -0

di+...+dm=n
=A@y T ... Tpa)).
2. Montrons par récurrence sur n qu’il existe u; : Prim(HgyR)@ — Prim(HgyR) pour tout i < n,
( (u(my SUT Im(Py)®...® Im(R,).

i
Comme ®(1) est un élément groupoidal, nécessairement ®(1) = 1, ce qui prouve la propriété au rang
0. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. On pose ®("—1) = Q(ugnfl)). On a alors:

"):uisiignetuz(-"):Osii>n,alors<1>:<1>

tel que si on pose u

A@piT...Tpn) = (A T...Tpy))
= 3" Ve V(AMT... Tp,))
A@ VD (pyT ... Tpn)).
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(On a utilisé le fait que A(p1T ... Tpn) € Im(Py) @ Im(Po_1) + ...+ Im(P,_1) ® Im(P;) pour la deux-
ieme égalité.)

Donc (¢ — &= D) (py T ... Tpy,) est primitif. On définit alors u,, : Prim(HB 5)®" — Prim(HP ;)
par T, (p1 T ... Tp,) = (®—=D)(p; T ... Tp,). Comme <I>( ) —<I>( (n-1)) SUI Im(Py)®...eIm(Py_1),
et que <I>( (my = <I>( (n-1)) + Ty, sur Im(P,), on a ® = <I>( (my SUI Im(Po) @& Im(Py,).

On conclut en remarquant que <I>( (nbm)y = <I>( (m)y SUI Im(Py) ®. @Im( ), et donc @ = @,y sur

@ Im(P;) = Hp

Unicité des w; : on a u; = 71 0 @|pp(p,). O

Corollaire 51 L’application de Endcogepre(Hp g) dans L(HE g, Prim(Hp g)) qui envoie ® sur m o ®
est une bijection.

Preuve : injectivité : supposons que w1 0 ® = 71 o @',
Montrons que ®(p1 T ... Tp,) = &' (p1 T ... Tp,) par récurrence sur n. Pour n =0, ®(1) = &'(1) = 1.
Supposons la propriété vraie pour tout k& < n.

Aod(piT...Tp,) = SRO(A(pT...Tpn))
= PR (A(p1T...Tpyn))
= Aod'(pT...Tpy).

Donc (& — ®')(p1 T ... Tpy) est primitif, d’ot (& — @' )(p1T...Tpp) =m0 (=@ )(p1T... Tp,) =0.
Surjectivité : soit u € C(’H?R, Prim(H?ﬁR)). Soit u; telle que @; = u|pm(p,). Alors 0 ®,,) = u. O

Corollaire 52 Soit ® € Endogepre(Hp g). Alors ®(Prim(HE p)) € Prim(Hp g) ; soit ¢ : Prim(Hp ) —
Prim(HgyR) défini par ¢(p) = ®(p), Vp € Prim(H?ﬁR). Alors @ est injectif (respectivement bijectif) si
et seulement si ¢ est injectif (respectivement bijectif). Si ¢ est surjectif, alors ® est surjectif.

Preuve : on peut supposer ® de la forme ®(,,). Alors ¢ = u;.

Injectivité : : évident.

< :soit z € Ker(q)), x # 0. On peut écrire z = z,, + y, avec z,, € Im(F,), non nul, et deg,(y) < n.
Alors:

() = (01 @...@w)(xn) + Im(Fo) & ... Im(F,_;) = 0.

Donc comme (u1 ® ... Qu1)(z,) € Im(F,), on a (u1 @...®@u1)(xy,) = 0. Or wu; est injectif, donc
w1 ® ... ® up est injectif, et donc u; ® ... ® uy est injectif : par suite 2, = 0 : on aboutit & une contra-
diction. Donc @ est injectif.

Surjectivité : < : supposons u; surjectif. Montrons que I'm(Fo)®...&Im(F,) C Im(®)Vn. Sin =0,
c’est évident car (1) = 1. Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Soient p1,...,p, € Prim(HgﬂR).
1l existe qi, ..., qn € prim(Hp g), tels que p; = u1(g;). Alors:

S T...Tqn) =1 T ... Tpn + Im(Fp) ® ... D Im(F—1).
Donc p1 T ... Tp, € Im(®P), ce qui prouve la propriété au rang n.
Bijectivité < : découle immédiatement de ce qui précéde.
: supposons ® = &, bijectif. Son inverse est un morphisme de cogebres, donc de la forme @ ).

On a alors (Pod~ )\Pmm(HEYR) = Idpmm(HgyR) = ®owv; = ujovy. De méme, vy ou; = Idpmm(HgyR),
donc wu; est bijectif. O

Remarque : on peut avoir ® sujectif sans que ¢ le soit. Par exemple, pour ui, us, ug... nuls, et
uy : Prim(Hp g)®? — Prim(Hp g) surjectif, on a:

(I)(ui)(]hT . Tpgn_;,_l) = 0,
(I)(ul)(plTTPQn) = UQ®®U2(p1TTp2n)
~———

n fois

Comme wuy est surjectif, us" : Prim(Hp g)¥* — Prim(Hp )" est surjectif, et donc u2 s Im(Py;) —
Im(P;) est surjectif. Donc ®(,, est surjectif. Cependant, ¢(,,) = u1 = 0 n’est pas surjectif.
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10.2 Endomorphismes d’algébre de Hopf
Théoréme 53 1. Soit (Pt)tETPDR une famille d’éléments primitifs de ’H?R indezée par 7}?}%. Soit

®(p,y l'unique endomorphisme d’algébre de ’H?R défini par récurrence sur le poids par:

(I)(Pt)(.d) = P'dv

Dp,)(t) = Z Op)(t') TPy | + P, pour tout t € TE g, avec At Z t'@t".

Alors ®(p,y est un endomorphisme d’algebre de Hopf.

2. Soit ® un endomorphisme d’algébre de Hopf de H?R ; alors il existe une unique famille (Pt)teTPDR
telle que ® = ®(p,). ’

Preuve : remarquons que ®(p,) est bien défini, car HB p.r est librement engendrée par 7JDR

1. Il s’agit de montrer que A o ® (P (t) = ®(p,y 0 <I>(pt)(A( ), Vt € TER. Procédons par récurrence
sur le poids de t. Si t est de poids 1, alors ¢ est de la forme o4, et donc <I>(pt)(t) = P, ; comme t est
P, sont tous les deux primitifs, la propriété est vérifiée. Supposons la propriété vraie pour tout arbre de
poids strictement inférieur & n. Comme ®(p,) est un morphisme d’algeébres, la propriété est vraie pour
tout élément de HB 5 de poids strictement inférieur & n. On a A(t) = S’ @ t”, avec t” € TZx.

A(@p,)(t) = ZA (') T Py
- Z‘I’U’t ®Pt”+z Y. 2w @ (R(py () TP)
) (B(t))
= Z% ) @ Py +ZZ% © (D e (()") T Pr)
) ()
= Z% )@ Py +ZZ% B () (")) T Py

t//

Se)e |30 (@) (")) TPy ) + P
)

Z (I)(Pt ® (I) (Py) (t”)

(On a utilisé le fait que * — xTp soit un 1—cocycle pour tout primitif p pour la deuxiéme égalité,
I’hypothése de récurrence pour la troisiéme égalité et la coassociativité de A pour la quatriéme.)

2. Montrons qu'il existe (P)poids(t)<n telle que si on pose Pt(”) = P, si poids(t) < n, et Pt(") =0si
poids(t) > n, alors ®(t) = @(Pr(n))(t) pour tout ¢ de poids inférieur ou égal & n. Pour n = 1, alors on

prend P,, = ®(e;). Supposons la propriété vraie au rang n — 1. Posons o) = @ Soit t € 7}?R,

(P’
poids(t) = n.

A(@(1) = 2@ (A1) = 2"V @ 0" V(A1) = A"V (1)).
On prend alors P; = ®(t) — &™) (). On a bien P; € prim(HB g), et ®(t) = ®()(t) pour tout ¢ € Th g de
poids inférieur ou égal a n.
Comme ®+7) () = &™) () pour tout t € ’7}D)R de poids inférieur ou égal & n, on a ® = ®(p,).
Unicité : on a P, = 7 0 ®(p,(t) pour tout t € Tr,. O

Corollaire 54 Soit T le sous-espace de ’H?R engendré par les éléments de 7;3?1%' Alors Uapplication de
Endopf(Hp ) dans L(T, Prim(Hp g)) qui envoie ® sur m o @\ est une bijection.

Preuve :

Surjectivité : soit u € L(T, Prim(Hp g)). On pose P; = u(t) pour tout t € TZ . Alors m0®p,y = u
sur T.

Injectivité : sim0®p,) = mo®P(p;) sur T, alors pour tout t € TIZ?R, m10®@(p,)(t) = P, = mo®(py)(t) =
Ptlv et donc (I)(Pt) = ‘I)(pt/) a
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10.3 Comodules sur Hpp

Le théoréme 3.8 de [5] est également vérifié par Hp p d’aprés le corollaire 22. Par suite, les résultat
des sections 5 et 6 de [5] restent vrais dans le cas de Hp .

11 Lien avec les algébres de Hopf HE

On a une surjection w : 7}?R — 7}? qui & un arbre enraciné plan décoré associe le méme graphe,
muni des mémes décorations, en oubliant la donnée du plongement dans le plan. On prolonge w de ]—'12 R
vers F5 en posant w(ty ...t,) = w(t1) ... @w(ty,).

Proposition 55 On considére 'application suivante :

P : Hg,R — Hg
Feng —  w(F).

Alors ®© est un morphisme surjectif d’algébres de Hopf graduées.

Preuwve : immeédiat. O

11.1 Primitifs de H%

On utilise les notations de la section 2. Soit T le sous-espace de Hp  engendré par 5. Alors
M = M? & T. On peut donc identifier 2% a7z et T. Pour tout t € ’7JDR, on a:

5(t) = > Pe(t) ® R°(t) — R°(t) @ PC(t).

c coupe simple de t
On note P(T) = {z € T/é(x) = 0}.

Pour toute forét F = t1...t, € Fpp, le type de F est le n-uplet (poids(t1),...,poids(t,)). On a

ainsi une graduation de Hp 5 sur Pensemble des suites finies d’entiers non nuls. Les types sont ordonnés
de la maniére suivante :

(aty. .. an) > (b1,...,by) si n>m;
ousi n=m,
ay =b1,...,a;1=">b;1, a; > b;.

Lemme 56 Soit z € S(HQ)R) N M?2, non nul. Alors la composante T(ay,....an) MON nulle de x de plus
petit type possible est dans P(T)™.

Preuve : on pose x = Z Z T(by,....bm)s AVEC T(p, 5.y NON nul, homogéne de type (by,...,by).
m= O(bl ..... m)

Comme z € M?, pour tout (by,...,b,) € I, m > 2. On pose z; = Z T(by,...,by), de sorte que
(bl .bk)GI

T =2, +...+xN, T € T, non nul, 2 < n < N. Enfin, on pose =, = Ztgj) ...t,({), les t,(j) eT,
j=1

homogeénes, J étant supposé minimal.
Soit 7, la projection sur 7% parallélement a @l;ék T

(0 @ ) (A(z) — AP(z ZN) Y 9D e 1Y =0,

avec 5(tz(-j)) = (tz(-j))' ® (tz(-j))”. L’algébre Hp p étant librement engendrée par T, on en déduit :

Zt(” ®...9t"Ye..etHe ) =0
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En ne conservant que les termes de la forme t1 ® ... ® t,41, avec poids(t1) + poids(t,+1) minimal, on
obtient :

Z Z(by,....bn) € P(T)Tn_l.

En ne conservant que les termes de la forme 1 ® ... ®t,,11, avec poids(t1) = a1, et poids(te) + poids(t,+1)
minimal, on obtient par minimalité de J :

Z T(by,....bn) € P(T)QTniz.

(b1, ) bp)el
bi=a1,ba=a2

De proche en proche, on aboutit au résultat. O
Théoréme 57 ¢HE,R et ngR sont bijectifs.

Preuve : montrons par récurrence sur n que :
D 2 D 2 D

On a immédiatement S(HP z) N M2 N (HER)n 2 Mé(’HD y N (HE 2)n.
’ PR ’ PR ’

Sin = 0,1, les deux sont nuls. Supposons le résultat vrai pour tout m < n, et soit « € S(’H?R) N
Mip N(HE g)n, non nul. Sa composante homogene T(ay,...,a,) o0 nulle de x de plus petit type possible
P,R ’

est dans P(T)". Posons :
'r(ah...,an) = Ztgj) s tsg)a
J

tl(-j) € P(T), homogenes de poids a; < n. D’aprés ’hypothése de récurrence, la proposition 17 (6 = 4), et
le fait que Hp p ~ (Hp )™, Yy, restreinte a (HPR)o @ ... ® (HP g)n—1 est surjective. Donc il existe

xgj) € S(Hp p), homogenes de poids a;, tels que 7TA(,’E1(-j)) = tl(-j). Alors z — Zxﬁj) P e S(HBR), et

toutes ses composantes homogénes non nulles sont de type strictement plus grand que (aq,...,a,). De

proche en proche, on montre qu’il existe y € Mé(?—ﬂ’ ) N (Hg Rr)n, tel que les composantes homogénes non
P,R ’

nulles de = — y soient toutes de type strictement plus grand que (1,...,1). Comme x — y est homogéne
de poids n, et que toute forét de poids n est de type inférieur a (1,...,1), x = y.

On a ainsi montré la propriété 6 de la proposition 17. On en déduit 1 et 2 : ¢H}2R et wHER sont

injectifs. De plus, comme ’H?R et (’H?R)*g sont isomorphes, 3 et 4 donnent la surjectivité de ¢H7§R et
Yz - O

Corollaire 58 & : Prim(Hp ) — Prim(HE) est surjectif.

Preuwve : posons @ : (’H?R)ab — ’Hg obtenu par passage au quotient. Il suffit de montrer que
®(Prim(HP g)ab)) = Prim(HE). Soit By : (Hp Rr)ab — (HP g)av défini par BI(F) = FTey 1l
s’agit d’un 1-cocycle de (’H?R)ab. Soit alors ¥ : HE — (HE,R)ab l'unique morphisme d’algébre de Hopf
tel que ¥ o B = B o ¥. On a immédiatement ® o ¥ = Idyn, d’ott le résultat. O

11.2 Dual gradué de HE

On va chercher (Ker(®))* dans la dualité entre HE, 5, et elle-méme de la section 6.1.

Proposition 59 1. (Ker(®))* est une sous-algébre de Hopf cocommutative de Hg,m stable par 74,
Vd € D.

2. Pour F € }'}?, on pose :

Alors (fF)FeFIE est une base de (Ker(®))*.
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3. Pour F1,Fy, F 6 }'R, soit n(F1, Fo; F) le nombre de coupes admissibles de I telles que PS(F) =
Fy et RE(F) = Fo. Alors :
I7, 17, = Z n(F1, Fo; F) f.
FeF?P
Preuve :

1. Comme ® est un morphisme d’algeébres de Hopf, Ker(®) est un idéal bilatére, un coidéal, et est
stable par S. De plus, ® o B} = B} o ®, donc Ker(®) est stable par B .

€ (Ker(®))* car Ker(®) C Ker(e).

Soient x,y € (Ker(®))*, z € Ker(®) ; (zy,2) = (x @y, A(2)) ; or A(z) € Ker(®) @ Hp g + Hp p ©
Ker(®) ; donc (vy,z) =0 : 2y € (Ker(®))~,.

Soit z € (Ker(®))', y®z € Hp p @ Ker(®) + Ker(®) @ Hp . Alors (A(x),y ® z) = (x,y2) = 0 car
Ker(®) est un idéal bilatere ; par suite, A(z) € (Hp p ® Ker(®) + Ker(®) @ HE z)= = (Ker(®)): @
(Ker(®))*.

Comme Ker(®) est stable par S, (Ker(®))" est stable par S*9 = S.

Comme Ker(®) est stable par B, (Ker(®))* est stable par (B )*9 = 4.

Enfin, soient z € (Ker(®))*, y,z € Hp p.

(A(z) - A%(2),y®2) = (Al@)y@z-20yY)
= (zyz —zy).
Comme HE est commutative, yz — zy € Ker(®), et donc (z,yz — zy) est nul ; par suite, A(z) = A%(z).
2. La famille (G — G’)GVG/GJ:ER)W(G):W(G,) génére linéairement Ker(®). On montre facilement que
(f7,G—G") =051 @w(G) = w(G). Donc fz € (Ker(®))*. 1l est immeédiat qu’il s’agit d'une famille libre

; en comparant les dimensions des composantes homogénes de (Ker(®))L et de I’espace engendré par les
f&, on montre qu’il s’agit d’une base de (Ker(®))*.

3. La dualité entre Hg » et elle méme engendre une dualité entre (Ker(®))t et HE (qui est identifié
Hp p/Ker(®)). La base duale de la base (F)?efg de HE est la base (f7)Ferp. Le résultat est alors
immédiat. O ' '

Corollaire 60 Soit LT [’algébre de Lie de base (fg)geTRD, avec :
[fes fo,] = Z (n(t1,2;7) — n(t2, t131)) fr.
teTh
Alors le dual gradué de HE est isomorphe a U(LP) comme algebre de Hopf graduée.

Preuve : (HE)*9 ~ (Ker(®))t. Comme (Ker(®))* est cocommutative, d’aprés le théoréme 7, (Ker(®))* ~
Z/I(Pmm(Ker( ))4). De plus, une base de Prim((Ker(®)*) est (fD)terp daprés le théoreme 35-7. La

formule pour [f; ; f7,] se déduit de la proposition 59-3. O

Remarque : on a retrouvé ainsi le résultat de [4].

12 Appendice

12.1 Forme bilinéaire (,) dans Hpp

On se place dans Hp g ; A}, est la matrice de la forme bilinéaire ( ,) restreinte & H,, x H,, dans la
base B!, décrite ci-dessous (n =2,3,4) :

Bi = (')7
B, = (..,1),
B, = (voo, 1.1, V],

B, = (veonitorn Vot v Ez \zI, \f{)
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On obtient :

6 3 3 2 1

5 1 31110

A =[1]; A;_{lo], A=|3 110 0]

210 0 0

1 0000

(24 12 12 8 4 12 6 8 4 6 3 3 2 1]

12 5 5 41 5 24131110

12 5 5 31 5 23131100

8 4 3 21 2 12021000

4 1 1 10 1 01010000

12 5 5 21 5 22100000

w6 2 2102 11000000

4718 4 3 21 2 10000000

4 1 1 00 1 0000O0O0TO0O0

6 3 3 21 0 00000O0TO0O0

31 110 0 000O0O0O0TO0O0

31 1 00 0 00000UO0TUO00O0

2 1 0 00 0 00O0O0O0UO0TUO0O0

1 0 0 00 0 00O0OOO0OO0 O]

Soit P, = Pass(B'n, (er,)i<r,). P, = AL " et donc :

0o 0 0 0 1

01 0o 0 0 1 -2
Pl =[1]; Pg_{l_A, Pb=]10 0 1 -1 —1];
0 1 -1 0 0

1 -2 -1 0 3
o o o o OO o O O O O O O O 11
o 0 0o 0o O O O O O O 0 0 1 =2
o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1
o 0 0 0 O 0O O O 0 0 1 -1 0 0
o 0o 0o 0 O 0O O 0O 0 1 -2 -1 0 3
o0 0o 0 O 0O O O 1 0 0 -1 0 -1
p_|0 0 0 0 0 0 0 1 -2 -1 0 1 -1 2
4~to o o0 o O O 1 -1 0 1 -1 -1 1 0
o0 0 0 0 1 -2 0 -1 -1 2 1 0 1
o 0 0o 0O 1 0 -1 1 -1 -1 0 2 =1 0
o 0 0 1 -2 0 0 -1 2 0 2 -2 0 0
o 0 1 -1 -1 -1 2 -1 1 2 =2 -2 2 0
o 1 -1 0 0 0 -1 1 0 -1 0 2 -1 0
|1 -2 -1 0 3 -1 2 0 1 0 0 0 0 -4 |
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