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Abstract

We introduce a functor from the category of braided spaces into the category of braided Hopf al-
gebras which associates to a braided space V' a braided Hopf algebra of planar rooted trees Hp r(V).
We show that the Nichols algebra of V' is a subquotient of Hp r(V'). We construct a Hopf pairing bet-
ween Hp r(V) and Hp r(V*), generalising one of the results of [5]. When the braiding of ¢ is given by
c(v; ® v;) = ¢;,jv; @ v;, we obtain a quantification of the Hopf algebras Hg’R introduced in [5, 6]. When
¢i,; = ¢*7, with ¢ an indeterminate and (a; ;); ; the Cartan matrix of a semi-simple Lie algebra g, then
Uy(g") is a subquotient of Hp (V). In this case, we construct the crossed product of Hp r(V) with a
torus and then the Drinfel’d quantum double D(Hp (V') of this Hopf algebra. We show that U,(g) is a
subquotient of D(Hp r(V)).

Résumé

Nous introduisons un foncteur de la catégorie des espaces tressés dans la catégorie des algebres de Hopf
tressées, associant a tout espace tressé V' une algebre de Hopf tressée d’arbres plans enracinés Hp r(V).
Nous montrons que I'algebre de Nichols de V' est un sous-quotient de Hp (V). Nous construisons un
couplage de Hopf non dégénéré entre Hp r(V) et Hp r(V*), généralisant ainsi I'un des résultats de [5].
Lorsque le tressage de V est de la forme c(v; ® vj) = ¢; jv; ® v;, nous obtenons une quantification des
algebres de Hopf d’arbres Hg’ r introduites dans [5, 6]. Lorsque ¢; ; = ¢%, avec ¢ une indéterminée et
(a;,7)i,; la matrice de Cartan d'une algebre de Lie semi-simple g, U, (g") est un sous-quotient de Hp (V).
Dans ce cas, nous effectuons le produit croisé de Hp r(V) avec un tore puis construisons le double de
Drinfel’d D(Hp,r(V')) de l'algebre de Hopf ainsi obtenue. Nous montrons que U,(g) est un sous-quotient
de D(HP,R(V)).
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Introduction

Dans [2, 3, 10, 11, 12], A. Connes et D. Kreimer introduisent une algebre de Hopf d’arbres
enracinés Hp dans le but d’étudier un probleme de Renormalisation en Théorie Quantique des
Champs. Dans [4, 5, 6], nous introduisons une algebre de Hopf des arbres enracinés plans décorés
ng r dont la construction généralise celle de Hr. Nous montrons que cette algébre de Hopf est

auto-duale et qu’il existe un couplage de Hopf non dégénéré entre Hg r et elleeméme. D’autre
part, nous introduisons un foncteur Hppr de la catégorie Vect des espaces vectoriels dans la
catégorie des algebres de Hopf graduées, envoyant un espace vectoriel V' sur l'algebre de Hopf
Hpr(V), qui est isomorphe & l’algebre de Hopf Hg r» lorsque le cardinal de D est égal a la
dimension de V.
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Dans ce papier, nous généralisons la construction de ce foncteur pour construire un foncteur
Hp,r de la catégorie des espaces tressés 7rVect dans la catégorie des algebres de Hopf tressées
graduées. En particulier, en identifiant la catégorie Vect avec la sous-catégorie de 7rVect des
espaces munis d'un tressage trivial, le foncteur Hp g coincide avec la définition de [4]. Pour tout
espace tressé V', I'algebre de Hopf tressée Hp r(V') possede une base de foréts; nous décrivons
le coproduit dans cette base a I’aide de la notion de coupe admissible et de ’action des groupes
de tresses B,,. Nous montrons que tout couplage (, )y : V' x V. — K d’espaces tressés permet
de construire un couplage (, )y d’algebres de Hopf tressées entre Hpr(V') et Hpr(V), non
dégénéré si (, )y est non dégénéré. Lorsque V est de dimension finie, on peut donc construire un
couplage d’algebres de Hopf tressées non dégénéré entre Hp r(V') et Hp r(V*). Nous donnons un
sens combinatoire a ce couplage lorsque V' est un espace tressé diagonal ; en conséquence de cette
interprétation, nous démontrons par exemple la formule suivante (voir par exemple [7, 19]) :

(n)g! = Z ql(g)-

UESn

Les modules de Yetter-Drinfeld d’une algebre de Hopf C sont des exemples particuliers d’es-
paces tressés. Nous montrons que, dans ce cas, Hp r(V') est une algebre de Hopf dans la catégorie
des modules de Yetter-Drinfeld de C. Nous décrivons la structure de module de Yetter-Drinfeld
de Hpr(V) dans la base des foréts et dans la base duale et nous montrons que l’algebre de
Nichols de V' est un sous-quotient de Hp (V).

Lorsque V' est un espace tressé diagonal symétrique, il peut étre considéré comme un module
de Yetter-Drinfeld sur I’algebre de Hopf C = K[X Z-il, i € D]. Dans ce cas, nous pouvons effectuer
un produit croisé Hp r(V)HC, puis appliquer la construction du double de Drinfeld pour obtenir
une algébre de Hopf D(Hpr(V)). Cette algebre de Hopf contient une copie de Hp (V), une
copie de Hp r(V)? et une copie de C.

Lorque K = k(q), avec ¢ une indéterminée et que A = (a; ;)i jep est une matrice de Cartan
finie, On considere P'espace tressé V' de base (v;);ep muni de la tresse suivante :

c(v; ®vj) = ¢*v; @ v;.

Soit g l'algebre de Lie associée & la matrice de cartan A; on montre qu’alors Uy (g) est un sous-
quotient de D(Hpr(V)).

Ce papier est organisé de la maniere suivante : la premiere partie est consacrée a des rappels
des principaux résultats de [4, 5, 6]. Dans la deuxiéme partie, nous rappelons quelques résultats
sur les notions d’algebre, de cogebre et de bigebre tressées. La construction de Hp r(V'), avec V'
un espace tressé, est effectué dans la troisieme partie : nous montrons qu’il s’agit d’une algebre
de Hopf tressée et nous décrivons sa tresse, son coproduit et son antipode dans la base des
foréts. La partie suivante est consacrée au couplage (, )y : nous le construisons et décrivons ses
propriétés. La cinquieéme partie est consacrée au cas ou V est un module de Yetter-Drinfeld
sur C. Nous décrivons la structure de module de Yetter-Drinfeld sur Hp r(V') et montrons que
I’algebre de Nichols de V' est un sous-quotient de Hp r(V'). Nous décrivons également le produit
croisé Hp r(V)HC. Nous décrivons l'algebre de Hopf D(Hp r(V)) dans la derniere partie; nous
montrons également que Uy (g) est un sous-quotient de D(Hp r(V')) lorsque V est bien choisi.
Enfin, nous donnons l'interprétation combinatoire du couplage (, ) dans la derniere partie.

Notations. K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle et D désigne un ensemble
non vide.

1 Algebres de Hopf Hpr(V) : rappels et notations

1.1 Arbres, foréts, coupes

Les définitions suivantes sont introduites dans [4, 5, 6] :



Définition 1 Un arbre enraciné t est un graphe fini connexe et sans boucles; on suppose que
I'un des sommets de ce graphe n’est I’arrivée d’aucune aréte; ce sommet est appelé racine de
t. Les arbres enracinés seront dessinés avec la racine en bas. Le poids de t est le nombre de ses
sommets. Un arbre plan enraciné t est la donnée d’'un arbre enraciné muni d’un plongement
dans le plan. Le poids de t est le nombre de ses sommets. L’ensemble des arbres plans enracinés
est noté 7Tpr.

Soit D un ensemble non vide. Un arbre enraciné décoré par D est un arbre enraciné ¢ muni
d’une application d; de ’ensemble de ses sommets vers D. L’image d’un sommet s par cette
application est appelée décoration de s. L’ensemble des arbres enracinés décorés par D sera noté
’TRD . On définit de la méme manieére ’ensemble 7, P? r des arbres enracinés plans décorés par D.

Pour tout d € D, on notera e, ’élément de 7, PD r formé d’un seul sommet décoré par d.

Exemples.

1. Arbres enracinés de poids inférieur ou égal a 5 :

aviv b vie v el vy il

2. Arbres plan enracinés de poids inférieur ou égal & 5 :

aviv b v vYhe b vy dur vyl

Soit H? r lalgebre associative librement engendrée sur K par les éléments de 7, I;?R' Les
monomes en les arbres plans enracinés de cette algebre sont appelés foréts planes enracinées
décorées; il sera souvent utile de considérer 1 comme la forét vide. L’ensemble des foréts
planes enracinées décorées est noté ]—"}3 g+ Le poids d’une forét ' = t;...t, est par définition
poids(t1) + ... + poids(ty). 7

Exemples. foréts planes enracinées de poids inférieur ou égal a 4 :

UUTUUE SUUURE SUNS SEL VAR SUUURIE SUUDE SENUE S AN VI SUNE S S S ) {/ \} Yi

Soit t € T, 13? r- Une coupe élémentaire de t est une coupe sur une seule aréte de ¢. Une coupe
admissible de t est une coupe non vide telle que tout trajet d’'un sommet de ¢ vers un autre ne
rencontre au plus qu'une seule coupe élémentaire. L’ensemble des coupes admissibles de ¢ est
noté Ad(t). Une coupe admissible ¢ envoie ¢ vers un couple (P¢(t), R°(t)) € ng X TF?Rv tel
que R(t) est la composante connexe de la racine de t apres la coupe, et P¢(t) est la forét plane
formée par les autres composantes connexes, placées dans le méme ordre.

D’autre part, si ¢, est la coupe vide de ¢, on pose P®(t) = 1 et R®(t) = t. On définit la
coupe totale de t comme une coupe ¢; telle P%(t) = t et R°(t) = 1. L’ensemble formé des
coupes admissibles de ¢, de la coupe vide et de la coupe totale de ¢ est noté Ad,(t).

Soit maintenant F' € ng, F # 1. ll existe tq,...,t, € TP?R, tels que F' =tq...t,. Une coupe
admissible de I est un n-uplet (cy,...,cp,) tel que ¢; € Ad.(t;) pour tout i. Si toutes les ¢; sont
vides (respectivement totales), ¢ est appelée la coupe vide de F' (respectivement la coupe totale de
F). L’ensemble des coupes admissibles non vides et non totales de F' est noté Ad(F'). L’ensemble
de toutes les coupes admissibles de F' est noté Ad,(F'). Pour ¢ = (cy,...,c,) € Ady(F'), on pose
PS(F) = P (t1)... P (ty) et RE(F) = R (t1) ... R (ty).

1.2 Algebres Hppr(V) : notations et rappels

Soit V' un espace vectoriel. L’algebre de Hopf Hp r(V') est construite dans [5], partie 3.5. 11
s’agit de l'algebre librement engendrée par les arbres enracinés plans décorés par des éléments
de V, les arbres étant linéaires en chacune de leur décoration.



Exemple. Si vy, v2,v3,v4 € V, dans Hpr(V) :

v3+v4 _ W [ v v.
Iv1+v2 - IU?+ Ivzll—’_ Ivg—’_ IU;‘

Ce sont des algebres graduées par le poids, le poids d’une forét étant le nombre de ses sommets.
Les résultats suivants sont des adaptations immédiates des résultats de [4, 5, 6] :

1.

Soit (v;);ep une base de V. Alors ’ensemble fl{fgiep} des foréts planes enracinées décorées
par des éléments de {v; /i € D} est une base de Hpr(V).

On note 7p i I'ensemble des arbres enracinés plans (non décorés) et Fp g I’ensemble des
foréts enracinées planes (non décorées). Soit F' € Fp g ; les sommets de F' sont totalement
ordonnés par > 4 (voir [5], partie 3.4). On les indexe de sorte que s, >pq ... >pg S1.

Exemple. F = V 1 ; alors ses sommets sont indexés de la maniére suivante : ' V2 14,

Pour v1,...,v, € V, on pose F(v1,...,v,) la forét de Hp (V) obtenue en décorant le
sommet s; de F' par v;. On pose alors, pour toute F' € Fp g de poids n :

F:V® — Hppr(V)
MR...0v, — F(v,...,0p).
Tout élément x € Hppr(V) s’écrit alors de maniere unique x = Z F(vp), ou vp €

FeFpr
V@ poids(F) hour toute F € FpR-

3. On identifie V et Hpr(V)1 viav eV — o, € Hpr(V);.
4. On définit :

B+2HP7R(V)®V — 'HP,R(V)
z@e, — Bl(2),

olt pour toute forét F, B, (F) est I'arbre enraciné plan décoré obtenu en greffant les racines
des arbres de F' sur une racine commune décorée par v. On peut alors munir Hp (V)
d’une structure d’algebre de Hopf en définissant A comme 'unique morphisme d’algébres
de Hpr(V) dans Hpr(V) ® Hpr(V) tel que pour tout x € Hpr(V) et tout v € V' :

A(Bf(z)) = Bf (z) ® 1 + (Id ® B}) o A(z).
La counité € est donnée par £(t) = 0 pour tout arbre enraciné plan décoré par des éléments

de V.

Soit ¢ une coupe admissible de F, s;,, ..., s;, les sommets de P°(F), avec i1 < ... < iy et
Sj1s---,5j les sommets de R(F'), avec j1 < ... < ji. Soit o, la permutation de .S, telle
que o.(r) =i, si r < k et j._j sinon. Le coproduit de Hp (V') s’écrit alors pour toute
forét F' € Fppr de poids n, vy,...,v, €V :

A(F(vr,...,vn)) = > PUAF)R@RY(F) | (0e(1®...®vp))
c€Ad.(F)

— > PUF)@RUF) | (0e(v1®... @ vp))
cEAd(F)
+F(v1,...,0p) @1 +1Q® F(vy,...,0,),

olt S, agit sur V" de la maniére suivante : 0.(v1 ® ... @ v,) = Vo(1) ® -« @ Vg (n)-

4



6. On considere I'application suivante :

v HP,R(V) — 'HRR(V) ®V
0 si F' # G,
F(’Ul,...,vn) I {G('[}l,-.~,vn—1>®.’l}nSiF:G..

Soient V, V' deux espaces vectoriels et (, )y : V/ x V. — K une forme bilinéaire. Il existe
alors une unique forme bilinéaire (,) : Hpr(V') x Hpr(V) — K telle que :

L (1,y) =e(y), Yy € Hpr(V);

2. (zy,2) = (z®y,A(2)), Yo,y € Hpr(V'), z€ Hpr(V);

3. Bf(zow),y)=(z@w,v(y)), Ve € Hpr(V), we V', y € Hpr(V);
De plus, (,) est un couplage d’algebres de Hopf graduées. 11 vérifie :

Vi=(0) & Hpr(V):=(0);
V't =(0) & Hpr(V)t=(0).

2 Espaces, algebres et cogebres tressées

2.1 Espaces tressées

On rappelle tout d’abord la définition d’un espace tressé (voir par exemple [1, 8, 9, 20]) :

Définition 2 Soit V un K-espace vectoriel et soit ¢: V@V — V ® V. On dira que (V,¢) est
un espace tressé si I’équation de Yang-Baxter est vérifiée :

(c@Id)o(Id®c)o(c®Id)=(Id®c)o(c®Id)o(Id® c). (1)

Remarque. On ne suppose pas ¢ inversible.

Notation. Si (V, ¢) est un espace tressé, on notera c(u®v) = v®u. Pour éviter les confusions,
on ajoutera si nécessaire des indices. Par exemple, ’équation de Yang-Baxter s’écrit :
23 973 ow? —gl? @3 @w?s.

Comme c vérifie ’équation de Yang-Baxter, V®™ est une représentation du monoide des

tresses positives & n brins B, avec o; = | - - | agissant par Id®0—1 @ c@ [d®—i—1)
~— ~—

i—1 n—i—1

(voir [8, 9]). Si ¢ est inversible, cette action se prolonge en une action du groupe B,.

2.2 Algebres tressées et paires d’algebres tressées
Définition 3
1. Soient A et B deux K-algebres unitaires et :

c:BA — A®B
ba — a®b.

On dira que (A, B, ¢) est une paire d’algebres tressée si on a :

a®l = a®l, (2)
I®b = 1®b, (3)
a®biby = a? @b by (4)
Tz ®b = ala’ 0b. (5)



Si A = B et si ¢ vérifie ’équation de Yang-Baxter, on dira simplement que (A4, ¢) est une
algebre tressée.

2. Soient (A, B,c1), (B, C,c2) et (A, C, c3) des paires d’algebres tressées. On dira que (c1, ¢, ¢3)
vérifie ’équation de Yang-Baxter si :

(c1®Id)o(Id®c3)o(ca®Id) = (Id® c2) o (cg®Id)o(Id® cy). (6)

Remarque. Si A = B =C et ¢; = ca = c3 = ¢, alors (¢, ¢, ¢) vérifie 'équation de Yang-Baxter
si, et seulement si, ¢ vérifie I’équation de Yang-Baxter.

Les résultats suivants se démontrent par des calculs directs :

Proposition 4 Soit (A, B, c) une paire d’algébres tressée. Alors A®B7€St muni d’une structure
d’algébre associative unitaire donnée par (a1 @ by)(az ® be) = ajaz @ biby. L’élément neutre est
1® 1. Ce produit sera appelé produit tressé de A Q@ B.

Proposition 5 Soient (A, B,c1), (B,C,c2) et (A,C,c3) des paires d’algébres tressées, telles que
(c1,c2,c3) vérifie I'équation de Yang-Baxter. On définit alors :

1:C®(A®B) — (A®B)®C T:(BRC)®A — A®(B®CO)
c®a®b — al @b b2 b@c®a — a2 Qb Q.

Alors (A®B,C,11) et (A, BQC,12) sont des paires d’algébres tressées. De plus, les deux produits
induits sur A ® B ® C par la proposition 4 coincident.

Lemme 6 Soient (Ay, B1,c1) et (Aa, By, c) des paires d’algébres tressées. Soient ¢; : A; — B;,
i = 1,2, des morphismes d’algébres, et supposons que (¢p1 @ ¢2) 0 c1 = c2 0 (P2 ® ¢1). Alors
01 ® ¢ 1 A1 ® By — Ay ® By est un morphisme d’algébres (A; @ B; étant muni du produit
tressé).

2.3 Cogebres tressées et paires de cogebres tressées

Définition 7

1. Soient A et B deux K-cogebres counitaires et :

c:BRA — ARB
ba — a®b.

On dira que (A, B, ¢) est une paire de cogebres tressée si on a :

e(@b = e(a)b, (7)
as(b) = ae(b), (8)
a'ea’®b = d ®d ®b7, (9)
a®b'®b" = @b b . (10)

Si A = B et si ¢ vérifie I’équation de Yang-Baxter, on dira simplement que (A4, ¢) est une
cogebre tressée.

2. Soient (A, B,c1), (B,C,c2) et (A,C,c3) des paires de cogebres tressées. On dira que
(c1, c2, c3) vérifie I'équation de Yang-Baxter si (6) est vérifiée.

Les résultats suivants sont duaux des résultats des propositions 4 et 5 :

Proposition 8 Soit (A, B, ¢) une paire de cogébres tressée. Alors AQB est muni d’une structure
de cogébre coassociative counitaire donnée par A(a ® b) = (¢’ @V ) ® (a” @ V"). La counite est
e ®e. Ce coproduit sera appelé coproduit tressé de A ® B.



Proposition 9 Soient (A, B,c1), (B,C,c2) et (A,C,c3) des paires de cogébres tressées, telles
que (c1,c2, c3) vérifie l’équation de Yang-Bazter. On définit alors :
1:C(A®B) — (A®B)®C n:(BeC)®A — A®(B®(O)
c®a®b — @ ®b @l b@c®a — a2 @b ®c.

Alors (A® B,C,11) et (A, B ® C,12) sont des paires de cogébres tressées. De plus, les deux
coproduits induits sur A ® B ® C par la proposition 8 coincident.

2.4 Bigebres et algebres de Hopf tressées
Définition 10 Soit A un K-espace vectoriel, c: AQA — ARA m: AQA — A, 1€ A,
A:A— AR A, e: A— K. On dira que A est une bigebre tressée si :

1. (A,m,1,c) est une algebre tressée ;

2. (A, A e, c) est une cogebre tressée;

3. A et € sont des morphismes d’algebres, c’est-a -dire :

A(ab
(ab
A(1

e(1

= db ®dt,
— (a)e(d),
= 1®1,

= 1.

11
12
13
14

~_ — — —

(
(
(
(

~— — ~— —

Remarque. La condition 3 équivaut a : m et 1 : K — A sont des morphismes de cogebres.

Soit A une bigebre tressée. Alors £(A) est munie d’une structure d’algebre associative unitaire
donnée par le produit de convolution défini par f x g(z) = f(z')g(z”), d’élément neutre donné
par 1(z) = ¢(z)1. On dira que A est une algebre de Hopf tressée si Id admet un inverse 7' dans
(L(A),*); T sera appelé antipode de A.

Proposition 11 Soit A une algébre de Hopf tressée. Son antipode T vérifie :

T(ab) = T(b)T(a), (15)
T(a)@T(a)" = T(a") @T(a). (16)

Preuve. A ® A est munie d’une structure d’algebre par le produit tressé et donc le produit de
convolution munit £(A, A ® A) d’une structure d’algebre associative unitaire. On montre que
AoT et co(T®T)oA sont deux inverses de A dans cette algebre ; par suite ils sont égaux, ce
qui prouve (16). On montre (15) de la méme maniere. O

Les résultats suivants, bien connus dans le cas des algebres de Hopf (voir par exemple [4, 5,
8, 15]), s’adaptent aux algebres de Hopf tressées :

Lemme 12 1. Soient A et B deux algébres de Hopf, et soit ¢ : A — B morphisme de bigébres
(i.e morphisme d’algébres et de cogébres). Alors ¢ est un morphisme d’algébres de Hopf
tressées, c’est-a-dire que p o Ty =Tg o ¢.

2. Soit A une bigébre tressée, graduée et connezxe (i.e Ay est de dimension 1). Alors A est
une algébre de Hopf tressée.

Lemme 13 Supposons que A soit une bigebre tressée avec une tresse ¢ inversible. On munit A
d’un produit noté . défini par x.y = moc ' (x ®y). Alors A munie de ce nouveau produit et de
son coproduit est une bigébre tressée de tresse ¢~'. On note cette structure A°P.



Preuve. (2)-(5) et (7)-(10) pour AP découlent des propriétés semblables pour A. Montrons que
. est associatif. Pour tous z,y € A, on pose c Ll (z @y) =7 @7 .
Soient x,y,z € A. En notant m? = mo (m® Id) = mo (Id®@m) :

—_—~~ 2
(zy).z=@GT)z =22 G a) = 2393 7H2 =m? N aeye:z

(On a utilisé (4) pour la troisieme égalité).

—_ — 2
z.(y2)=2.(y) = F ) 2> =22y = | \VNazeyez

(On a utilisé (5) pour la troisieme égalité).
On conclut avec 'égalité des deux tresses.

Montrons (11) : soient x,y € A. Un calcul simple utilisant (11) pour A ainsi que (9) et (10)
montre que :

~  ~ ~12 ~2  ~3-~13
iy @y =y T2 @y " = (mem) Exl@x”@y/@yﬁ ’

~1,2 ~24 ~34 °—~13 >
Alzy)=y " (@) @@ ) 2" = (mem) e @y @y’

On conclut avec ’égalité des deux tresses. O

Proposition 14 Soit A une bigébre tressée, graduée et connexe (i.e Ay est de dimension 1)
dont la tresse est inversible. Alors A est une algébre de Hopf tressée; de plus, son antipode est
inversible et son inverse est l’antipode de A°P.

Preuve. D’apres le lemme 12, A possede un antipode T'. De méme, A° possede un antipode
T’. Par définition de I’antipode, pour tout x € A :

NTQ:\’E” = m’T(a;’L) = ¢e(2)1,
' T'z') = T' ")z = e(z)l

Calculons (T o T")x T : pour tout z € A :

(T'oT') % T(x) = T(T'(2'))T(2") = T(2" T'(&) ) = T(e(w)1) = e(a)L.

(On a utilisé (15) pour la deuxieme égalité).

Donc (T o T") x T' = 174). De méme, on montre que T % (T' o T") = 1.(4. Par unicité de
l'inverse dans L(A), T o T' = Id. En appliquant ce résultat & A%, comme (A%?)? = A, on
obtient T o T" = Id. O

3 Constructions des algebres de Hopf tressées Hpr(V)

Dans tout ce qui suit, (V,¢) désigne un espace tressé.



3.1 Construction de la tresse

Proposition 15 1 existe un unique 7 : Hpr(V) @ Hpr(V) — Hpr(V) @ Hpr(V) tel que :
Lrlezr)=z@1, 7(y0l)=10y;

Ty ®@z) =Id@m)o (t®1Id)o (IdRT)(y1 @y2 @ x) ;

T(By(y) @x)=(Id®@B")o(r@Id)o(Id®T)(y ® ey @) ;

(o R 0,) =05 @ ey ;

(0 ®x129) = (M Id)o (Id®T) o0 (TR Id)(ey ®@ 21 ® x2) ;

(o

@Bl (z))=(BT®@Id)o(Id®@T)o (T ®@Id)(ey @ ® o).

T

QW*\%‘@
\1

T

Preuve. Les formules précédentes permettent de déterminer de facon unique 7(F ® G), pour F
et G deux foréts, par une double récurrence sur le poids de F' et le poids de G. O

Remarque. Si ¢ est le tressage trivial de V (c’est-a-dire la volte usuelle), alors 7 est le
tressage trivial de Hp r(V).

Théoréme 16 On note T(x Q@ y) =7 QT ; T vérifie :
107 =102, 7101 =y®1;

QT =72 QUL ;

®B+( ) — 712 ®B+ (72);

T1T2 ®Y =71 737 ®y12 )

Bf(z) @y = BL (@) @y"?

=

8 \

8 \

1.
2.
3.
4-
5.

Preuve. Les trois premiers points sont des réécritures des trois premiers points de la proposition
précédente. Montrons le point 4. On pose :

X={ye 'HP,R(V)/a?le QY 2171 722 ®§1’2 Vri,29 € HP,R(V)}.

Il est immédiat que 1 € X. De plus, le point 5 de la proposition précédente implique que o,, € W
quelque soit w € V.
Soient y1,y2 € X.

TiT; QUYz = Tidz" ® RN par le point 2,
= 1.13 ®y34 12 Ca'rylay2EX7
I R = Pt ot M par le point 2.

Or,on a:

2w oyt ow™® =m0t @t ept? :gyl ® ys ® T @ L9,

et donc X est une sous-algebre de Hpr(V).
Soit w € V, montrons que X est stable par By . Soit y € X :

7173 @ Bi(y) = xlxg’ ® Bz ( ) par le point 3,
= mP Y @BL, (") cary € X;

1,2
T T ® B+( )T = TIP3 ® B (571) par le point 3.



On montre alors que 712 @ T5°% @ 72? @ 9,13 =7 @722 @ 7% @ o2 de la méme
maniere que précédemment et donc X est une sous-algebre stable par B, pour tout w € V, et
donc X = Hpr(V). On montre 5 de maniére semblable. O

Par suite, Hpr(V) ® Hp,r(V) est muni du produit tressé qui en fait une algebre associative
unitaire (proposition 4).

Proposition 17 Soient F,G € Fpgr de poids respectifs n et m et soient vi,...Vp4m € V.

On a alors T(F(v1,...,0n) @ G(Upg1,--+,Vntm)) = Glwi, ..., wn) @ F(Wmits- -, Wntn), OU
W Q... @ Wit = by (V1 @ ... Upym), avec by = \/;\i .
~ —~
n m

Preuve. Récurrence sur n = poids(F). Si F' = 1, c’est immédiat. Supposons que F' = e, et
montrons le résultat par récurrence sur m = poids(G). Si G = 1, ¢’est immédiat. Supposons le
résultat vrai pour F' = e et G’ de poids strictement inférieur & m. Deux cas se présentent :
1. G = B*(H) : alors G(vnt1,- -, ntm) = By (H(va, ..., Vp1m-1)). On alors :
1 __
r(F@) ® G(oz,....omi1)) = Bi oy (Hloz - omi1) ) ® F@)

= G(w17 N ,wm) & F(wm+1)7

avec (W] @ ... R Wypt1) = \\ \ (1 ® ... ®@VUmy1)
—~ —
m—1 m—1
— f\/m; (V1 ® ... @ Umt1)-
—
m

2. G = G1Gy, Gy de degré k — 1 compris entre 2 et m — 1. Alors G(vn41,..., Upntm) =
Gi(ve,...,v5)G2(Vki1, ..., Umt1) €t par suite :

1 2 1,2
T(F(Ul)®G(U2,...,Um+1)) = Gl(vz,...,vk) Gg(vk+1,...,vm+1) ®F(Ul)

= G(wi,...,Wn)Q F(Wmni1),

avec (W] @ ... R Wypy1) = \\ \ \\ \ (01 ® ... @ Vmt1)
~— =~ —— —~
k—1 m—k+1 k—1 m—k+1
— }\/m; (V1 ® .. ® Ug1).
-~
m

Supposons le résultat vrai pour toute forét F’ de poids inférieur & n — 1. Deux cas se
présentent :
1. F = B*(H) : alors F(v1,...,v,) = B (H(vi,...,v,—1)). Par suite :

1, 2

2
T(F(v1y. o y00) @ G(Upt1y -, Unam)) = GWUngis--y Untm) ®Bvin1 (H(v1,y -y Up-1)")

= G(wi,...,wp) @ F(Wmt1,- -, Wmtn)s
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avec (W] ® ... Q Wpt1) = e \\ \ (1 ® ... @ VUmt1)
~ =~ - =~
n—1 m n—1 m
= \/;: .(’Ul ®...® Um+1).
— —~~
n m

2. F = | F5, avec F de poids k compris entre 2 et n — 1.
Alors F(uy,...,up) = Fi(uy,...,ux)Fo(uks1, ..., uy), dolt :

T(F(viy. . n) @ G(Upt1, -+ Untm))
1,2 2 1

G(Un+1, ... ,vm_m) X Fl(Ul ... ,Q}k) F2(’Uk»+]_7 ... ,Un)
- G(w17 s awm) ® F(wm+17 R ,’LUm+n),
avec (W1 ® ... Q Wmt1) = (1 ® ... @ VUmt1)

N~ N N M~ N N

k m  n—k k n—k m
= \/;i .(’Ul ®...® Um+1).

~—~ O~~~

n m

Donc le résultat est vrai pour toutes foréts F' et G. O

Corollaire 18 (Hpr(V),7) est une solution de I’équation de Yang-Baxter (1) et donc (Hpr(V),c)
est une algébre tressée.

Preuve. Soient F, G, H € Fp g, de poids respectifs m, n, p. Soient u € V™ v € VO w € VP,
On a alors :

(Id®T)o (T ®_Id) o(Ild®7)(F(u) ® G(v) ® H(w))

= (H®G®F) A | wevew)

— (HRG®F)

nwil.m®v®w),

~

n m p
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(tr®Id)o (Id(_X)T) o(t®Id)(F(u) ® G(v) ®@ H(w))

= (HRG®F)

= (HRG®F)

(u®vew)

k L\\ (u®@v®w)

e
—~

n

m p

Les deux tresses apparaissant étant égales, on en déduit que (Hpr(V'),7) est une solution de

I’équation de Yang-Baxter. O

3.2 Construction du coproduit

Théoreme 19 Soit A, : Hpr(V) — Hpr(V) ® Hpr(V) lunique morphisme d’algébres
vérifiant, pour tous x € Hpr(V), veV :

Ao(B) (2)) = B (z) @ 1+ (Id® B) o Ac(),

(17)

Hpr(V)@Hpr(V) étant muni du produit tressé. Alors A, est un coproduit coassociatif couni-
taire, de counité . Muni de ce coproduit, Hpr(V') est une algébre de Hopf tressée.

Remarque. Si ¢ est le tressage trivial de V', alors A, est égal au coproduit A défini dans

[4, 5] (voir la section 1)

Exemple. On prend V' de dimension 1, engendré par v;. On prend 77 ® 17 = qv1 ® v1.

Dans la base f}”}? ~ Fp.r, le coproduit A, est donné par :

191,

R1I+1®.,

e @141R.+(14¢.®.,

1R1+1®1+.0.,

e @1 +1@cee +(14+g+¢*). @ +(1+qg+¢%).. @,
1.914+1®1.+1®.+¢. Q! +¢.. ®. +.®..,
AR14+410.14+4%1 Q0. +. 01 +..0.+¢. ®..,
Vel+tle V+.®.+10+q.01,

lo1+1ol+10.+.01.

A
Ao(s

A1
At
Acl...
AL,
A1
AV
A =

)
)
)
)
)
)
)
)

Preuve du théoréme. (7) et (8) sont évidents. On pose :

X ={x e Hpr(V)/ (9) est vérifiée pour tout y € Hpr(V)}.

De facon immédiate, 1 € X. Montrons que X est stable par B pour tout v € V : soit z € X.

BJ(z)' ® Bf (x)" ®7

B;; (Tl )/ ® B;; (Tl )// ® 5172 d’apres le point 5 du théoreme 16,
BL (@ )@1ey? +7 '@ BL @' ") @g"? par (17),
BL @) @107? +27 @ BLE )97 cars e X,

¥ 1 ¥ 2 12 N . P
By (z) @ By (x)" @y ° d’apres le point 5 du théoréme 16.
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Montrons que X est une sous-algebre : soient x1,x2 € X.

— ) o I o = —1 =2/ —1 =2 \/1 o =12
T @TE " @y = (T1 T27) @ (@1 727 ) @Y
—F3 —3
—17 f— J— —2 I —1,2
— :L,l ®x221 ®$11// x2 ®y7
1735 7725 —1,2,3,4

= o) 2, Q2 vy ®F car x1,r2 € X.

2 3
1 2 —1 =1
=12 _ 1 e —2,3
(r122)" @ (T122)" @7 = 2z, ®@2f 2 ®7
—2—13  —14—

S ’ 5 — . , N
= 272" @) 2y @70 par le point 4 du théoreme 16.

Or,on a:

—2  —13  —14 —5 —1  —35 —25 —d4
v ®r,” @ @) ydd . @7, @7 @l xyh?d4

AN
- YR, @l = YR @] @h® 7y

Comme les deux tresses apparaissant sont égales, X = Hpr(V), d’ott (9). On montre (10) de
maniere semblable.

On considere Y = {z € Hpr(V)/(Ac @ Id) o Ac(z) = (Id ® Ac) o Ac(x)}. Montrons que Y
est une sous-algebre : de maniere évidente, 1 € Y. De plus, d’apres la proposition 5, Hp r(V) ®
Hpr(V) ® Hpr(V) est une algebre associative; d’apres le lemme 6, avec (9) et (10), A, ® Id
et Id ® A, sont des morphismes d’algebres de Hp r(V) @ Hpr(V) dans Hpr(V) @ Hpr(V) ®
Hpr(V) et donc (A, ® Id) o A; et (Id ® A.) o A, sont des morphismes d’algebres de Hp r(V)
dans Hpr(V) @ Hpr(V) @ Hp,r(V). Par suite, Y est une sous-algebre.

Montrons que Y est stable par B, pour tout v € V :siz € Y, on pose (A, ® Id) o A.(z) =
(Id® Ac) o A(z) =2/ @ 2" @ 2.

(Ac®@1d)o A(Bf(z)) = Bf(z)®1@1+2" @Bl (@) ®1+2 @2" @ B (2)
= (Id® A.) o Ad(B} (x)).

Donc Y = Hpr(V) et par suite, A, est coassociatif. Donc Hp (V') est une bigebre tressée. La
proposition 20 qui suit implique que A, est homogene de degré 0, donc Hp (V') est une bigebre
graduée connexe. Par le lemme 12-2, c’est une algebre de Hopf tressée. O

Proposition 20 Soit F € Fpp, de poids n et soit v € VO™, Alors :
AfF(v)) = Y (PYF)®R(F))(ac(v))
cEAd, (F)

= ) (PUF) @ R(F))(ac(v)) + F(v) © 1 +1® F(v),
ceAd(F)

ot a. : VO — VO est une application linéaire.

Preuve. Par récurrence sur n. Si F' = 1, c’est immédiat. Supposons le résultat vrai pour toute
forét de poids inférieur a n — 1. Deux cas se présentent :
1. F = F1 F5, avec la forét F; de poids n; strictement inférieur a n. On a alors une bijection :

Adu(F) —  Ady(Fy) x Ad,(F)

c — (qr,Cm)-
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Par suite, si v =v1 @ vg € V& v € VO 1y € VN2 .

Ac(F(v)) = Ac(Fi(v1)Fa(v2))

| PR @ BAUFD) (e (1))

c1€Ad (Fl)

X Y. (PR(F2) ® R%(Fy))(ac,(v2))

co€Ad«(F2)
= Z (PY(F1) P (Fy) @ R (F1)R?(F2))(Id @ b, @ Id)(ae, (v1) ® ae, (v2))
ci€Ad«(F;)
= ) (PUF)@R(F)(Id®be © Id)(ac, (01) © acp, (v2)),
cEAd(F)

ol b. est une certaine tresse (proposition 17). On prend alors a. = (Id®@be ® Id) o (ac y, @ aqp, )-

2. F = BT (F}) : on a alors une bijection de Ad«(F) — {coupe totale de F'} dans Ad,(F})
envoyant ¢ sur ¢jg,. De plus, si v = u ® vy, avec u € vem=1 alors F(v) = By (Fi(u)). Par
suite :

AfF(v)) = Flo)el+ Y (P(F)@ B (RY(F)))(ac® Id)(u® v,)
c€Ad«(FY)

Y. (PUF)®R(F))(ac(v)),

cEAd, (F)

avec ac = Gep, ® Id si c n’est pas la coupe totale de F' et a. = Id sinon. O

On peut décrire les applications a. & 'aide du monoide B, de la maniére suivante :

Proposition 21 Soient F' € Fpp et ¢ € Ad(F). Soient s, >p4,... >pq S1 les sommets de

F. Soient s;,...,s;, les sommets de P°(F), i1 < ... < iy, Sj,...,S;5 les sommets de R(F),
J1 < ...< ;. On pose (i) = (i1,...,ix) et (7) = (j1,--- ,jl). Soit b, (jy Vélément de B obtenu
en relzamf d’abord les sommets i1,...,1 auxr sommets 1,...,k dans cet ordre puis les sommets
1.+, J1 au sommetsn—1+1,...,n dans cet ordre. Alors pour tout v € VO a.(v) = by, (j)-v-

Ezemple :si (i) = (2,4) et (j) = (1,3,5), alors :

1 2 3 4
\ 1 2 3 4 57
bay,G) = N\ = [Zz :
. i

1 2 3 4

5

Preuve. Par récurrence sur poids(F). Si F' = 1, c’est immédiat. Supposons la proposition vraie
pour toute forét de poids strictement inférieur a n. Deux cas se présentent :
1: F = F\Fy, poids(F;) < n. Posons alors ¢; = Clpys C2 = C|p, €t :
i1,1,---,91 les sommets de P'(F1), Jji1,...,J11, les sommets de R (F}),
i21,...,02k les sommets de P(Fy), jai,...,J20, lessommets de R®(Fy).
Alors (Z) = (7:1’1, R 7i1,k17i2,17 .. -Z.27k2) et (j) = (j171, R 7j1,lpj2,1a .. -j2,lz)- De plus, d’apres la
preuve de la proposition précédente, on alors :

ac = (Id®* @by, g, ® Id®2) o (ag, @ ac,)
= (Id(g)k”1 ® byy ky @ Id®l2) ) (b(i1)7(j1) ® b(i2)7(j2)) par I’hypothese de récurrence,

by, ()-
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2. F = BT (F}) : si ¢ est la coupe totale de F, alors (i) = (1,...,n) et (j) = 0, d’on
ba),j) = Id = ac. Sinon, posons ¢’ = ¢|p, . Les sommets de PCI(Fl) sont 41, ...,4 et les sommets
de R¢(F}) sont jy,...,ji—1. De plus, j; = n. En posant (j/) = (j1,...,ji—1), on a alors :

a. = (ag ®Id)
= (bu),j»y ® Id) par 'hypothese de récurrence,

= bg),)- B

Remarque. Si la tresse de V' est inversible, alors les a. sont tous inversibles.

3.3 Antipode de Hpx(V)

Pour tout ¢ € {1,...,n — 1}, on pose :

7 o= (hi+1) €8, o = |- | e B

(Voir [18].) Pour tout 7 € S,,, soit 7 = 7, ... 7;, une décomposition réduite de o. On pose alors :
br =0y ...04.

Remarquons que b; ne dépend pas de la décomposition de 7 choisie.

1234
Exemple. Soit 7 = (3 14 2) € S4. Alors 7 = 191173, donc b, = E

Remarque. b; est la tresse obtenue en reliant le sommet n au sommet 7(n), puis le sommet

n — 1 au sommet 7(n — 1), ..., puis le sommet 1 au sommet 7(1) (du bas vers le haut).
On utilise les notations de [4, 5]. Soient F' € Fp g, s1,..., Sy, ses sommets, s, >pq ... >pd S1-
Soit ¢ une coupe de F' et soit Wy ,(F) le résultat de cette coupe; soient s/, ...,s;, les sommets

de Wy d(F ), Sh >bd - Zbd sy. Il existe une bijection naturelle 7. entre les sommets de F et les
sommets de W;;d(F) ; on pose g. € S,, telle que pour tout 1, Sirc(i) = 7.(s;). Enfin, on note n,
le nombre de coupes élémentaires constituant c.

Théoréme 22 Soient F'=1t1...t,, € Fpr et v € V@poids(E) - Alors :

T(Fw) = (D™ Y (=" Wia(be F).
¢ coupe de F

Preuve. Récurrence semblable & celle de [4, 5], utilisant la proposition 21. O

Exemple. Soit v € V&4,

T<Y(v)> = Yo+ dw+d {170+ V)

SRR Bal ECH B TN BZG R E R R

Proposition 23 Les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. 7 est inversible. 2. ¢ est inversible. 3. T est inversible.

Preuve.
1 = 3 : découle immédiatement de la proposition 14.
3 = 2 : supposons T inversible. Soit Y v; ® w; € Ker(c). On a alors, en utilisant (15) :

T(Z.Ui.wj) = Zmo(T@)T)OT(.Ui@.wi)
= ) mo(T®T)o(e®e)oc(v;®w;)
Oa

ce qui implique que ) o,.0,,. = 0 et donc > v; ® w; = 0 : ¢ est injective.

Montrons que ¢ est surjective. Soit v @ w € V ® V. Comme T est inversible, d’apres (15),
en notant M 'idéal d’augmentation de Hpr(V), on a T~1(M?) = M?. Par suite, comme T est
homogene, il existe Y v; @ w; € V@V tel que Y T(e,,,,) = 0,0,. On a donc :

oo(v@w) = e, 0,

= Y e o
= eeo (c(Zvi(X)wi)).

Par suite, v @ w = ¢ (D v; ® w;) et donc c est surjective.
2 = 1 : découle immédiatement de la proposition 17. O

4 Dualité dans les algébres Hpr(V)

Désormais, tous les espaces tressés considérés ont une tresse inversible.

4.1 Propriétés de ’application v

On rappelle que 7 est définie dans la section 1.

Proposition 24 Soient z,y € Hpr(V).
1. y(zy) = y(@)e(y) + (z @ 1)y (y).
2.7 @y )=y @71° @73, avec v(z) = 11 @ 2.
3. 4@@)eT =71 @R° @72, avec Y(y) = y1 @ yo.

Preuve. On peut se limiter au cas ou © = F(uy,...,up) et y = G(Upt1,. ., Untm), avec
F.G e fp’R.
1. Cest trivial si G = 1. Sinon, il faut montrer que y(zy) = (r®1)y(y), ce qui est immédiat.
2. Si F n’est pas de la forme Fje, les deux termes de ’égalité sont nuls. Supposons F' = Fje.

@ ®'Y(f) = G(wl,...,wm)®F1(wm+1,...,wm+n_1)®owm+n,

1,2 2
@1’2 ®33712 ®f]3721 = G(un+1,...,un+m) ®F1(u1,...,un_1) ®0u"1
= G(wi,...,w;n)®F1(w;n+l,...,w;n+n_l)®ow/m+n,
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avec, d’apres la proposition 17,

W Q... QWman = E; (U1 ® .. @ Umgn),
~—~ ~~
n m
\ T
wll R...Q w;n-l—n = \ \ \ -(ul ®X...xQ um+n).
N~~~ ~N ~~
n—1 m n—1 m

Les deux tresses apparaissant étant égales, on a 1’égalité demandée. Le point 3 se démontre de
la méme maniere. O

Lemme 25 Soit p = Z F(up) un élément primitif non nul de Hpr(V'). Alors il existe
FE]'—p’R
G € Fpr, telle que uge soit non nul.

Preuve. Choisissons F' =t ...t telle que :
1. up #0;
2. Siug #0, avec G =1t ...t), alors | > k;
3. Si de plus | = k, alors poids(t)) > poids(t},).

Une étude simple des coupes admissibles (voir [4], lemme 77 et [5]) montre que si G possede une
coupe admissible c telle que P¢(G) = B~ (t,,) et R°(G) =t1...t,—10 avec ug # 0, alors G = F
et la coupe c est unique. Par suite, dans la décomposition suivante :

Ac(p) = Z (Fl & FQ)(U(Fl,FQ)))
F1,FoeFpr

UB=(t),t1o 10 — a.(up) d’apres la proposition 20. De plus, comme a. est inversible, ceci est
non nul. Comme p est primitif, nécessairement B~ (t,) = 1 et donc F' = t;...t,_1e. On prend
donc G=t1...tp—1. O

Corollaire 26 7 primp n(v)) : Prim(Hpr(V)) — Hpr(V) @V est injective.
Preuve. Si p = Z F(up), par définition de ~, v(p) = Z (G ® ®)(uge). Par suite, si p
FG}—RR GG}—P,R

est un primitif non nul, d’apres le lemme précédent, il existe G € Fpg, telle que uge est non
nul, d’ou v(p) est non nul. O

4.2 Construction du couplage
Définition 27 Soient (V,c) et (V’,¢/) deux espaces tressés et soit (,)y : V/ x V. — K une
forme bilinéaire. On dira que (,)y est un couplage d’espaces tressés si pour tous vi,ve € V,
wi,wp €V, (w1 @ wa, 02 @07 )y = (W2 @Wi, 01 ® V2)v-
Exemple. Si V est de dimension finie, on prend V' = V*; le tressage ¢’ est donné par :
VeV L (Ve V) S (Ve V) = Ve V.

La forme bilinéaire (, )y est donnée par (f,z)y = f(x).
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Théoréme 28 Soient (V,c) et (V' ') deux espaces tressés et soit (,)y : V! xV — K un
couplage d’espaces tressés. Alors il existe un unique couplage noté (, )y : Hpr(V')xHpr(V) —
K vérifiant :

L (Ly)n =ey), vy € Hpr(V);

. (2,1)y =e(z), Ve € Hpr(V');

2. (zy,2)n = (2 @y, Ac(2))n, Yo,y € Hpr(V'), 2 € Hpr(V) ;

2. (z,y2)n = (Av(2),y @ 2)p, Yo € Hpr(V'), y,2 € Hpr(V) ;

3. Bt (z@w),y)n = (x@w,v(y))n, Yo € Hpr(V),we V', ye Hpr(V);

3. (&, BT (y®@v)n = (y(2),y@v)n, Ve € Hpr(V), veV,ye Hpr(V);

4. (z1®@ 22,72 @Y1 )0 = (T2 @T1,%1 @ Y2)n, Vo1, 02 € Hpr(V), y1,¥2 € Hpr(V') ;
5. (04, 0,)1 = (w,0)y, VweV, weV;

Six € Hpr(V'), y € Hpr(V) sont homogénes de poids différents, alors (z,y)y =0;
Vi =(0) & Hpr(V)" =(0);

7.V =(0) & Hpr(V')*t = (0);

8. (., T(y)n = (T(x),y)n, Yz € Hpr(V'), y € Hpr(V).

N e

Remarque. Si V et V' sont tressés trivialement, on retrouve le couplage (,) défini dans
[4, 5] (voir partie 1).

*

Preuve. Hpr(V) étant une cogebre, son dual gradué Hp r(V)* est une algebre. Par suite,
il existe un unique morphisme d’algebres ® : Hpr(V') — Hpr(V)*, tel que pour tout w € V,
o B =~k o®, avec vy : Hpr(V) — Hpr(V) défini de la maniére suivante :

Yw(x) = z1(w, x2)y, ou y(z) = 21 ® x2.

On pose alors (z,y)x = ®(x)(y). Comme ®(1) = 13, () =&, 1 est vérifiée. Comme @ est un
morphisme d’algebres, 2 est vérifiée. Comme ® o B, =~ o ®, 3 est vérifiée.

Comme 1 est un élément de type groupe de Hpr(V'), d’apres 2,  — (z,1) est un mor-
phisme d’algebres de Hp (V') dans K. Comme (1) = 0, d’apres 3, (B+( ), 1)3 = 0. Par suite,
x — (x,1) coincide avec g, ce qui démontre 1’.

Pour tousv e V,we V' :

(ow, )1 = (BT (1@ w), 8 )0 = (1@ w,v(e))1 = (1@ w, 1@ v)y = (1) (w,v)v = (w,v)v,

donc 5 est vérifiée.

Pour montrer 6, on peut prendre z = F(wy,...,w,) et y = G(v1,...,0y). Le résultat se
démontre alors par récurrence sur le poids de F'.

On considere X3 = {z € Hpr(V)/3" est vérifiée pour tout y € Hpr(V), v e V}.
D’apres 1, (1, Bt (y @)y = (B (y)) = 0= (v(1),y ®v), donc 1 € X3. Soient x1, x5 € X3.

(z122, BT (y @) = (21 @ w9, Ac(By (y))n d’apres 2,
= (z1®22,Bf (y) ®1+y @ B (y"))n d’apres (17),
= (v(x1)e(r2),y @ v)p + (21 @ Y(22), ¥ @ y" @ v) car z1, 22 € X3,
= (v(z)e(z ) (21 ® 1)y(22), y ® v)3 daprés 2,
= (v(x122),y ® v)y d’apres la proposition 24-1.
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Donc X3 est une sous-algebre. Montrons que X3 est stable par B pour tout w € V’. Soit
x € X3 :

(B (), B () (V(Bif (), y @ v)n
= (z®@w,y(Bf(y))y d’apres 3, = 1leow,yv)ye(r)
= (2, )n(w,v)ve(y) = e(@)e(y)(w,v)v
= e(z)e(y)(w,v)y dapres 1.

Par suite, X3 = Hpr(V), ce qui démontre 3'.

Soit € Hpr(V). On pose :

YV, = {raeHpr(V)/(x®@22,72 @Y1 )n= (T2 ®F ,y1 @ y2)n, Yy1,92 € Hpr(V)},

Y = {z€eHpr(V")/Ys=Hpr(V)}.
On a immédiatement 1 € Y et 1 € Y, pour tout x € Hpr(V’). De plus, les propriétés 5 et
6 impliquent que pour tous wi,ws € V', e, € Y.,,- Une récurrence simple sur le poids de x
montre que e, € Y, pour tout w € V' et pour tout x € Hpr(V’).

Montrons que Y, est stable par B, pour tout w € V. Soit 23 € Y.

(2@ Bf(12),Z @Y )n = (2@mQw,Z ®7(*))H d’apres 3,

@y @w,z2"% QU2 @Yt )y d’apres la proposition 24-2,

Ty ®T ®w y1®2 @72 )y car xg € Yy,

(2
(72
= (562 227" y(y) ® 2)y car e, € Yau,
(B ( )®:c ,Y ® z)p d’apres 3,
(

B+(:1;2) ® 7T,y z)y d’apres le théoreme 16-5.
Montrons que si 1 € Yy, o € Y,/ pour tout 2/, alors z125 € Y.

(T @120, U1 )y = (@11 Qw070 @Y1 @Y1 " )i d'apres 2,
(@1 @ 2,727 ® ?/12 ®Tl )n d’apres (10),
(901 ®T ®x2,y1 ®y2 ®yi Jn car x1 € Yy,
(z1
(z1
(T2

7' ®332 ®T"? Yyl @ Y ® y2)p car z3 € Yz,
T1 720 @72, y1 @ y2)y d’apres 2,

TiTz @ T ,y1 ® y2)n d’apres (5).

Montrons que Y = 'HP,R(V’) : montrons que z2 € Y, pour tout x par récurrence sur le
poids de z3. On I'a déja vu pour xo = 1. Supposons le résultat vrai pour tout élément de poids
strictement inférieur a celui de x2. On peut se limiter aux deux cas suivants :

1. 9 = B (x3) : alors x3 € Yy, et cela découle immédiatement de la premicre remarque.

2. x9 = x314, avec 3 et x4 vérifiant le résultat. On conclut immédiatement avec la deuxieme
remarque.

Par suite, la propriété 4 est vraie.

On considere ’ensemble suivant :
Yé = {l’ € HP,R(V/) / (1’,y2)7-{ = (AC’(:E)’ Y& Z)'H7 \V/y, S HP,R(V)}‘

Le point 2 implique que 1 € Y2. Montrons que Y3 est stable par B, pour tout w € V’. Soit
T €Y.

(A (B (@) y®2)n =

Tz)®1+2 @ Bf (2"),y ® 2)y d’apres (17),

w,y(y)e(z) + (y @ 1)y(2))n d’apres 2 et 3,
w,v(yz))y d’apres la proposition 24-1,

(1), y2)y d’apres 3.

(B
(x®
(x®
(B
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Montrons que Ys est une sous-algebre : soient x1, xo € Ys.

T @ x2,y'2 @y" ")y d’apres 2,
rierier,berl v @y @y’ ® 2"y car 1,19 € Y,

(122, 92)1 = (

( - -

(#) @2 @] @25,y @y ® 2 ®2")y dapres 4,
(

(

wﬁ;’z ® ;’1’ rh, Yy @ z)y d’apres 2,

Ac’ (131.%‘2), Yy Z)H'

Par suite, Yo = Hpr(V’), ce qui démontre 2’

Par suite, le morphisme ® : Hpr(V') — Hpr(V)* est a valeur dans le dual de Hopf de
Hpr(V) et est un morphisme de bigebres tressées. Par le lemme 12-1, ® o T = T% o @, ce qui
équivaut au point 8.

Montrons 7.

<« : découle immédiatement de 5 et 6.

= : supposons V=L = (0) et I = Hpr(V)* non nul. Comme (,) est un couplage de Hopf, I est
un biidéal de Hp r(V’). De plus, d’apres 6, I est gradué. Soit = un élément non nul de I homogene
de poids minimal n. Comme I est un coidéal, x est primitif. Pour tout y € Hpr(V), v € V,
(z, Bf (¥))n = (7(2),y ®v)3 = 0 d’apres 3'. Par suite, y(z) € IQV +Hpr(V)@Vi=1aV.
Or v(z) € (Hpr(V'))n—1 ® V. Par minimalité de n, y(z) = 0. D’apres le corollaire 26, x = 0 :

contradiction. Donc Hp (V)L = (0). On montre 7’ de la méme maniére. O

Remarque. Lorsque V et V' sont de dimension finie et que (, )y est non dégénéré, Hp r(V’)
et donc isomorphe au dual gradué de Hpr(V) comme algebre de Hopf tressée graduée par
I'isomorphisme :

Hpr(V') — Hpr(V)Y

xr — (x,.)n.

4.3 Cas des espaces tressés diagonaux

Définition 29 (V,c) est un espace tressé diagonal s’il existe une base (v;);ep de V' et des
scalaires tous non nuls ¢; ;, %, j € D tels que :

Uj @V = qij05 O Vi
La base (v;);ep est appelée base diagonale de V.

Remarque. ’ensemble fl{fgiep} des foréts planes enracinées décorés par des éléments de la
base (v;);ep est une base de Hp (V). On l'identifie avec .7-"},)7 r en identifiant v; avec i pour tout

1€ D.

Proposition 30 1. ]:I{va'%’iep} est une base diagonale de Hpr(V) : pour toutes foréts F =

F(vip,...,v;,) et G = G(vjy,...,vj,) dans fﬁ?ﬁiep},

GF = grc G® F, avec qr,g = H‘Jimjg‘
o,

2. pour toute forét F € ng, A (F) = Z q.P°(F) ® RE(F), les q. étant des scalaires

cEAd. (F)
non nuls, produits de g; ;.
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Preuve.
1. Découle de la proposition 17.
2. Découle de la proposition 20. O

Lorsque V est un espace tressé diagonal, on pose V' = V comme espace vectoriel, avec ¢/
défini par ¢ (v; ® v;) = ¢;,v; ® v;. Remarquons que (V,¢) = (V', ) si, et seulement si, ¢; j = ;i
pour tous i, j € D. On vérifie que le couplage suivant est un couplage d’espaces tressés :

(vi, v)v = di -

Il est évidemment non dégénéré. On a alors un couplage de Hopf non dégénéré entre Hp r(V’)
et Hpr(V).

4.4 Algebres H,(V) et B(V)

Soit He(V') la sous-algebre de Hp g engendrée par e, v € V.
Proposition 31 He(V) est une sous-algébre de Hopf tressée de Hpr(V).

Preuve. On remarque que He(V) = vect(e™(vy,...,vn) /n € N, v; € V}. Le résultat découle
alors immédiatement des propositions 17 et 20. O

Proposition 32 1. Supposons que (,)y soit un couplage d’espaces tressés non dégénéré.
Alors Ho(V') est un biidéal gradué de Hpr(V'), concentré en degré supérieur ou égal a
deuz.

2. He(V) N'Ho(V')L est le plus grand coidéal de Hpr(V) qui soit gradué et concentré en
degré supérieur ou égal a 2 (et donc ne dépend pas de V').

Preuve.

1. Comme (,)y est un couplage de Hopf et que Ho(V') est une sous-algebre de Hopf de
Hpr(V'), He(V')* est un biidéal. Comme (, )3 vérifie 6 et que Ho(V') est gradude, He(V')* est
gradué. Comme (, )y restreint & V'’ x V est égal & (,)1 qui est non dégénéré, (He(V')*)1 = (0).

2. Soit I un coidéal gradué de He(V) concentré en degré supérieur ou égal a 2. Soient
Vi,...,0p € V. Pour tout z € I :

(00, . 0, )y = (0, ... 00, 2D @z )y
e (Ve..oV, > Hpr(V)®&I@Hpr(V)™ )y
i+j=n—1

Comme [ est concentré en degré supérieur ou égal a 2, ceci est nul par la propriété 6, donc
I CH(V)NHe(VE. O

On pose alors :
He(V)
He(V) N He(V')L"

B(V) =

D’apres la proposition précédente, B(V) ne dépend pas de V' et est muni d’une structure
d’algebre de Hopf tressée graduée par passage au quotient. De plus, V' s’identifie avec Ho(V')1.
Enfin, le couplage (,)z induit un couplage B(V') x B(V) — K non dégénéré vérifiant les
propriétés 1, 1’, 2, 2/, 4, 5, 6 et 8 du théoreme 28. En particulier, si V est de dimension finie,
He(V') s’identifie au dual gradué de He(V).
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5 Algebres de Hopf Hpr(V), avec V module de Yetter-Drinfeld

5.1 Rappels : modules de Yetter-Drinfeld
On rappelle la définition classique suivante (voir par exemple [1, 13, 14, 17]) :

Définition 33 Soit C' une algebre de Hopf. Soit V un espace vectoriel, muni d’une structure
de C-comodule et de C-module par les applications suivantes :

6:V — OV, m:CV — V
v — g QU1 c®Quv — co.

On dira que (V,m,d) est un module de Yetter-Drinfeld sur C si :
Vo eV, ceC, (cv)® (cv) = dvgS(") @ " vy.
On notera gyD la catégorie des modules de Yetter-Drinfeld sur C'.
Soit V €& YD. Alors (V,¢) est un espace tressé avec ¢ défini de la maniére suivante :

W RU = vy.w Q1.

5.2 Construction

Théoreme 34 Soit C' une algébre de Hopf, V eg YD. Alors Hpr(V') est muni d’une structure
de module de Yetter-Drinfeld sur C' définie par récurrence de la maniéere suivante :

cl = e, c(ty...ty) = Wity e,
ce, = ey, ¢.Bf (F) = B (d.F);
5(1) = 1®1, 5(t1...tn) = (tl)o...(tn)()@(tl)o...(tn)o,
5(01,) = 1y ey, (S<BU+(F ) = FOUO®B;F1(F1)-

De plus, le produit de Hpr(V') est un morphisme de modules de Yetter-Drinfeld de Hpr(V) ®
Hpr(V) dans Hpr(V).

Preuve. Montrons d’abord que Hp (V') est un C-module. Il s’agit de montrer que pour toute
forét F' et pour tous ¢1,c2 € ¢, ¢1.(c2.F) = (c1c2).F. Procédons par récurrence sur le poids de
F. Cest immédiat si F' = 1 et découle du fait que V est un C-module si F' = e,. Supposons
le résultat vrai pour toute forét de poids strictement plus petit que le poids de F'. Deux cas se
présentent :
1.F=t...tn, n>2.
1
c1.(c0.F) = cl.(c(2 ).t1 .. .cén).tn)
1,1
= Wty A g
—_ (1) (n) (n) ) . [
= (¢;’¢y’)t1...(cg "¢y ).ty par 'hypothese de récurrence,
= ((cre2)M) oty .. ((ere) ™).ty
= (0162).t1 R
2. F = B} (F1). On a alors :
Cl.(CQ.F) = CI'BC—Z’.U<C/2'F1)

= B:’;’.(CIQ/.'I}) (Cll(CéFl))

= B(t,, o) ,((chey).F1)) par Phypothese de récurrence,
1-2/

= (0162).F.
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Montrons que Hpr(V) est un C-comodule. Il s’agit de montrer que pour toute forét F,
Fl®@ F] @ Fi = Fy ® F1 9 ® F1,1. Procédons par récurrence sur le poids de F'. C’est immédiat si
F =1 et découle du fait que V est un C-comodule si F' = e,. Supposons le résultat vrai pour
toute forét de poids strictement plus petit que le poids de F'. Deux cas se présentent :

1LLF=t...ty,n>2.

F6®F0”®F1 = (t1)6(tn)6®(t1)g(tn)g®(t1)0(tn)O

= (t1)o---(tn)o® (t1)1,0--- (tn)1,0®@ (t1)1,1--- (tn)1a
= F0®F1,0®F1,1.

(On a utilisé ’hypotheése de récurrence pour la deuxieme égalité.)
2. F = Bf(G). On a alors :

FyoFy@F = Gy Goug ® By (Gy)
= G0U0®G10’U10®B
= Ihy®F,o®F,.

. (G1,1) par I'hypothese de récurrence,

Par définition de P'action et de la coaction, le produit de Hppr(V) est un morphisme de
modules et de comodules, ce qui peut s’écrire : pour tous xz,y € Hpr(V), c€ C :
c(ry) = dady, (18)
(zy)o = zoyo ® T1Y1. (19)
Montrons que Hp,r(V) Eg YD. 1l s’agit de montrer que pour toute forét F' et pour tout
ceC, (c.F)y® (c.F) = dFyS(") @ " .Fy. Procédons par récurrence sur le poids de F. Cest
immédiat si F' = 1 et découle du fait que V eg YD si F' = e,,. Supposons le résultat vrai pour
toute forét de poids strictement plus petit que le poids de F'. Deux cas se présentent :
1. F' = F1F, les F; de poids strictement inférieur au poids de F.
(C.F)o &® (C.F)l = (C,.Flc”.F2>0 &® (C,.Flc”.F2>1
= (C,.Fl)o(C,/.FQ)O X (C,.Fl)l(C,/.FQ)l
= W (F)oS () (F2)0S(cD) @ . (F1)1c®).(Fy),
= D(F)o(F2)oS (™) ® ). (F)1c®.(Fo)
= AV(F)o(F2)oS(c®)) @ ¢ ((F1)1(Fo))
= MRS @2 ().
(On a utilisé 'hypothese de récurrence pour la troisieme égalité.)
2. F=Bf(G):
(cFo® (c.F)1 = (.G)o(c"w)o® B, ((¢.G)1)
= WGpS()eWueS(d®) @ BY, | (¢P).Gh)
= NGowS(W) @ BY, | (¢?.Gr)
= WMGoupS(c?®) @ 2 ).le(Gl)
YFRS(E®) @ F.

(On a utilisé ’hypotheése de récurrence pour la deuxieme égalité.) O
Proposition 35 Soit F' € Fppr de poidsn, vi,...,vp, € V,ceC. Ona :
c.F(vy,...,v,) = F(c(l).vl, e C(").vn),

O(F(viy..oyvpn)) = (v1)o--- (U)o ® F((v1)1,..-, (vn)1)-
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Preuve. Récurrence simple sur le poids de F. O

Soit V €8 YD. Alors V est un espace tressé; d’apres la proposition 15, Hp (V) possede un
tressage 7. De plus, Hp r(V) Gg YD, donc Hpr(V) posséde un second tressage 7’

Lemme 36 7 et 7' sont égaux.

Preuve. Il suffit de montrer que 7" vérifie les 6 propriétés de la proposition 15. Elles découlent
tous de calculs directs. O

D’apres le théoreme 19, Hp r(V') est muni d’un coproduit A., la munissant d’une structure
d’algebre de Hopf tressée.

Théoreme 37 A, est un morphisme de modules de Yetter-Drinfeld de Hp r(V') dans Hpr(V)®
Hpr(V), c’est-a-dire :

(cx) @ (cx) = da'eda”, (20)

2o ® (1) @ (21)" = (")o(2")o @ (z')1 ® (2")1. (21)

En conséquence, Hpr(V') est une algébre de Hopf dans la catégorie gyD.
Lemme 38 Soient V €5 YD, be C, z€ V. Alors b2 @21 = (V.2)ob" @ (b.2)1.
Preuve du lemme. Comme V Eg VD :

(V' .2)ob" @ (b.2)1 = bV 2SN @ b2 21 = V29 @ b 2. O

Preuve du théoréme. Montrons (20) par récurrence sur le poids de z. C’est immédiat si z = 1.
Supposons le résultat vrai pour tout y de poids strictement inférieur a celui de z. On peut se
ramener aux deux cas suivants :

1.z =B (y):

(cx) @ (ca)’ = AuBera(dy))

B, (€ 9) ® 1+ (¢9)' ® Boro((c9)") par (17)
cax®@1+c.y @ Bun,(c"y") d’aprés 'hypothese de récurrence,
drxadl+dy od.Bf Y

/ / /! 1
= c.ax®Rc.x.

2. x = x1x9, avec poids(x;) < poids(x). On a alors :

(c.(122)) @ (c.(m122))" = (a1 29) @ (.21 20)"

= (V) @ (@ ][ a) @ (Ot
= (D) [(@a)oe®).ah] @ (e )1 (O).af)

¢ (@) © (arws)’ = (@5 [@)oa]) ® (2 1h)
= (D) (D] )o).ah) @ (P .()1) (D a}).

(On a utilisé ’hypothese de récurrence pour la deuxieme égalité.)
On conclut & 'aide du lemme 38, avec b = ¢ et z = 1.

Montrons (21) par récurrence sur le poids de x. C’est immédiat si x = 1. Supposons le

résultat vrai pour tout y de poids strictement inférieur a celui de z. On peut se ramener aux
deux cas suivants :
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1.z =Bf(y):

20 @ (21)' @ (21)" = wovo ® B, (1) @ By, (11)”

Yovo @ By, (y1) ® 1+ yovo @ (y1)' @ By (y]) par (17),
Yovo @ By, (y1) © 14 (¥)o(y")ovo ® (¥')1 @ B ((v")1)
= (2")o(z")o @ (2")1 ® (2")1 par (17).

(On a utilisé 'hypotheése de récurrence pour la troisieme égalité).
2. x = yz, avec poids(y), poids(z) < poids(z). On a alors :

2o ® (21) @ (£1)" = w2 @ (n121) @ (y121)”
= 4020 ® (y1)' ((y1)")o-(21)" @ ((1)")1(21)"
= oy )o(z)o(z")0 @ (1)1 (¥")10-(2)1 ® (¥")11(z" 1
= ()o((¥")0) (2o (z")o @ (¥)1((¥")0)"-(z)1 ® (¥")1(z")1

(On a utilisé I'hypothese de récurrence pour la troisieme égalité et la coassociativité de § pour
la derniere.)

(@)oo @ (@)1 @ (@)1 = 1)o((H")o-2)o¥")10(z")0 ® (1)1 ((H")o-2)1 @ (¥")12(z" )
= ()o(((¥")0)"z)o((¥")0)"(z")o @ (¥)1((¥")o-z )1 ® (y")1(z")1.

(On a utilisé la coassociativité de § pour la deuxieme égalité).
On conclut & laide du lemme 38, avec b = (y")g, z = 2. O

On peut donc effectuer un produit croisé Hp r(V)4C(voir [1, 14, 17]). Cette algebre de Hopf
est notée H% r(V). Elle est décrite par la proposition suivante :

Proposition 39 Hpr(V) et C sont des sous-algébres de HgR(V).De plus, application sui-
vante est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

Hpr(V)®C — HER(V)

r®c — zcC.

Pour tout x € Hpr(V) et tout ¢ € C, cx = .xd’. Le coproduit est défini sur Hpr(V) C
'H%R(V) par la formule suivante : pour tout € Hpr(V), en notant A(z) = 2 @ 22 son

coproduit dans H%R(V) :

A(B (2)) = B (z) © 1 + 2Wvy @ B (2?). (22)

v

Enfin, C est une sous-algébre de Hopf de H%R(V).

Preuve. Montrons la formule (22). On note A.(z) = 2/’ ®2”. On a alors A(z) = /(2" ) ® (2”);.
Par suite :

A(Bf (x)) = Bf(x)@1+2'(Bf(2"))o® By (z")1
= Bf(x)®1+2'(2")ovo ® By ((z")1)
Bf(z) ® 1+ 2Wvy @ B (@),

Le reste est immédiat. O

Remarque. Hg r(V) est une algebre de Hopf graduée en mettant les éléments de C ho-
mogenes de degré 0. On a alors H%R(V)() = (. Par suite, pour tout n € N, H%R(V)Sn est un
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bimodule de Hopf sur C, donc H](’; r(V)1 est muni d’une structure de bimodule de Hopf sur C

-  HE (V)
en 'identifiant au quotient —2=———. On a les formules suivantes : pour tout v € V, b,c € C':
HRR(V)O
dc(evc) = woc @ ey ", op(eyc) = e, @,
b.(eyc) = ey bc, (e,0).b = eych.

Par suite, 'ensemble des coinvariants & droite (H%R(V)l)c"i”” ={z e ’H%R(V)l /ép(x) =z®1}
est 'ensemble des e, v € V. Cet espace est muni d’une structure de module de Yetter-Drinfeld
sur C' donnée par :

5(.'0) = Uy Q ey,

ce, = .0,.5(") = 0.,"S(") = e.,.

Donc (Hg r(V)1)®™ est isomorphe & V' comme module de Yetter-Drinfeld sur C.

5.3 Dualité

Définition 40 Soient C' et C’ deux algebres de Hopf et soit (, )¢ : ¢’ x C — K un couplage
de Hopf (éventuellement dégénéré). Soient V €5 YD, V' €5, YD et soit (,)y : V' @V — K.
On dira que (, )y est un couplage de Yetter-Drinfeld si pour tousv € V,v' € V', ce C,d € C":
(vy,c)c(v,v)y = (v, co)y, (23)
(s v0)c(@ vy = (¢ 0)y. (24)
Si (,)y est un couplage de Yetter-Drinfeld, alors (,)y est un couplage d’espaces tressés. Le
théoreme 28 s’applique donc. On a les propriétés supplémentaires :
Théoréme 41 Le couplage (, )y vérifie :
9. (0(z),c®y)cen = (z,cy)n, Ve € Hpr(V'), y e Hpr(V), c€ C;
9. (doz,0y)con = (d.x,y)n, Ve € Hpr(V'), y € Hpr(V), ¢ € C.
(C’est-a-dire que (, )1 est un couplage de Yetter-Drinfeld).

Lemme 42 Pour tout c € C, x € Hpr(V), y(c.x) = (¢ ® ¢").v(x) = cy(x).

Preuve. On peut se limiter & x de la forme F(v1,...,v,). Si F n’est pas de la forme Ge, les
deux membres sont nuls d’apres la proposition 35. Si F' = Ge, d’apres la proposition 35 :

v(ex) = WG, ..., c(”_l).vn,1)06<n),vn)
= G(Wau,..., "V, 1) (1),
= .G,...,v) 0. e,

= (dod)y(x).O

Preuve du théoréme. Montrons le point 9 par récurrence sur le poids de z. C’est immédiat
si = 1. Supposons le résultat vrai pour tout z de poids strictement inférieur a celui de z. On
peut se ramener aux deux cas suivants :

1. x =B} (2):

Zpvo, ¢)c (B +(2’1) Y)n
20 @ v, € @ )e(z1 @ v1,v(y)) K

(6(2),c®@Y)can (
(
(z@wv, (@) (y)n
(
(B,

2 ®v,y(cy))n
T(2), cy)n-
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(On a utilisé 'hypotheése de récurrence pour la troisieme égalité).

2. x = x122, avec poids(x;) < poids(x). On a alors :

(6(x), c®Y)cen ((z1)o(x2)0, ) ((#1)1(72)1, y) 1
((z1 ) ® (22)0,¢ @ ") ((x1)1 @ (22)1,¥ @Y")n
= (1, Y )n(@2, "y )n
(
(

21 ® T2, Aley))n

T1Z2, C.Y)H-

(On a utilisé I'hypothese de récurrence pour la troisieme égalité).
Le point 9’ se démontre de maniére semblable. O

Théoréme 43 Sous les hypothéses précédentes, le couplage suivant est un couplage de Hopf :
(, )xe :Hg,/R(V/) X HIC;,R(V> — K
(yc, ZL’b) - (y7 .1‘)7-[(0, b)C
De plus, si (,)c et (,)y sont non dégénérés, alors ce couplage est non dégénéré.

Preuve. Si (,)y n’est pas dégénéré, alors (, )3 est non dégénéré et donc si de plus (, )¢ est non
dégénéré, alors (,)yc est non dégénéré. Montrons qu’il s’agit d’un couplage de Hopf : soient
z1,20 € Hpr(V'), c1,c0 € C', y € Hpr(V), be C.

(x1c1202, Yb) 3O z1c) .20 Cay Yb) 3y

(
(z1¢).22,y)1 (] ca, b) o

(1@ @22,y ® (4o ® (y)1)n(] @2,V @)
(

(

(

21 @ x2,y @ (Y")1)n(e1 ® ez, (y")ob' @ ")
z1c1 ® waca, Y (Y")ob @ (¥")1b")ge

x101 ® Taca, A(yb))ye.

Les autres égalités se démontrent de la méme maniere. O

5.4 Modules de Yetter-Drinfeld diagonaux

Définition 44 Soit V 68 YD. On dira que V est diagonal s'il existe (v;);ep base de V', g; € C,
¢i; € K, tels que pour tous i,j € D, 6(v;) = ¢; ® v; et g;.v; = ¢; ;v;. La base (v;)iep est dite
base diagonale de V.

Remarques.

1. Par coassociativité, les g; sont des éléments de type groupe. Ils sont donc inversibles dans
A et donc les ¢; ; sont tous non nuls.

2. Soient i, j € D; alors v; @v; = g;.v; Qv; = ¢;,jv; ®v;, donc V' est un espace tressé diagonal
de base diagonale (v;);ep.

3. Réciproquement, si V est un espace tressé diagonal, on en fait un module de Yetter-Drinfeld
sur K[Xl.il, i € D] en posant 0(v;) = X; ® v; et X;.v5 = ¢; 5 vj.

Proposition 45 Soient F' = F'(v;,,...v;,), G = G(vj,,...vj,) € ng.
1. §(F)=gr ® F, avec gr = ¢;, - - - Gi,, -
2. 9p.G = qraG, avec qpa = [ [ tinis-
a7ﬁ
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Par suite, Hpr(V') est un module de Yetter-Drinfeld diagonal, de base diagonale ]:ER.

Preuve. Découle de la proposition 35 et du fait que les g; soient des éléments de type groupe.
O

Soit F' € ng. On définit |F| = (d;(F))iep (degré de F), avec d;(F') le nombre de sommets
de F' décorés par i; Hppr(V) devient ainsi une algebre de Hopf tressée graduée par NP. Par
la remarque 3 de la partie précédente, il s’agit d’une algebre de Hopf dans g)ﬂD, avec C =
K[XF! ieD).

Pour n = (n;);ep, m = (m;);ep, on pose :

Gn.m = H(Qi,j)nimj .

i?j

Remarquons que gr est égal a q || pour toutes foréts F, G € ]:}DDR.

On appelle Zp I’ensemble des éléments de ZP & support fini et Np 'ensemble des éléments
de NP & support fini. Pour tout (n;)iep € Zp, on pose :

Xt = [ x ec.
1€D

On peut décrire H$, (V) de la maniere suivante :

Théoreme 46 Hp (V) et C sont des sous-algébres de H%R(V). De plus, Uapplication suivante
est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

Hpr(V)®C — HER(V)

r®a — xa.

De plus, pour x € Hpr(V), homogéne et o € Zp, on a X*x = Qa,jz) © X Le coproduit est
donné par :

A(on) — on®Xa’ A(ZE) — Zx/X\x//‘ ®£C”,
oux € Hpr(V), homogéne, Ac(x) = > o' @ 2" son coproduit dans Hpr(V), les o', z" étant

homogénes. En notant T Uantipode de Hpr(V') et S lantipode de 'H%R(V), on a pour tous
x € Hpr(V), homogéne et o € Zp,

S(zX®) = X" llp(z) = q;}rm,'xlT(x)X_an'.

Preuve. Démontrons la formule pour I'antipode S :

(Idx S)(zX®) = o/ X|¥"Hex—alz"lpg
2'T(2")

g(z)l

= (zX)1.

Donc S est un inverse a droite de Id pour la convolution; par suite, S est bien I’antipode de
HE (V). O
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Exemple. Reprenons I'exemple de la partie 3.2. Dans H% r(V):

A1) = 1®1,

A) = X +1®.,

A = @ X +1®@..+(1+¢9.®.X,

A1) = 1@X?°+10!1 +.0.X,

Aleed) = oo X41@ e +(14+¢+ ). @ . X +(1+q+¢%).. ®.X2,
A1) = 1.9X2 4191 +10. X243 91X 4¢.. 9. X2 +.9..X,
AL = X410 4421 0.X24+. 901X +..0.X24+¢.®..X,
AV) = VeoxX*+1o V +.0.X2+(1+¢. 31X,

A = lexd+iel+10.X2+.01X,

XF = grods(Npx,

5.5 Algebres H,(V) et B(V)

On suppose que V €5 YD et qu'il existe une algeébre de Hopf C’, V' €5, YD et (,)y un
couplage de Yetter-Drinfeld non dégénéré entre V' et V' (par exemple, C et V sont de dimension
finie, ou encore V' est diagonal). D’apres la proposition 35, He (V') est un sous-module de Yetter-
Drinfeld de Hpr(V) et donc une algebre de Hopf dans 8372). Il en est de méme pour He (V).
D’aprés les propriétés 8 et 8, Ho(V’)L est un sous-module de Yetter-Drinfeld et donc B(V) est
une algebre de Hopf dans gyD. Plus précisément :

Théoréme 47 B(V) est l’algébre de Nichols de V' (voir [1, 16, 18]).

Preuve. Il s’agit de montrer que :
1. B(V) est engendrée comme algebre par V' ;
2. Prim(B(V))=V.

Le premier point est immédiat. Soit p un élément primitif de B(V') et supposons qu’il n’appar-
tient pas a V. On peut alors le supposer homogene de degré supérieur ou égal a 2. Soit g € He (V)
un antécédent de p, homogene de méme degré que p. On a alors :

A =qR1+1@q[He(V)T @ Ho(V) + Ho(V) @ Ho (V)]

Par suite, (¢)+He (V') NHe(V) est un coidéal de Ho(V), gradué et concentré en degré supérieur
ou égal & 2. Comme He (V') N He(V) est le plus grand coidéal gradué de He (V') concentré en
degré supérieur ou égal & 2 (proposition 32-2), ¢ € He(V')NHe(V), donc p = 0 : contradiction.
Donc Prim(B(V))=V. O

Exemple. Soit g une algebre de Lie semi-simple, (a; ;) sa matrice de Cartan, ¢ € C*. On
prend g; ; = ¢%. Alors si ¢ n’est pas une racine de I'unité, alors B(V’) est isomorphe & qu+ (9);
si ¢ est une racine de I'unité, B(V’) est isomorphe a u,} (g) (voir [1]).

6 Double quantique d’une algebre Hpr(V), avec V diagonal et
symétrique.

6.1 Construction du double

Soit V' un espace tressé diagonal. Il est dit symétrique si ¢; ; = g;j; pour tout couple (3, j).
On a alors (V,¢) = (V/, ). On prend C = k[XF', i € D].
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Lemme 48 La forme bilinéaire suivante est un couplage de Hopf symétrique entre C et elle-
méme : Vo, 3 € Zp, (X X% = Qo 3-

Preuve. Immédiat. O

Par suite, d’apres le théoreme 43, on a un couplage de Hopf (, )xc : HS p(V) xH%vR(V) — K
défini de la maniere suivante : pour z,y € Hpr(V), o, 3 € Zp :

(2X%yX") = (2,9)da.5.
On pose Ht = Hpr(V) et H~ = Hppr(V)®P. On peut donc construire un double quantique
entre 'H%R(V) =HT4C et H%’R(V)C"p = H~#C a l’aide de la forme bilinéaire (,)yc (voir [8, 9,

14]). On le note D(Hpr(V)). On pose X& = X~ € HT. On peut alors décrire D(Hp,r(V))de
la manieére suivante :

Théoréme 49 HTHC et HHC sont des sous-algébres de D(Hpr(V)). De plus, lapplication
sutvante est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

(H#C) ® (H™4C) — D(Hpr(V))
yXP @2 Xe — yXPrxo

On a de plus les relations suivantes, pour o, 3 € Zp, x € H', y € H~, homogénes :

Xfl‘ = 7|1x|$X37 ng = Qa,\y|X>?y7
Xy = qpuX’,  aX’ = g5 X7z,
XAxe — Xoxb,

111 |

1 o=1¢ " "o sely"| =l
xy - quu///‘ |y//|Q|I//| ‘y///|Q‘x///‘ |y///|(y ,T (.’L’ ))(y X ) X X X*

Le coproduit est donné par :

Al) = Yox, " ea” Aly) = Sy’ @yxW,
AX®) = X0¢® X2, AXP) = XPo X5,

ot Ac(z) =Y 2’ @ 2" est le coproduit de = dans Hpr(V) et Ac(y) = >y @ y" le coproduit de
y dans Hpr(V).

Remarque. Les coefficients ¢; ; étant tous non nuls, ¢ est inversible ; d’apres la proposition 23,
T est inversible et donc les formules précédentes ont bien un sens.

On considere l'idéal de D(Hpr(V)) engendré par les éléments X — X&', a € Zp. 1l s’agit
d’un coidéal : en effet,
AXY—XY) = XX -XJ2e XY
(X=X X*+ XI® (XY - X).
I1 est stable par 'antipode, car S(X® — X&) = X7 — X% C’est donc un idéal de Hopf. Le

quotient de D(Hpr(V)) par cet idéal est noté D(Hpr(V)). On a immédiatement, d’apres le
théoreme précédent :

Théoréme 50 H™, H™ et C sont des sous-algébres de D(Hp (V). De plus, Uapplication sui-
vante est un isomorphisme d’espaces vectoriels :

H @H " ®C — D(Hpgr(V))
yRrX® — zyX°.
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On a de plus les relations suivantes, pour o, 3 € Zp, x € HT, y € H™, homogénes :
X =g eX® XY =g X°, (25)

///‘7‘$///|

_ -1 -1 -1 ! =101 "ol "o x|y
ry = ZZQ|$///Hy//‘q‘xu‘7|y///|Q|mm|’|y///‘(y , T (x ))H(y , T )Hy ' X

Le coproduit est donné de la maniére suivante, ot A.(x) =Y. 2’ @ x" est le coproduit de x dans
Hpr(V) et Ac(y) =Dy ®@y" le coproduit de y dans Hpr(V) :

(26)

x) = Zm’X_W,' ®z”, Ay) = Zy” @y xW1 AXY) =X®@X*  (27)
De plus, l’antipode est donné par :
S(z) = X7 (), Sly) =T (y) X, S(X%) =X (28)
Son inverse est donné par :
S a) =T (z) XM, S7Hy) = X WT(y), STHXY) =X (29)
Preuve. Vérifions que les formules données donnent bien 'antipode de D(Hpr(V)) :

//l

(SxId)(y) = ST Hy")X Wlyxly (IdxS)(z) = S o/ X~ IXI"IT (2"

= quum 1@”)?/ = Y a'T(2")
= (ZT( Ny") = ¢e(x)1,

= T '(e(y)1)

= s(y)l,

(IdxS)(X*) = XX =1=¢(X)1.
Comme S est un antimorphisme d’algebres :
S(T~Ha)x 1)y = x-FIxlEPT12) = =,

S(XWT@y) = T HT)X! VX =
S(X™*) = X

Donc S est inversible et son inverse est donné par les formules annoncées. O

Proposition 51 Soient E € H™, primitif et homogéne, F € H™, primitif et homogéne. Alors,
dans D(Hpr(V)) :

Preuve. Dans HT, on a T(E) = —E, donc T~!(E) = —E. De plus,

FeFE' @FE" = EQlI®1+19ER1+1®1QFE,
FoF'@F" = FR1I1+10F®1+101Q F.

Le résultat découle imédiatement de (26). O

6.2 Liens avec les groupes quantiques

Proposition 52 1. Soient S une sous-algébre de Hopf graduée de H*, S une sous-algébre
de Hopf graduée de H™. Alors SS'C est une sous-algébre de Hopf graduée de D(Hpr(V)).

2. Soient I C {x € S/(x,S")y = 0} un biidéal gradué de S et I' C {f € S'/(S, f)n = 0} un
biidéal gradué de S'. Alors IS'C et SI'C sont des biidéauz de SS'C.
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Preuve.

1. Soient 1,72 € S, y1,y2 € S, ar,as € ZP. On pose A(zz) = Y. 2b ®@ f, zb, 2 € S,
Alyr) =Y yi @y, iyl € 5. Alors x1y1 X* 29y2 X2 est une combinaison linéaire de termes
de la forme x5y} yo X1 7927 et est donc dans SS'C.

Montrons que A(SS'C) C SS'C ® SS'C. Comme SS'C est une sous-algebre de D(Hpr(V))
engendrée par SUS’'UC, il suffit de montrer que A(z) € SS'C®SS'C pour x € 5,5 ou C. Clest
immédiat si x € C. Si x € .5, on peut le supposer homogene. On a alors :

Alr) =) /X" ga" e S9CwSs'C.
On procede de méme pour x € S.

2. Montrons que I5’C est un idéal a gauche. Soit x € SS'C, abX® € I.5’C. On peut supposer
a et b homogenes. Il suffit de montrer que zabX® € IS'C dans les trois cas suivants :

1. z € § : découle du fait que I est un idéal a gauche de S.

2. €5 :onpose (Ay @ Id) o Ay(a) => d ®ad" ®d", avec d’, a” ou a” € I car I est un
coidéal. Alors zabX® est une combinaison linéaire de (S~1(2'), a’)pe (2™, @ )pa" 2" f X 2.
Sia” ¢ 1, alors @ oua” €I C{be S/(bS)=(0)}, donc (S7L(a'),a")pe ou (2", a" )y
est nul. Donc zabX* € IS'C.

3. x = XP : alors zabX® = 48,ja|—|f| abXtP e I1S'C.

On montre de méme qu’il s’agit d’un idéal a droite. Pour montrer qu’il s’agit d’un biidéal, il suffit
de montrer que A(I) C IS'C ® SS'C+ SS'C ® 1S'C. Soit a € I, on peut le supposer homogene.
Alors Ay(a) => d' @ d”, les d’,a” homogenes, a’ ou a” € I, et par suite :

Ala) = dX " @a" € 1S'C® SS'C+ SS'CRISC.
On procede de méme pour SI’C. O

Corollaire 53 Soient S une sous-algébre de Hopf graduée de H™, S’ une sous-algébre de Hopf
graduée de H=, I C {z € S/(x,5")y = 0} un biidéal gradué de S et I' C{f € S'/(S, f)n = 0}
un biidéal gradué de S’. Alors 'espace suivant est muni d’une structure de bigébre provenant de
D(Hpr(V)) :

ss'c
D(S, 8 II') = ————
(5:5.1,1) = Tge  s7¢

De plus, l'application suivante est un isomorphisme d’espace vectoriels :

S 9
7@7@6 e D(S,S,,I,I,)

ab® XY — abX©.

Exemple. Reprenons I'exemple de la partie 5.5. On prend S = S = He(V) et [ = I' =
!/

S S
He(V) N He(V)E. Alors 7= B(V) et 7= B(V)P. A P'aide de la proposition 51, on montre
que :

1. Si g n’est pas une racine de I'unité, alors B(V') est isomorphe a U,/ (g) et D(S,S', I, 1') est
isomorphe a Uy (g) ;

2. Si g est une racine de I'unité, alors B(V') est isomorphe a wu, (g) et D(S,5",I,1') est
isomorphe a u4(g).

32



7 Interprétation combinatoire du couplage (,)

7.1 Action du groupe de tresses

Définition 54 Soit n € N*, X;;, 1 < 7,5 < n des indéterminées. Pour toute tresse b € B,,
choisissons D un diagramme représentant b. On pose alors, pour tout croisement ¢ de ¢ :

sic = A, he) = i, be) = j, ele) = 1;
]
s1c = {/.7 h,C) = I b(C) = 1 8(6) = -1
i j
On pose alors Py(X) = H XZEZ% be) € K[ijl, 1<i,j<n).

¢ croisement de D

Remarque. P,(X) ne dépend pas du choix de D ; en effet, d’apreés [8], si D et D’ sont deux
diagrammes représentant b, on passe d e 'un a l'autre par les opérations locales suivantes :

1. une isotopie, ce qui ne modifie pas les croisements et donc ne modifie pas Py(X);

; les contibutions de ces trois sous-diagrammes

J
sont respectivement X ]TZ-IX jir Xij X l_Jl et 1 : elles sont donc égales;

. (\ \ . .
3. une transformation T — \) ; les contributions de ces deux sous-diagrammes sont
ik ik
respectivement X; ; X; . X1 et X X; . X; ; : elles sont donc égales.

AN 7/
2. une transformation é — <> —
1] 1]

Pour tout 7 € Sy, on pose P-(X) = B, (X) € K[ijl, 1 <4,j < n] (on rappelle que b, est

définie dans la section 3.3). On remarque que P-(X) est un monoéme de K[X;;, 1 <1i,5 <n| de
degré la longueur de 7.

Exemple. On prend 7 = (13)(24). Alors b, = ;/\ \% et donc Pr(X) = X1 3X14X23X2.4.

Le lemme suivant se démontre facilement par récurrence sur le nombre de croisements d’un
diagramme de la tresse b :

Lemme 55 Soit (V,c) un espace tressé avec ¢ inversible et wy,...,w, € V, tels que pour tous
i, J, c(w; @ wj) = p;jwj @w;, les p;j étant des éléments de K. Alors pour tout b € By,

b(w ®...®0wy) = Ppy(pij) (7(b).(w1 ®...0 wy)),

ou T : B, — S, est la surjection envoyant o; sur 7; pour tout i <n — 1.

7.2 Applications aux algebres Hpr(V'), avec V diagonal

Reprenons les notations des propositions 20 et 21. Pour toute coupe ¢, soit 7. I’élément de
S, envoyant 1 sur 4i, ..., k sur ig, k+ 1 sur ji, ..., k+1 = n sur j;. Notons que 7, est un
(k,1)-battage. Alors, par définition, a. = biy,(j) = br.. D’apres le lemme 55, on a alors :
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Proposition 56 Soit F' € ]-'ER. Les sommets de s sont totalement ordonnés par >y 4 : s >p4
. >p.d 51- On note d; la décoration du sommet s; de F'. On a alors :

AdF) = > Prlqaa)PO(F) @ R(F)
c€EAd«(F)
= > Pr(4aq)PF)@R(F)+ FR1+1QF.
cEAd(F)

Définition 57 Soient F' et G deux éléments de ]:PR Soient s, >p 4 ... >p.q 51 les sommets de
Fet s, >pq... >paq s) les sommets de G. On note S(F,G) lensemble des applications o de
{1,...,n} dans {1 .,m} vérifiant :

1. o est bijective.

2. Pour tous i,j € {1,...,n}, $i Zhaut 5 = sa(z) > gauche sg(j).
3. Pour tous 4,5 € {1,...,n}, sg(i) > haut sa(j) = S8; Zgauche Sj-
4. Pour tout i € {1,...,n}, s; et 3;(1') ont la méme décoration.

Théoreme 58 Soient F,G € f}gR ; on note d; la décoration du sommet de G indexé par i.

Alors :
(F,.Gi= > Polta.q)
0eS(F,G)

Preuve. C’est vrai si poids(F') # poids(G), car alors (F,G)y = 0 et il n’y a aucune bijection
de {1,...,n} vers {1,...,m}. Supposons donc poids(F) = poids(G) = n et procédons par
récurrence sur n. Si n = 1, alors (84, 84 )y = dq4. De plus, S(e4,e4) = {e} si d = d' et () sinon
par la condition 4, d’ou le résultat.

Supposons la propriété vérifiée pour tout k < n et soient F,G € fg r de poids n. Posons
F=ty...tn,.

Sim =1:posons F = t; = BJ (F'). Alors (F,G)y = (F',74(G))n

Si G n’est pas de la forme G'ey : alors (F, G)y = 0. Supposons S(F, G) non vide et soit o €
S(F G). Remarquons que Vs € som(F'), s >pqut Tacine de t1. Par la condition 2, 3s; € som(Q),
s >gauche S;; Vs' € som(G) (i est 'image par o de I'indice de la racine de t;, c’est-a-dire n).
Donc G = G'ey et o(n) = n. Par la condition 4, d = d : on aboutit & une contradiction. Par
suite, S(F,G) =0, d’ou le résultat.

Si G = Gey: alors pour toute o € S(F,G), o(n) = n. Donc on a une bijection : S(F,G) —
S(F',G"), envoyant o sur o’ définie par o’(i) = o (7). De plus, b, est obtenue en ajoutant un brin
a droite de la tresse b, ; par suite, Py (X) = P, ,(X). Comme (F,G)y = (F',G')y, le résultat
est acquis.

0‘

Sim >1:posons F/ =t1...ty,—_1. Alors :

(F, G>H = Z PTc(Qdi,dj)<F,?PC(G))H(tm7RC(G))H
ce Ad(G)

= Y Prlaq)F PUQ)) (tn, RY(G)). (30)
c€Ad«(G)

Pour simplifier les notations, pour toute o € S(F,G), on note f, : som(F) — som(G) la
bijection donnée par f(s;) = ’() Soit ¢ € S(F,G); considérons fg(som(t )). Soit s' un
sommet de G, tel qu'il existe s € som(ty,), fo(s) >haut - Supposons s ¢ f,(som(t,,)). Alors
s € fy(som(F")). Soit t € som(F’), tel que f,(t) = . Comme f;(s) >paut fo(t), d’apres la
condition 3, s >gquche t. Or s € som(ty,), t € som(F’), donc t >gquche S, €t donc s = ¢ :
contradiction, car s € som(t;,), t € som(F'). Donc s € f(som(t,)). Par suite, il existe une

34



coupe admissible ¢, de G, telle que R (G) = fy(som(ty,)). Etant donnée la définition d’une
coupe admissible, ¢, est entierement déterminée par R (G) et donc ¢, est unique.
On a donc une application :

B:S(F,G)— | SEF,PYG)) x S(tm, R(G)),
ceAd«(G)

semblable & celle de [4, 5]. On montre facilement qu’elle est bijective. De plus, si (o) = (01,02) €
S(F', PY(G)) xS (tm, R°(G)), alors by = (by(1) @Dy (2))br(c), Ol by(1)Dby(2) €st obtenue en accollant

bs(1) & gauche de by(9). Par suite, si (i1,. .., ix) sont les sommets de P°(G) et (j1,. .., ;) sont les
sommets de R°(G), Py(X4;,4;) = Po, (de 7d1ﬁ)P(72 (dea,djﬁ)PTc(Xdi,dj)- En conséquence :
(PG = ) Pr(qa,a)(F' PG m(tm, RU(G))n
c€Ad«(G)

_ Z Z Z Poi (4di di, ) Po (445, a5, ) Pre(4d;.a;)

c€AdL(G) 01 €S(F',P¢(G)) 02€S(F',R°(Q))

= Z PU(qdi,dj)'

S(F,G)
(On a utilisé (30) pour la premiere égalité et I'hypothese de récurrence pour la deuxiéme égalité).
O
7.3 Applications lorsque V est de dimension 1

Supposons V' de dimension 1. Soit alors ¢ 'unique élément de K tel que c¢(v ® w) = quw @ v
pour tous v,w € V. D’apres la remarque 2 suivant la définition 54, les résultats précédents
prennent la forme ci-dessous :

Proposition 59 Soient F,G € Fpr. On a :

AC(F) — Z q ac)Pc ®RC( )
ceAd. (F)
= > qP(F)RR(F)+FR1+1Q®F,
ceAd(F)
(FGw = >, .
0€S(F,G)

Définition 60 (voir [8]). Soit ¢ € K. Pour tout n € N*, k < n, on pose :

=15 et = W0 () = e

Pour toute forét ' € Fp g, on pose :

(F)g! = H (card({s" € som(F) / &' >hqut s}))q.

sesom(F)
Remarque. (F),! peut étre défini par récurrence sur le poids de F par les formules suivantes :

(Dg! =1, (F1F2)! = (F1)g!(F2)q! (B+(F))q! = (F)q!(pOidS(B+(F)))q-

Proposition 61 Soit F' € Fpg de poids n. Alors (F,e")y =
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Preuve. Par récurrence sur le poids de F. C’est immédiat si F© = 1. Sinon, deux cas se
présentent :

1. F=B"(G); on a alors :
- (n—1)4! (1)g! ()g!
(F7 .n)'H = (G)V(.n))'){ = (Ga o 1) = = = :
(G)q! (n)q(G)g!  (F)g!
2. 1l existe F1, F5 foréts de poids strictement inférieur a n, telles que F' = F}F5. On pose

n; = poids(F;). On a alors A(e") = Z (Z) o Re"7F Par suite :
k=0 q

(F1 ® Fa, A(e"))y

(F’ o")n

Soient nq,...,n; € N¥_ avec n = n; + ...+ ng. L’ensemble des éléments o de S,, tels que o
est croissante sur {1,...,n1}, {n1+1,...,n1 +no}, ..., {ni+...ngp—1+1,...,n1+ ... +ng}
est appelé bat(nq,...,ny). Notons que bat(1,...,1) = S,.

Corollaire 62 Soient ni,...,n; € N¥, avec n =ni + ...+ ni. On a alors :

(n)q' _ (o)
g~ 2 4

o€bat(ni,...,nk)

En particulier, pour k=netni=...=n,=1:
(n)g! = Z ¢
O'GSn

Remarque. la deuxieme formule est démontrée de maniere différente dans [7, 19].

Preuve. Pour tout i € N, on pose l; = (B7)!(1), c’est-a-dire :

lo=1, li=., lo=1, l3=1, z4=£, 15:%,...

Calculons (I, ...lp,,®")x de deux manieres différentes.
Par définition, S(l,, ...l,,,®") = bat(ny,...,ny), donc :

N A S T Z ¢,
o€bat(ni,...,nk)
De plus, (In; - --ln,)g! = (n1)g! ... (ng)4!, donc :
(n)q!
lng ool @)y = ——F——
(s - g 8734 (n1)g! - - (nk)g!

d’ou le résultat annoncé. O
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