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1 Introduction

1.1. Soit V' un espace vectoriel symplectique sur C, dimcV = 2I, et soit G un sous-groupe fini de
Sp(V). Posons S = C[V]. L’algebre des fonctions réguliéres invariantes S¢ hérite naturellement d’une
structure d’algebre de Poisson induite et munit ainsi la variété quotient X = V/G d’une structure de
variété de Poisson. On peut alors considérer la déformation non commutative de X définie par 1’algebre
des invariants 4;(C)%, on 4;(C) désigne I’algebre de Weyl de rang [. Il existe une littérature récente abon-
dante sur I’étude des désingularisations (symplectiques) de X', le calcul des (co)homologies équivariantes
de X et les algebres de réflexions symplectiques qui en fournissent les déformations les plus riches (voir
[AF00, EG02, Fu05, BG03]).

1.2. 1l existe deux familles particulieres d’exemples de la situation décrite en 1.1. La premiere consiste
A commencer avec un sous-groupe fini I' de SL(2,C), & considérer V = (C?)”, n € N*, et a prendre pour
G le produit en couronne de I' par S,,, produit semi-direct de I'" par le groupe symétrique .S,,. Comme
cas particulier, nous avons ici les surfaces dites de Klein, X = C?/T', pour I de type A, D,,, Fs75. La
deuxieme famille consiste & commencer avec une algebre de Lie simple g, une sous-algebre de Cartan b,
considérer V = h @ h* et prendre pour G le groupe de Weyl W avec 'action diagonale.

1.3. Conformément a l'esprit des déformations algébriques, la question standard consiste & compa-
rer la (co)homologie de Poisson de X & la (co)homologie de Hochschild de A;(C)¥. Le théoréme 6.1 de
[AFLS00] donne le calcul complet de la (co)homologie de Hochschild de 4;(C)%. Si a; désigne le nombre
de classes de conjugaison de G agissant dans la représentation V' avec un sous-espace de points fixes de
dimension k, 0 < k < 21, alors, dimc HH},(A;(C)%) = a. Curieusement, le calcul de la (co)homologie de
Poisson de X se révele bien plus compliqué : cela est dii au fait qu’en ce qui concerne 4;(C)%, on dispose
d’une équivalence de Morita qui rameéne les calculs & ceux relatifs au produit croisé A;(C)) # G qui se
préte beaucoup mieux aux calculs (co)homologiques. Pour le calcul de la (co)homologie de Poisson, nous
n’avons actuellement que la méthode directe.

1.4. Dans la généralité du paragraphe 1.1, on démontre dans [BEG04] que HPy(X) = S¢/{S¢, S¢},
le groupe des traces de Poisson de X, est de dimension finie. Le but de ce travail est de présenter le
calcul du groupe d’homologie de Poisson de X en degré zéro, HPy(X'), dans différents cas ot HPy(X) a
méme dimension que H Ho(A4;(C)%). Cette coincidence de dimensions peut étre interprétée comme étant
le reflet d’une bonne déformation, comme c’est le cas pour les surfaces de Klein ([AL9S8]). Pour les trois
exemples en rang 2 de la deuxiéme famille, on trouve ainsi :

Théoréme. Avec les notations précédentes, on a 1’égalité :
dime HPy(h @ b* /W) = dime HHy (4,(C)")
et cette dimension commune vaut 1 en type As, 2 en type Bs et 3 en type Ga.

La méthode est la suivante : dans les différents cas étudiés, la composante homogene de degré 2 de
C[V]¥, munie du crochet de Poisson, est une algebre de Lie isomorphe & sl(2), agissant sur C[V]¢ de
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maniere semi-simple. De plus, les composantes isotypiques non triviales de C[V]¢ sous I’action de sl(2)
sont inclus dans {s[(2),C[V]%}; par suite, le calcul de HP,(X) se restreint & calculer la composante
isotypique triviale de C[V]¢ et son intersection avec {C[V]% C[V]%}.

1.5. Le papier s’organise de la maniere suivante : nous effectuons d’abord une étude commune des
trois groupes de Weyl de rang 2 en présentant les détails d’un calcul basé essentiellement sur le pléthysme
des représentations de s[(2) ; nous poursuivons par une remarque-question sur le fait que I'idéal dérivé de
Poisson de C[X], algebre de fonctions régulieres sur la variété quotient affine X', est également un idéal
associatif. A notre connaissance, les premiers exemples ol cela ne se produit pas sont les cas By et Gs.
Nous terminons en exposant en remarque d’autres résultats, I'un donnant une présentation des algebres
d’invariants dans le cas des groupes de Weyl de rang 2 et 'autre donnant une famille d’exemples pour
lesquels la différence entre ces deux dimensions est arbitrairement grande.

Remerciements. Le premier auteur tient a remercier Y. Berest, D. Farkas, B. Fu et T. Lambre pour
des conversations fructueuses a 'origine de ce travail.

2 Meéthode utilisée pour les trois groupes de Weyl de rang 2

2.1. Nous montrerons par la suite que, dans le cas des groupes As, By et Ga, les hypotheses suivantes
sont vérifiées :

Hypotheéses

a) S = S(V), avec V de dimension 4, graduée avec les éléments de V homogenes de degré 1. La com-
posante homogene de degré n de S est notée S(n). De plus, S est munie d’un crochet de Poisson
{—, —} homogene de degré —2.

b) G est un groupe fini agissant par automorphismes de Poisson homogenes de degré 0 sur S. On note
S% I'ensemble des éléments de S invariants sous l'action de G'; c’est une sous-algebre de Poisson
graduée de S.

¢) Tl existe trois éléments non nuls de S¥(2) notés E, F, H vérifiant :
(E,F}=H, {H,E} = 2F, {(H,F} = —2F.
Autrement dit, Vect(E, F, H) muni de {—, —} est une algeébre de Lie isomorphe a s[(2). Alors s[(2)
agit sur S de la maniere suivante : pour tous P € S, X € sl(2),
X.P={X,P}.

Cette action est homogene de degré 0. Par suite, pour tout n € N, S(n) est somme directe d’espaces
de poids :
S(n) =P S,
=
ou S(n); ={P € S(n)/ HP =iP}.
d) S(1) se décompose en deux sous-espaces de poids S(1); et S(1)_1, tous deux de dimension 2.

2.2. Notations. Soit M un sl(2)-module. On note M) sa composante isotypique triviale :
M2y ={P €M /V¥X €5sl(2), X.P =0}

Dans le cas de S, comme E, F' et H sont G-invariants, 'action de sl(2) et 'action de G commutent et
donc :
(59)st1(2) = (Se1(2))"

Nous noterons par la suite SS(Z) cette sous-algebre de Poisson.

2.3. Soit M un sous-s[(2)-module simple de S¢. Si M n’est pas trivial, alors s[(2).M est un sous-
module non nul de M, donc est égal & M. Par suite, M C {S% SY}. Les composantes isotypiques non
triviales de S sont donc incluses dans {S%, S} et par suite :

S¢ = S +{59,5,

SG
HPy(S%) = = —
{5¢,56}1n S5,



Nous nous intéressons donc maintenant a SEC';(Q) et & {S¢ 8¢} N Sg(z).

Proposition 1 i) L’espace vectoriel Sqi(2)(2) est de dimension 1. On notera D un générateur fizé de
cet espace.

i4) La sous-algébre Sqy(2) est engendrée par D.

iit) Il existe N € N*| tel que Sg@) soit la sous-algébre de S engendrée par DV .

Lemme 2 Les applications m: S® S — S et {—,—}: S® S — S, respectivement données par le
produit et le crochet de Poisson de S, sont des morphismes de s{(2)-modules.

Preuve. Soient X € sl(2), P,Q € S.

mX.(PeQ) = mXPoQ+PeX.Q)
= {X,P}Q+ P{X,Q}
= {X,PQ}
- Xm(P®Q),
(X(P®Q) = {XP2Q+P2X.Q)
= {{X, P1LQy+{P{X,Q}}
= {XAPr.Q}}
= XA{P®Q}.
(On a utilisé 1’égalité de Jacobi pour 'avant derniére égalité). Donc m et {—, —} sont des morphismes de

5[(2)-modules. O

Preuve de la proposition 1. Graduons S sur N? en mettant les éléments de S(1); homogenes
de degré (1,0) et les éléments de S(1)—; homogenes de degré (0,1). On note S(i,5) les composantes
homogenes de S pour cette graduation. Alors la série formelle de Poincaré-Hilbert ®(x,y) de S est :

) = e $6.3) ' = (2 ) () - S 1G + 1at

Comme m est un morphisme de s[(2)-modules, m est homogene pour le poids et le degré. Autrement
dit, pour tous 4,5 € Z, m,n,j € N, S(m);S(n); C S(m+n);4+,;. D’autre part, on remarque que S(1,0) =
S(1); et S(0,1) = S(1)_;. Comme S est engendrée par S(1) = S(1,0) & S5(0,1),si4,j € N:

S(i.5) = S(1,0)'5(0,1) = S1)1S(1).4 € S + )i—;-

On en déduit :

On note x, le caractere du sl(2)-module S(n) :

Xn(q) = Z dimg S(n)g q.

keZ

On pose alors :

X(Qa h) = Z Xn(Q)hn = Zdim@ S(n)k hnqk.
n=0 n,k



Par (1) :

x(g.h) = > dimc S(n)gh"q"

keZ,neN
= ) > dime S(i, j)h"¢*
k€ZneN i+j=n,i—j=k
= ) dimc S, j)h" g
i,jEN
IR\
= Y dimc S(i, j)(hg)’ <)
i,jEN q
= ®(hq,h/q)
= D (i+ 1)+ 1)h g,
4,
Comme la dimension de S(n)s(2) est la différence du terme constant et du terme en ¢* de Xy, cherchons
ces deux coefficients. Il faut donc prendre :

1. Pour le terme constant de x,, :

n
i+j = n =3
—
=] = Oa ] = %
2. Pour le terme en ¢? de x,, :
) n
itj = n = 5tl
n
Z_j = 27 ] = 5—1,

Par suite, si n est impair, ces deux coefficients sont nuls et donc S(n)si2) = (0). Si n = 2[ est pair, le
terme constant est (I + 1)2 et le terme en ¢ est [(I + 2), donc :

dime S(n)siz) = ([ +1)* = 1(1+2) = 1.

En particulier, S(2)s((2) est de dimension 1, ce qui implique le premier point. Comme m est un morphisme
de sl(2)-modules, pour tout I € N, D! est un élément non nul de S(21)s1(2) et donc forme une base de
S(2l)5[(2) Par Suite, Ss[(2) = (C[D]

Comme G agit de maniere homogene sur g2y et que Sgi(2)(2) est de dimension 1, il existe un unique
caractére k de G tel que pour tout o € G, 0.D = k(0)D. Comme 53(2) est une sous-algebre graduée de
Ss[(Q) :

SS = Vec(D* /Yo e @, 0.D" = D)
= Vect(D* Vo € G, k(o)F =1)
= Vect(D* /¥ =1)
= Vect(D* / o(k) | k).

(Comme G est fini, son groupe de caracteres est fini et donc o(k) est fini). Posons N = o(k). Alors
Ssi2) = Vect(D* / N | k) = K[DN]. O

2.4. Par homogénéité, les composantes homogenes de Sgy(2) étant nulles ou de dimension 1,
{99, 99} N 9Ga) = Vect (DFY ) DMV € {$9,5}).

Décrivons maintenant un procédé permettant de construire des éléments de {S%, S%} N Sg(z) :



Proposition 3 Soit P € S un vecteur de plus haut poids B homogéne de degré oy et Q € S¢ un
vecteur de plus haut poids  homogéne de degré aa. On pose o = (a1 + e —2)/2, qu’on supposera entier.
On définit par récurrence sur i :

pB) — P, pB—2i) _ (F, P(ﬁ72i+2)}’
Q¥ =q, Q20 — {F7Q(ﬁf2i+2)}'
Alors il existe deux scalaires A\, u € C tels que pour tout k € N,
B
Z(_l)i{P(5—21)7 Q—(ﬁ—%)Dk} =(\+ k‘u)D(H'k.
i=0
En particulier, si N | a+k, (A + kup)Dotr € {89 @ S9N 53(2).
Preuve.
Montrons d’abord que I’élément suivant est dans (S ® 5) s1(2)

P = Z ﬂ 21)®Q (8- 21)

Comme P et @ sont des vecteurs de plus haut poids 3, pour tout i, P(*=29 et Q¥—2) sont des vecteurs
de poids 8 — 2i et {F,P~#)} = {F,Q(-"} = 0. On a donc :

B
P = (PO 8 Q- 1 31 PO i (1)
=0 =0
= D (DB -20) PP @ QT =R (~1)(g - 20) PV @ QT
i=0 1=0
= 0’
B
Fp = Z {Fpﬂ 21)}®Q ﬁ22)+z B2’)®{FQ ﬂ2z)}
=0 =0
-1
— (71) 5 2i—2) ®Q~ (B—2i) Jrz P(ﬁ72i)®Q7(ﬁ72i+2)
i=0

donc P est un vecteur de plus bas poids 0, donc est un élément de (S ® S)g2). Par suite, pour tout
keN,P@DFe (S®5®58)ss

Comme m et {—, —} sont des morphismes de s[(2)-modules, {—, =} o (Id ® m)(P ® D¥) € S(2). Par
homogénéité, il s’agit d’un élément homogene de degré oy + ag + 2k —2 = 2(a+ k), donc il existe A\ € C,
{—,—}o(Id®m)(P ® DF) = A\, D®T*. En particulier, posons A = \g.

De la méme maniere, D ® P € (S ® S ® S)q(2), homogene de degré 2 + 4, donc en appliquant
mo ({—,—} ®Id), il existe u € C,

B
D (D, PUT0) Q7 = Dot
i=0
D’autre part,
{—.—}oIdem)(PaD*) = Y (-1){PF2) @ "Dk}

1=0
B
= S PER,Q

+Z {P,B 21) D}kQ (B—21) Dk: 1

_ )\DaDk + kﬂDa+1Dk71
(A+ kp) D,



donc A\ = A+ kp. O

2.5. Remarques.
i) Les scalaires X et p sont déterminés par :

B
D ()P QTR = ADe,
=0
B
Z(*l)i{P(ﬁ72i), D}Qf(ﬁfm') _ MDaJrl.
=0

1) On peut éventuellement prendre P = Q.
ii) Pour k = 0, I'élément > (—1)*{ P(A=2D) Q=211 peut étre représenté & I'aide d’arbres de la maniere
suivante, en utilisant l’anti-symétrie de {—, —} :

P F F F F Q P F F F F Q P F F F F Q
& +\% +\<</ N
N V | W

2.6. Nous avons donc un procédé permettant de montrer que certains D* appartiennent & {S%, S},
Donnons maintenant un critére permettant de montrer que D* ¢ {S% SY} :

Proposition 4 Soit k € N. On suppose que :
k+1
(ZSG(2k+2—z’)®SG(i)> =0.
=0 s1(2)

Alors D* ¢ {S¢,SC}.

Preuve. Supposons D € {SY S%}. Comme {—,—} est un morphisme de s[(2)-modules, {—, —}
envoie les composantes isotypiques de S¢ @ S¢ sur les composantes isotypiques de S correspondantes,
donc D* possede un antécédent dans (S¢ @ SG)s[(Q). Par homogénéité, il possede alors un antécédent
dans (S€ ® S%)si2)(2k + 2). Par antisymétrie de {—, —}, il posséde un antécédent dans :

k+1 k+1
D (SC2k +2—1i) @ SE(i))si(2) = (Z SC2k+2-1i)® SG(i)> .
50(2)

=0 =0

Donc I'image par {—, —} de ce sous-espace de S ® S est non nulle. O

3 Calculs pour B,

3.1. Fixons tout d’abord les notations. Soit S = Clzy,x2, y1,¥y2], muni du crochet de Poisson donné

par :
{—7 —} T1 | Y1 | T2 | Y2

T 0 1 0 0

Y1 —1(0| 0|0

X9 0 0 0 1

Yo 0 [o]-=1]0




Le groupe G' = By = (£1)? x Sy agit par automorphismes de Poisson homogenes sur I’algébre S de
la maniere suivante :
71 Y1 T2 Y2
(e,€',id) | exy | ey | €xo | €'y
(e,¢',(12)) | €ao | €y | €x1 | €Yy

Lemme 5 Considérons les éléments de S suivants :
? + 23 P Vit

2 ’ 2
Alors (E, F, H) vérifie 'hypothése c).

E =

H = —(z1y1 + 222).

Preuve. Calculs directs. O

Les éléments E, F' et H agissent par dérivation sur S. Donnons leur action sur les générateurs :

! Y1 T2 Y2
E 0 X1 0 xIo
F Y1 0 Y2 0
H |z | —y1 | 72| —y2

Par suite, 'action de E, F' et H est donnée par :

0 0
B~} = m12 4o
& xlayl +x28y2,
(F,—} = 0
) = N 8.’1)1 Y2 6.132’
0 0 0
H-} = 51— 42—y Ly 2
{H.—} o 0xy T 02 u oy b2 0ya

On a donc S(1); = Vect(xy,z2) et S(1)_1 = Vect(y1,y2), donc 'hypothese d) est satisfaite.

3.2. On considere 1’élément suivant de S :

Tl T2
Yy Y2

Alors {E,D} = {F,D} = {H, D} = 0. D’apreés la proposition 1, Sg2) = C[D]. De plus,

D = = T1Y2 — Y1T2.

(€1,€2,0).D = €1€26(0) D,
donc, avec les notations de la proposition 1, N =2 et Sﬁé) = C[D?].
3.3. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme suivant :
Théoréme 6 On a l’égalité dimc HPy(SP2) = 2.

Preuve. On considere les éléments suivants :

P = x‘ll + x%,
Q = 554113523/2 + 3511/1553 - x?ylxg - xfxgyg
Alors P,Q € SP2. De plus :

Donc P est un vecteur de plus haut poids 4 homogene de degré 4 et @ est un vecteur de plus haut poids
4 homogene de degré 6. Appliquons la proposition 3. Par un calcul direct, on trouve :

4
D (PO = (48 x 6)D",
=0
4
D_(D)HPEE, DY = (—a8)D.
=0



Donc pour tout k € N, —48(6 + 2k)D*T2* ¢ {§B2 §B21 Autrement dit, pour tout [ pair supérieur ou
égal & 4, D! € {SP=2 9Bz},

Reste & étudier le cas de 1 et D?2. Comme dans le paragraphe 2, graduons S sur N2 en mettant x;
et xo en degré (1,0) et y1 et yo en degré (0,1). Soient S(i,5) les composantes homogenes pour cette
graduation. On pose :

O(x,y) =Y dime S (i, 5) 2'y’.
A!j

Posons H = (£1)2 et K = S5. Comme By, = H x K, SP2 = (SH)K_ Une base de S¥ est donnée
par les mondmes x?lyflx‘;@gz, aq, B1 ayant la méme parité, oo, B2 ayant la méme parité. Soit &; ; le

caractere du Se-module ST (i, j) et posons :

Ex,y) = & o'y
]

Comme le groupe Sy agit par permutation sur les monomes, &; ;(o) est le nombre de monémes de S H de
degré (i, ) fixés par o. En conséquence :

a) Pour o = id, les monomes fixés par id sont les monomes xflyflxg‘z ygg, a1, f1 ayant la méme parité,

ag, B2 ayant la méme parité. Donc £(id) est la série de Poincaré-Hilbert de 1'algebre N2-graduée

Clat, y3, T1y1, Tay2) - 2
ot
§(id) = ((1—3:2)(1—112)) '

b) Pour o = (12), les monomes fixés par (12) sont les monomes (z122)* (y1y2)?, o, B ayant la méme parité.
Donc £((12)) est la série de Poincaré-Hilbert de I'algebre N2-graduée C[(z172)?, (y1y2)?, T1y172y2] :

_ 1+ z2y?
£(12) =
Par suite, comme dimc (ST (4, 7)) = §i,;(id) +2£i,j((12)) :
O(z,y) = §lid) +6((12)) _ 1+ay+ 20292 + 213 + 23y + 2393 + 2ty
! ? (1+22) (1 =21+ 22(1+ 92 (1 - )2 (1 +y)*’

On note Y, le caractere du sl(2)-module SZ2(n). On pose alors :
X(@,h) = xa(@h™ =) dime $%(n)), h"q".
n=0 n,k

De maniere semblable a la preuve de la proposition 1 :

q6+h2q6+h4q4—|—2h4q6+h4q8+h6q6+h8q6
(h2q% 4 1)(h? + ¢2)(hq +1)%(q — h)?(h + q)?(hq — 1)*

En développant cette fraction rationnelle en série relativement a h :

x(q,h) = ®(hg,h/q) =

xolg) = 1,

x2(q) = @©+1+q7,

xa(@) = 2¢*+2¢* +3+2¢7%+2¢7%,

xe(@) = 2¢5+3¢* +4¢®> +4+4¢7 2+ 3¢ +2¢°C.

(Notons que S (n) = (0) si n est impair, donc SP2(n) = 0 si n est impair).

Appliquons la proposition 4 pour k = 0. Le caractere de SP2(2) ® SP2(0) + SP2(1) ® SP2(1) est x2(q),

done (852(2) @ 572(0) + 572(1) © §52(1)) 5y = (0), donc 1 ¢ {552, 552,

Appliquons la proposition 4 pour k = 2. Le caractere de SP2(6) @552 (0) +582(5) @ SP2 (1) + SP2(4) @
SP2(2) + 582 (3) @ SB2(3) est :

x6(q) + xa(@)x2(q) = 4¢° + 7¢* + 11¢> + 11 + 11¢ > + 7q~* + 4¢7°,



donc (SP2(6) @ SP2(0) + 5P2(5) @ SP2(1) + SP2(4) ® SB2(2) + SP2(3) @ SP> (3))5[(2) = (0), donc D? ¢
{882 §B23,

En conclusion, seuls les polynémes 1 et D? n’appartiennent pas au sous-espace {SB"‘,SB?}. Donc
dimg HPO(SBQ) =2.0

4 Calculs pour A, et Gy

4.1 Calculs pour A,

4.1.1. Soit S' = Clz1, x2, 23, Y1, Y2, y3], muni du crochet de Poisson donné par :

{—, —} Ti | Y1 | T2 | Y2 | T3 | Y3
T 0 1 0 0 0 0
U1 —-110 0 0 0 0
T2 0 0 0 1 0 0
Y2 0 0[-110 0 0
T3 0 0 0 0 0 1
Y3 0 0 0 0|—-110

Le groupe G = Ay = S3 agit par permutation des indices. S est la sous-algebre de S’ engendrée par
Ty — To, T1 — T3, Y1 — Y2 et y; — y3. C’est une sous-algebre de Poisson graduée et un sous As-module ; en
fait :

S"=Clzy + w2+ x3,y1 +y2 +y3] @ S.

Comme x1 + 22 + 23 et y1 + y2 + y3 sont As-invariants :
(S,)AZ = C[xl + X9 +3,Y1 + Y2 + yg] ® SA2,

De plus, S est l'algebre des polynomes en les éléments :

a1 = 2x1 — T2 — T3,
ay = —x1+ 22 — w3,
bi = 2y1 —y2 —ys,
by = —y1+2y2 —ys.
On pose également :
az = —x1 — xg + 23, bs = —y1 — y2 + 2ys,

de sorte que :

a) le groupe As agit sur a1, as et ag par permutation des indices;
b) le groupe Ay agit sur by, by et by par permutation des indices;
¢) on a les égalités a; + as + a3 =0 et by + by + b3 =0.

Le crochet de Poisson de S est donné par le tableau suivant :

{—, —} a1 b1 ag b2
ay 0 6 0 |-3
b1 —61] 0 3 0
as 0]-3]0 6
b 3 0|-6|0

4.1.2. Mettons en évidence la copie de s[(2) de S42 :

Lemme 7 Considérons les éléments de S suivants :

B - a%—i—a%—&—a% _ a%—i—a%—l—alag
18 9 ’
po_ BB R+ bb
18 9 ’
H — _a1b1 —+ a2b2 + a3b3 _ _20,161 + a1b2 + b1a2 + 20,2[)27

9 9

Alors (E, F, H) vérifie l’hypothése c).



Preuve. Comme A, agit par permutation des indices, F, F et H sont As-invariants. Le reste se
démontre par des calculs directs. O

Les éléments E, F' et H agissent par dérivation sur S. Donnons leur action sur les générateurs :

aq bl a9 b2
E 0 al 0 a2
F|h 0 [ba| O
H aq —bl a9 —bQ

Par suite, 'action de E, F' et H est donnée par :

0 0
{E,—-} = alﬁibl—i—azﬁibf
0 0
{F,-} = b187a1+b287a2’
0 0 0
{H77} = ai + 2

TIPSO Wy S
da; " Poay  ob,  2oby

D’autre part, on a donc S(1)41 = Vect(ar,az) et S(1)_1 = Vect(b1,bs), donc 'hypothese d) est
satisfaite.

4.1.3. On considere 1’élément suivant de S :

1 1 1 1
D= ?7 Tr1 X9 T3 = a1b2 — b1a2.
Y1 Y2 Y3

Alors {E,D} = {F,D} = {H,D} = 0. D’apres la proposition 1, Sy = C[D]. De plus, 0.D = ¢(o)D,
donc, avec les notations de la proposition 1, N = 2.

4.1.4. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 8 On a l'égalité dime HPy(S42) = 1.

Preuve. On considere 'élément suivant :

azf + a% + ag
3

Comme le groupe A, agit par permutation des indices, P € §42. De plus, {E, P} = 0 et {H, P} = 3,
donc P est un vecteur de plus haut poids 3, homogene de degré 3. Utilisons la proposition 3, avec P = Q.
Par un calcul direct, on trouve :

P=- =a’ay + aja3.

3

SO (-1i{pP2) p-=20) = (236 x 4)D?,
=0

3

> (~1){PP=) pyp=i20 = (=36)D*.
1=0

Donc pour tout k € N, —36(4 + 2k) D32k ¢ {§42 G421 Autrement dit, pour tout ! pair supérieur ou
égal &4 2, D! € {S42, §42},

Reste a étudier le cas de 1. On procede comme pour Bs, avec des notations semblables. Comme dans
le paragraphe 2, S’ est graduée en mettant z1,x2 en degré (1,0) et y;,y2 en degré (0,1). On pose :
' (2,y) =Y dime (8)*2(i,§) 'y, B(x,y) =Y dime S (i, j) 'y’
ij ij
Une base de S’ est donnée par les monomes 25y 252 y52 252 y5° . Soit & j le caractere du Ap-module
S’(i,7) et posons :

¢ (x,y) =) &'y
.7

Comme A, agit par permutation sur les monomes, Ei j(U) est le nombre de monémes de S42 de degré
(i,4) fixés par o. En conséquence :
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a) Pour o = id, les mondmes fixés par id sont les monomes x?lylﬁlxgzy%x‘g?’ygs. Donc £’(id) est la série
de Poincaré-Hilbert de 'algebre N2-graduée Clxy,x2, 23, Y1, Y2, y3] :

¢lid) = ((1>1<1y>)

b) Pour o = (12), les monomes fixés par (12) sont les monomes (xlxz)“(y1y2)5x§3y§3. Donc £'((12)) est
la série de Poincaré-Hilbert de ’algebre N2-graduée Clz122, T3, Y1Y2, Y3) :

1
(1—a?)(1—y?) (1 -a)(l-y)
¢) Pour o = (123), les mondmes fixés par (123) sont les mondmes (z1z273)(y1y2y3)”. Donc &'((123))
est la série de Poincaré-Hilbert de I’algebre N2-graduée Clz;xom3, y192y3] :
v
(1—a?)(1—y?)

_ &iylid) + 367 ;((12)) + 26 ;((123))

¢'((12)) =

§'((123)) =

Par suite, comme dimc(S'(i,7)) = c ,ona:
(s ! !/
(o, = EGDT2) 26120
1
1\ As — As /: .
Comme (S") Slzr 4+ 2o + 23,91 + Y2 + y3] @ 542, 7(1—95)(1—3/)@ et donc :

1+my+xy2+x2y+x2y2+x3y3
(x+ D@2 4+2+ 1)1 —2)2(y+ D)W +y+ 1)1 —y)2

O(z,y) =
Comme pour Bs, en notant y,, le caractére du s[(2)-module S42(n), on obtient :

q5+h2q5+h3q4+h3q6+h4q5+h6q5
(hq +1)(h+ q)(h% + hq + ¢?)(h2¢® + hq + 1)(h — q)2(1 — hq)?’

> xnlg)h" = @(hq, h/q) =
n=0

En développant cette fraction rationnelle en série relativement & h, il vient :

xolqg) = 1,

xi(q) = 0,

x2() = @+1+q72

xsla) = C+a+q+q7,

xal)) = ¢+ +2+¢7+q 4,

Xs(0) = ¢©+2¢°+2¢+2¢7" +2¢7° +¢°,

x6(@) = 2¢°+2¢" +3¢> +3+3¢%4+2¢7*+2¢7F,

xt(@) = ¢ +2¢°+3¢ +3¢+3¢ +3¢ +2¢7° +¢77,

xs(@) = 2¢°+3¢° +4¢" +4¢° +5+4¢7* + 447 +3¢7% +2¢7°5,

xolq) = 2¢°+3¢" +4¢° +5¢° +5¢+5¢  +5¢ 3 +4¢7° +3¢ " +2¢7°,
x10(q) = 2¢"° +3¢% +5¢° +5¢* +6¢° +6+6¢%+5¢ 1+ 5076 + 3¢5 +2¢71°.

Appliquons la proposition 4 pour k = 0. Le caractere de $42(2) ® S42(0) + S42(1) ® S42(1) est xa(q),

donc (S42(2) ® 542(0) + S42(1) ® SA2(1))5[(2) = (0), d’ot1 1 ¢ {S42, 842},

En conclusion, seul le polynéme 1 n’appartient pas & {S42, 42}, Donc dimc HPy(542) = 1. O

4.2 Calculs pour G,

4.2.1. On reprend les notations du paragraphe précédent. Comme Gy = Ay x (£1d), S¢2 = (SA2) (£1d)

et par suite :
o0

S9 = P S (2k).

k=0
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Donc E, F, H,D? € S%2. Par suite, Sﬁé) = C[D?.

4.2.2. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 9 On a l’égalité dime HPy(S%2) = 3.

Preuve. On consideére les éléments suivants de S :

P = a+aS+al
= 2a$ + 2a$ + 6a’ay + 15a}a3 + 20a3a3 + 15a%a3 + 6a; a3,
Q = a?(agbg + a3b3) + ag(albl + a3b3) + ag(albl + agbg>

—aby (a3 + a3) — a3by(at + aj) — a3bs(ai + a3)
= 72(1?&21)2 - 2a1b1ag - 5a‘;’a§b2 + 2&?[)1&% + 50,?0,%1)2 + 5(1411[)1(13 + 2(1%&3[)2 - 50,%1)10,3.

Comme le groupe A, agit par permutation sur les indices, P et ) sont As-invariants. Comme ils sont
homogenes de degrés pairs, ils sont dans S2. De plus :

{EﬂP}:Ov {H7P}=6P, {EvQ}:O7 {H7Q}=6Q,

donc P et ) sont des vecteurs de plus haut poids 6. Utilisons la proposition 3. Par un calcul direct, on
trouve :

6

D (1P Q=2 = (25920 x 8) D,
=0

6
D> ()PP DIQ P = (25920)D".
=0

Donc pour tout k € N, 25 920(8 + 2k)D6+2k € {§F2 §G2}1 Autrement dit, pour tout ! pair supérieur ou
égal &4 6, D! € {S%2, §G2}.

Reste & étudier les cas de 1, D? et D*. Comme 1 ¢ {S42,8421 1 ¢ {S%2 5%}, Appliquons la
proposition 4 pour k = 4. Nous avons calculé le caractere de S42(n) pour n < 10 dans la section
précédente et donc le caractere x,(q) de SE2(n) :

xolqg) = 1,
x2(q) = @ +1+4q72
xale) = ¢+ +24¢7+q
xo(q) = 2¢°+2¢" +3¢° +3+3¢7+2¢" +2¢°°,
xs(q) = 2 +3¢° +4¢* + 4> + 5+ 4¢3 +4¢7* + 3¢ + 2978,
x10(q) = 2¢"° +3¢% +5¢° +5¢* +6¢° +6+6¢7%+ 501+ 576 +3¢7% +2¢71°.

(Si n est impair, x,(q) = 0). Par suite, le caractere de S2(6) ® S%2(0) + S (4) ® S (2) est :
X6 + Xoxa = 3¢° +4¢" + T¢* + T+ 772 +4¢7* + 3¢7°,

donc (592(6) @ S92(0) + S92(4) ® 5C2(3)) 0). Par suite, D? ¢ {S% S§¢2}.

si(2) (

Appliquons la proposition 4 pour k = 4. Le caractere de S%2(10) ® S%2(0) + S (8) ® S%2(2) +
S%2(6) ® S92 (4) est :
x10(q) + xs(@)x2(q) + xe(a)xa(q)
= 6¢"" +12¢® + 23¢° + 28¢* +35¢° + 35 +35¢ 2 +28¢ * +23¢7° + 12¢ % + 64 *°,

donc (592(10) ® S92(0) 4+ SC2(8) ® §92(2) + S92(6) @ S (4)) 412) = (0). Par suite, D* ¢ {8G2,8G=}.
Enfin, seuls les polynomes 1, D? et D* n’appartiennent pas & {S%2, 82}, Donc dimc H Py(S%?) = 3. O
4.2.3. Remarques.

a) Le sous-espace {S42, 542} est un idéal : cest I'idéal d’augmentation de S42.
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b) Le sous-espace {572, 5P2} nest pas un idéal de SP2. En effet, E = 1{H,E}, F = —1{H,F} et
H ={E,F}, donc E, F et H appartiennent a {572, 8§52}, Un calcul direct montre que :

H? + 4EF = D2

Or D? ¢ {§B2 B2} ce qui montre que ceci n’est pas un idéal.
¢) Le sous-espace {S%,5%2} n'est pas un idéal de S©2. En effet, E = 1{H,E}, F = —1{H,F} et
H = {E,F}, donc E, F et H appartiennent & {S%2,S%2}. Un calcul direct montre que :

-1
H? +4EF = —— D2
* 97

Or D? ¢ {S%2 8% ce qui montre que ceci n’est pas un idéal.

5 Remarques

5.1. Le calcul de HPy(S(V)%) dans le cas des surfaces de Klein, effectué¢ dans [AL98], utilise une
présentation explicite de 'algébre S(V). Bien que le calcul dans le cas des groupes Ay, By et G ne le
nécessite pas, il est possible de donner une présentation par générateurs et relations de S42, B2 et SC2.
A titre d’exemple, considérons S$42. Introduisons les éléments suivants de S42 :

aiag + azaz + ajag a% + a% + aias

S = =
1 9 9 )
aiasas alag + aga%
Tl = - = )
9 9
U . _albf + azb% + a3b§ - 2a1b1ba + 2a9b1by + albg + agb?
b 9 - 9
biby + bobs + bibs b + b3 + bibo
52 = - = )
9 9
bibobs  bib3 + bob?
T2 = - = 5
9 9
a%bl + a%bg + a%bg 20,1&2[)1 + 2a1agbl + a%bg + agbl
o= - 9 - 9
H = _a1b1 + (121)2 + a3b3 - _2(11[)1 + a1b2 + a2b1 + 2@21)2
B 9 B 9 '
On peut alors montrer que S42 est engendrée par S1, Ty, Uy, So, Ty, Us et H et les relations suivantes :
HY = —451253 —3T1T2H+55152H2 —T1SU; — S1T5Us,
HU, = =351 — S:Us,
HUy, = =-31T155— 5,Uq,
U12 = 12515% — 3SQH2 + 315 U>,
U? = 12528, —3S,H? + 31U\,
UiUs = 91T, —125,SH + 3H>.

La preuve de ce résultat utilise une action du groupe As x A, sur S, ainsi que des calculs implémentés
sur machine.

5.2. Dans les exemples précédents, surfaces de Klein ou groupes Ay, By ou Gs, les dimensions de
HPy(S%) et de HHp(AY) coincident. Ce n’est pas toujours le cas et la différence entre ces deux dimensions
peut méme étre arbitrairement grande, comme le montre la famille d’exemples suivante. Soit n € N, plus

grand que 2. Considérons le sous-groupe suivant de (3%)” :
G=<(k ky) € én/EJF +k,=0
- 1y-+-slvn 3Z 1 e n — .
Ce groupe agit sur S = Clz1,...,2Zpn,¥1,- - -, Yn] munie du crochet de Poisson standard et sur l’algebre de
Weyl A = A,,(C) de la maniére suivante : en notant p1,...,pn, q1,.-.,qn les coordonnées de A,,(C),
(Elv"'aEn)-xi = Ckixia (Elaagn)pz = Cklpz,
(klaakn)yl = Cikiyi ; (kl77kn)q2 = Cikiqia
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ol ( = e3 . Un calcul direct montre que :

dimc HPy(SY) = 2" —2,
dime HHy(A%) = 2 (2"~ (-1)").

Par suite, dimc HPy(SY) — dime HHy(A%) tend vers +0o quand n tend vers +oo.
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