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RESUME : Soit G un groupe de Coxeter de type An, Bn, Dn ou I2(N), ou un groupe de

ré�exions 
omplexes de type G(de, e, n). Soit V sa représentation standard et soit k un entier

plus grand que 2. Alors G agit sur S(V )⊗k
. Nous montrons que l'algèbre d'invariants (S(V )⊗k)G

est un (S(V )G)⊗k
-module libre de rang |G|k−1

et que S(V )⊗k
n'est pas un (S(V )⊗k)G-module

libre.

ABSTRACT : Let G be a Coxeter group of type An, Bn, Dn or I2(N), or a 
omplex re�e
tion

group of type G(de, e, n). Let V be its standard representation and let k be an integer greater

than 2. Then G a
ts on S(V )⊗k
. We show that the algebra of invariants (S(V )⊗k)G is a free

(S(V )G)⊗k
-module of rank |G|k−1

, and that S(V )⊗k
is not a free (S(V )⊗k)G-module.
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Introdu
tion

Soit G un groupe de Coxeter et V sa représentation standard. Soit A1 = S(V ) l'algèbre

symétrique de V ; le groupe G agit par automorphismes d'algèbre sur A1 et les résultats suivants

sont bien 
onnus ([2, 6, 7℄) :
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1. La sous-algèbre des éléments G-invariants AG
1 est une algèbre de polyn�mes.

2. Le AG
1 -module A1 est libre, de rang �ni égal au 
ardinal de G.

Soit k un entier supérieur ou égal à 2. On 
onsidère maintenant la représentation V ⊕k
de G

et son algèbre symétrique Ak = S(V ⊕k) = A⊗k
1 , sur laquelle agit G. Pour k = 2, 
ette situation

a été étudiée dans le 
as du groupe symétrique dans [5℄ ; en remarquant que V et V ∗
sont des

représentations isomorphes, 
ette situation est étudiée dans [4℄ pour les groupes de Coxeter et

dans [1℄ pour les groupes de Weyl de rang 2.
Cette algèbre Ak 
ontient deux sous-algèbres parti
ulières. La première est la sous-algèbre

AG
k des éléments G invariants, la se
onde est la sous-algèbre des éléments AG×...×G

k invariants,


'est-à-dire (AG
1 )

⊗k
. De plus, (AG

1 )
⊗k ⊆ AG

k ⊆ Ak. D'après les premiers résultats évoqués dans


ette introdu
tion, Ak est un (AG
1 )

⊗k
-module libre de rang �ni, égal à |G|k. La question est de

savoir si AG
k est un module libre sur (AG

1 )
⊗k

et le 
as é
héant de 
al
uler son rang. On peut

également se demander si Ak est un module libre sur AG
k . Nous démontrons dans 
e texte les

résultats suivants :

1. Si G est un groupe de Coxeter d'une des séries in�nies An, Bn, Dn, I2(N) ou plus géné-

ralement un groupe de ré�exions 
omplexes de la série in�nie G(de, e, n), alors AG
k est un

(AG
1 )

⊗k
-module libre, de rang |G|k−1

.

2. Ave
 les mêmes hypothèses sur G, Ak n'est pas un AG
k -module libre.

Nous donnons également un exemple de groupe pour lequel AG
k n'est pas un (AG

1 )
⊗k

-module

libre. Ce groupe est le groupe diédral I2(6) = G2, mais la représentation 
hoisie, de dimension

2, n'est pas la représentation standard.

La preuve de 
es résultats utilise une variante N
k
-graduée de la formule de Molien, exposée

dans la première se
tion. Les di�érents groupes 
onsidérés dans 
e texte sont tous des sous-

groupes de produits en 
ouronne de 
ertains groupes 
y
liques, 
omme il est expliqué dans la

deuxième se
tion. La se
tion suivante détaille le 
al
ul des séries de Poin
aré-Hilbert des algèbres

d'invariants et la dernière se
tion expli
ite les di�érents exemples de 
et arti
le.

Notations.

1. Le 
orps de base est C.

2. Soit A un anneau. Pour tout q dans 
et anneau, pour tout i ∈ N
∗
, on pose [i]q = 1+. . .+qi−1

.

1 Formule de Molien Nk
-graduée

Soit G un groupe �ni, agissant de manière homogène sur un espa
e ve
toriel N
k
-gradué A. Les


omposantes homogènes de A seront notées A(i1, . . . , ik). La série formelle de Poin
aré-Hilbert

de A est :

R(h1, . . . , hk) =
∑

i1,...,ik

dimC(A(i1, . . . , ik))h
i1
1 . . . h

ik
k .

G agit sur A de manière homogène, don
 le sous-espa
e AG
des invariants sous l'a
tion de G

est un sous-espa
e gradué. On note RGk(h1, . . . , hk) sa série formelle de Poin
aré-Hilbert.

Dé�nition 1 Soit σ ∈ G et (i1, . . . , ik) ∈ N
k
. On pose χi1,...,ik(σ) = Tr

(
σ|A(i1,...,ik)

)
. On

pose également :

χk(σ) =
∑

i1,...,ik

χi1,...,ik(σ)h
i1
1 . . . h

ik
k .

On a la variante suivante de la formule de Molien (voir [7℄) :

Proposition 2 La série formelle de l'espa
e AG
des invariants de A sous l'a
tion de G est :

RG(h1, . . . , hk) =
1

|G|

∑

σ∈G

χk(σ).
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Preuve. Il su�t de montrer que pour tout (i1, . . . , ik) ∈ N
k
,

dimC(A(i1, . . . , ik)) =
1

|G|

∑

σ∈G

χi1,...,ik(σ),


e qui est 
lassique. �

Exemple. Soit V une représentation de G de dimension �nie et soit k ∈ N
∗
. Alors G agit par

automorphismes d'algèbre sur Ak = S(V )⊗k = S(V ⊕k). Cette algèbre est Nk
-graduée en mettant

les éléments de la i-ème 
opie de V homogènes de degré (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où le 
oe�
ient 1
est situé en i-ème position. La série formelle de Poin
aré-Hilbert de Ak est alors :

Rk(h1, . . . , hk) =
∑

i1,...,ik

dimC(Ak(i1, . . . , ik))h
i1
1 . . . h

ik
k =

1

(1− h1)n
. . .

1

(1− hk)n
.

2 
adre et énon
é du théorème prin
ipal

Soient N ≥ 2 et n ∈ N
∗
. Soit H un sous-groupe de (Z/NZ)n stable sous l'a
tion de Sn par

permutation des 
oordonnées. On obtient alors un produit semi-dire
t G = H ⋊Sn, sous-groupe
du produit en 
ouronne (Z/NZ)n ⋊ Sn. Soit V = V ect(x1, . . . , xn) et soit ξ une ra
ine N -ième

primitive de l'unité. Le groupe G agit sur V de la manière suivante : pour tout (k1, . . . , kn) ∈ H,

tout σ ∈ Sn,

(k1, . . . , kn).xj = ξkjxj , σ.xj = xσ(j).

Le but de la se
tion 3 du présent texte est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 3 Sous les hypothèses exposées pré
édemment,

lim
(h1,...,hk)−→(1,...,1)

RG
k (h1, . . . , hk)

RG
1 (h1) . . . R

G
1 (hk)

= |G|k−1.

Par la suite, nous noterons :

Qk(h1, . . . , hk) =
RG

k (h1, . . . , hk)

RG
1 (h1) . . . R

G
1 (hk)

.

La proposition 3 a le 
orollaire suivant :

Théorème 4 Supposons que (G,V ) soit un groupe de Coxeter d'une des séries in�nies An,

Bn, Dn ou I2(N), ou plus généralement un groupe de ré�exions 
omplexes de la série in�nie

G(de, e, n). Notons Ak = S(V )⊗k = S(V ⊕k).

1. Pour tout k ∈ N
∗
, AG

k est un (AG
1 )

⊗k
-module libre de rang |G|k−1

. De plus, Qk(h1, . . . , hk)
est un polyn�me.

2. Si k ≥ 2, Ak n'est pas un module libre sur AG
k .

Preuve. Lorsque (G,V ) est un groupe de ré�exions 
omplexes, on sait que AG
1 est un anneau

de polyn�mes et que A1 est un A
G
1 -module libre de rang �ni (voir par exemple [2, 6℄). Par suite,

Ak = A⊗k
1 est un (AG

1 )
⊗k

-module libre de type �ni. Soit alors (P1, . . . , Pm) une (AG
1 )

⊗k
-base de

Ak.

Première étape. On note M l'idéal d'augmentation de (AG
1 )

⊗k
. Montrons que MAk ∩A

G
k =

MAG
k . L'in
lusion ⊇ est immédiate. Soit x ∈ MAk∩A

G
k . Cet élément peut s'é
rire x =

∑

j mjaj ,
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ave
 pour tout j, mj ∈ M et aj ∈ Ak. De plus, 
omme x et les mj sont G-invariants :

x =
1

|G|

∑

g∈G

g.x

=
1

|G|

∑

g∈G

∑

j

(g.mj)(g.aj)

=
1

|G|

∑

g∈G

∑

j

mj(g.aj)

=
∑

j

mj




1

|G|

∑

g∈G

g.aj





︸ ︷︷ ︸

∈AG
k

∈ MAG
k .

par suite, on a une inje
tion de C-espa
es ve
toriels :

AG
k

MAG
k

→֒
Ak

MAk

.

Une C-base de

Ak

MAk
est (P1 + MAk, . . . , Pm + MAk), don


Ak

MAk
et par suite

AG
k

MAG
k

sont de

dimension �nie. Soit (Q1 +MAG
k , . . . , Qn +MAG

k ) une C-base de
AG

k

MAG
k

. Notons que n ≤ m et

qu'on peut 
hoisir les Qi homogènes.

Deuxième étape. Montrons que les Qi engendrent A
G
k . Posons B =(AG

1
)⊗k 〈Q1, . . . , Qn〉 et

A = AG
k /B. Tout d'abord, MA = A. En e�et, si x ∈ AG

k , alors il existe λ1, . . . , λn ∈ C, tels que

x+MAG
k = λ1Q1 + . . .+ λnQn +MAG

k . On peut don
 é
rire :

x = λ1Q1 + . . .+ λnQn +
∑

j

mjaj,

où aj ∈ AG
k , mj ∈ M pour tout j. En 
onséquen
e :

x+B = 0 +
∑

j

mj(aj +B) ∈ MA.

Par 
onséquen
e, pour tout k ∈ N
∗
, A = MkA.

Supposons A non nul. Il s'agit d'un (AG
1 )

⊗k
-module gradué ; 
hoisissons x ∈ A, non nul,

homogène et notons k son degré. Alors x ∈ Mk+1A, don
 peut s'é
rire :

x =
∑

j

m
(1)
j . . . m

(k+1)
k .aj ,

où les m
(i)
j sont dans M. Alors, pour tout j,

m
(1)
j . . . m

(k+1)
k .aj ∈

⊕

l≥k+1

A(l),

don
 x ne peut être de degré k : on aboutit à une 
ontradi
tion, don
 A = (0) et don
 Q1, . . . , Qn

engendrent AG
k .
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Troisième étape.Montrons que lesQi sont (A
G
1 )

⊗k
-linéairement indépendants. Soient x1, . . . , xn ∈

(AG
1 )

⊗k
, tels que x1Q1 + . . .+ xnQn = 0. Dans Ak

MAk
, posons, pour tout j,

Qj +MAk =

m∑

i=1

λi,j(Pi +MAk).

La famille (Qj+MAk)1≤k≤n étant libre, la matri
e (λi,j)1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Mm,n(C) est de rang maximal

n. D'autre part, dans Ak, posons :

Qj =

m∑

i=1

yi,jPi,

où yi,j ∈ (AG
1 )

⊗k
pour tous i et j. Par uni
ité des λi,j , yi,j = λi,j +MAk pour tous i et j. En


onséquen
e, la matri
e (yi,j)1≤i≤m
1≤j≤n

est de rang maximal n sur le 
orps K = Frac
(
(AG

1 )
⊗k

)
.

Comme n ≤ m, son noyau est don
 nul. D'autre part,

∑

j

xjQj =
∑

i,j

yi,jxjPi,

Les Pi étant (A
G
1 )

⊗k
-linéairement indépendants, on obtient pour tout i :

∑

j

yi,jxj = 0.

D'après 
e qui pré
ède, on a don
 x1 = . . . = xn = 0.

Quatrième étape. Don
 AG
k est un (AG

1 )
⊗k

-module libre, de rang �ni n. Notons Q̆k(h1, . . . , hk)
la série génératri
e de Poin
aré-Hilbert des degrés des Qi ; il s'agit d'un polyn�me, les Qi étant

en nombre �ni. De plus, la série de Poin
aré-Hilbert de AG
k est :

RG
k (h1, . . . , hk) = Q̆k(h1, . . . , hk)R

G
1 (h1) . . . R

G
k (hk).

Don
 Q̆k(h1, . . . , hk) = Qk(h1, . . . , hk). En�n, le rang n vaut Q̆k(1, . . . , 1), 
e qui d'après la pro-

position 3 vaut |G|k−1
.

Dernière étape. Supposons que Ak soit un AG
k -module libre. Il existe alors un polyn�me

Tk(h1, . . . , hk) tel que Rk(h1, . . . , hk) = Tk(h1, . . . , hk)R
G
k (h1, . . . , hk). par suite :

Rk(h1, . . . , hk) = Tk(h1, . . . , hk)Qk(h1, . . . , hk)R
G
1 (h1) . . . R

G
1 (hk).

Soient d1, . . . , dn les degrés du groupe de Coxeter G (voir [2, 6℄). On obtient :

1

(1− h1)n . . . (1− hk)n
=

Tk(h1, . . . , hk)Qk(h1, . . . , hk)

(1− hd11 ) . . . (1− hdn1 ) . . . (1− hd1k ) . . . (1− hdnk )
.

En 
onséquen
e, Tk(h1, . . . , hk)Qk(h1, . . . , hk) = [d1]h1
. . . [dn]h1

. . . [d1]hk
. . . [dn]hk

. En 
onsidé-

rant la dé
omposition en polyn�mes irrédu
tibles de Qk(h1, . . . , hk), on montre que l'on peut

é
rire Qk(h1, . . . , hk) = Q
(1)
k (h1) . . . Q

(k)
k (hk), où les Q

(i)
k sont des polyn�mes à une variable.

De plus, pour des raisons de symétrie entre les di�érentes 
opies de V , on peut se ramener à

Q
(1)
k (h) = . . . = Q

(k)
k (h) = Q̃k(h). Comme Qk(0, . . . , 0) = 1, on peut supposer que Q̃k(0) = 1.

Comme le rang de AG
k en tant que (AG

1 )
⊗k

-module est stri
tement plus grand que 1, le
polyn�me Qk(h1, . . . , hk) n'est pas 
onstant. Soit λhα1

1 . . . hαk

k un mon�me non 
onstant de 
e

polyn�me, 
hoisi de degré total minimal. A 
e mon�me 
orrespond λ éléments de la famille des

générateurs (Q1, . . . , Qn). Si un seul des αi est non nul, alors 
es générateurs sont dans l'une

des 
opies de S(V ) et G-invariants, don
 dans (AG
1 )

⊗k
, 
e qui est impossible. Quitte à 
hanger
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l'indexations des di�érentes 
opies de V , on peut supposer que 1 ≤ α1 ≤ α2. Alors Q̃k(h) est

né
essairement de la forme Q̃k(h) = 1 + µhα1 + . . ., où µ est un s
alaire non nul. En dévelop-

pant Qk(h1, . . . , hk), 
e dernier polyn�me 
ontient le mon�me non nul µhα1

1 , 
e qui 
ontredit la

minimalité du degré de λhα1

1 . . . hαk

k . Don
 Ak n'est pas libre sur AG
k . �

Remarques.

1. Les trois premières étapes de 
ette preuve montrent que, si G est un groupe de Coxeter,

AG
k est un (AG

1 )
⊗k

-module libre de rang �ni, de rang inférieur à |G|k.

2. La dernière étape montre que, si G est un groupe de Coxeter, tel que AG
k soit un (AG

1 )
⊗k

-

module libre de rang ≥ 2, alors Ak n'est pas un AG
k -module libre.

3 Serie de Poin
aré-Hilbert des invariants

3.1 Orthogonal d'un sous-groupe de (Z/NZ)n

Dé�nition 5 Soit K un sous-groupe de (Z/NZ)n. On pose :

K⊥ =
{
(k1, . . . kn) ∈ (Z/NZ)n / ∀(l1, . . . ln) ∈ H, k1l1 + . . .+ knln = 0

}
.

Il s'agit d'un sous-groupe de (Z/NZ)n. De plus, si H est stable sous l'a
tion de Sn par permu-

tation des 
oordonnées, il en est de même pour H⊥
.

Fixons k ∈ N
∗
. Alors V ⊕k

a pour base (xi,j)1≤i≤k
1≤j≤n

et l'a
tion de G sur V ⊕k
est donnée par :

(k1, . . . , kn).xi,j = ξkjxi,j, σ.xi,j = xi,σ(j).

Comme H est un sous-groupe distingué de G et que G/H ≈ Sn, A
G
k = (AH

k )Sn
. Considérons don


d'abord AH
k . Chaque mon�me de Ak engendre un sous-H-module de dimension 1, en 
onséquen
e,

AH
k = V ect

(

x
α1,1

1,1 . . . x
αk,n

k,n / x
α1,1

1,1 . . . x
αk,n

k,n invariant sous H
)

. De plus,

x
α1,1

1,1 . . . x
αk,n

k,n invariant sous H

⇐⇒ ∀(k1, . . . , kn) ∈ H, ξk1(α1,1+...+αk,1)+...+kn(α1,n+...+αk,n) = 1

⇐⇒ ∀(k1, . . . , kn) ∈ H, k1(α1,1 + . . .+ αk,1) + . . . + kn(α1,n + . . .+ αk,n) = 0

⇐⇒ (α1,1 + . . .+ αk,1, . . . , α1,n + . . .+ αk,n) ∈ H
⊥.

En 
onséquen
e :

Lemme 6

AH
k = V ect

(

x
α1,1

1,1 . . . x
αk,n

k,n / (α1,1 + . . .+ αk,1, . . . , α1,n + . . .+ αk,n) ∈ H
⊥
)

.

La �n de 
e paragraphe est 
onsa
rée à la preuve du résultat suivant :

Lemme 7 Soit H un sous-groupe de (Z/NZ)n. Alors :

(Z/NZ)n

H⊥
≈ HomZ(H,Z/NZ) ≈ H.

En 
onséquen
e, |H||H⊥| = Nn
.

Preuve. Soit (ei)1≤i≤n la Z/NZ-base 
anonique de (Z/NZ)n. Il existe une se
onde base

(fi)1≤i≤n de (Z/NZ)n et des entiers d1, . . . , dn tels que :

1. d1 | d2 | . . . | dn | N ;

6



2. H est engendré par d1f1, . . . , dnfn.

Première étape. Montrons que l'appli
ation suivante est surje
tive :

ρ :

{
HomZ((Z/NZ)n,Z/NZ) −→ HomZ(H,Z/NZ)

φ −→ φ|H .

Soit ψ ∈ HomZ(H,Z/NZ). Posons ki = ψ(difi) pour tout i. Comme l'ordre de difi est N/di, ki
est d'ordre divisant N/di, don
 est dans diZ/NZ : posons don
 ki = dili. Alors ψ est la restri
tion

de H du morphisme φ dé�ni par φ(fi) = li.

Deuxième étape. Considérons l'appli
ation suivante :

ϑ :







(Z/NZ)n −→ HomZ(H,Z/NZ)

(k1, . . . , kn) −→

{
H −→ Z/NZ

(l1, . . . , ln) −→ k1l1 + . . .+ knln.

Par dé�nition, son noyau est H⊥
. Montrons que ϑ est surje
tive. On 
onsidère l'appli
ation

suivante :

θ :







(Z/NZ)n −→ HomZ((Z/NZ)n,Z/NZ)

(k1, . . . , kn) −→

{
(Z/NZ)n −→ Z/NZ

(l1, . . . , ln) −→ k1l1 + . . .+ knln.

Alors ϑ = ρ ◦ θ. D'après la première étape, il su�t de montrer que θ est surje
tif. On remarque

aisément que (θ(ei))1≤i≤n est une Z/NZ-base de HomZ((Z/NZ)n,Z/NZ), don
 θ est bije
tif.

Par suite,

Z/NZ

H⊥
≈ HomZ(H,Z/NZ).

Dernière étape.Montrons que HomZ(H,Z/NZ) ≈ H. Posons N = did
′
i, pour tout 1 ≤ i ≤ N .

Tout d'abord, H = (d1f1)⊕ . . .⊕ (dnfn) ≈ Z/d′1Z⊕ . . .⊕ Z/d′nZ. En 
onséquen
e :

HomZ(H,Z/NZ) ≈ HomZ

(
Z/d′1Z, Z/NZ

)
⊕ . . .⊕HomZ

(
d′nZ, Z/NZ

)
.

Il su�t don
 de montrer que pour tout k divisant N , HomZ(Z/kZ,Z/NZ) est 
y
lique d'ordre
k. On 
onsidère le morphisme suivant :

φ :

{

Z/kZ −→ Z/NZ

l −→ N
k
l.

Ce morphisme est bien dé�ni 
ar

N
k

est d'ordre k dans Z/NZ. De plus, φ est d'ordre k dans

HomZ(Z/kZ,Z/NZ). De plus, pour tout morphisme ψ : Z/kZ −→ Z/NZ, ψ(1) est d'ordre

divisant k, don
 de la forme

N
k
l : par suite, ψ = lφ. Don
 φ engendre HomZ(Z/kZ,Z/NZ). �

3.2 Série formelle de AG
k

Notations.

1. Soit n ∈ N. Les partitions de n seront notées sous la forme α = (α1, . . . , αl), ave
 :

(a) 1 ≤ α1 ≤ . . . ≤ αl ;

(b) α1 + . . . + αl = n.

2. Soit α une partition de n. Alors θi(α) est le nombre de αj égaux à i, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Remarque. Notons que l dépend de α. Cependant, pour ne pas alourdir les notations, nous

ontinuerons à noter l plut�t que lα.
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Soit σ ∈ Sn et soit α son type. Soient ω1, . . . , ωl les σ-orbites, indexées de sorte que pour

tout j, ωj soit de 
ardinal αj . Posons :

χk(σ) =
∑

i1,...,ik

Tr
(

σ|AH
k
(i1,...,ik)

)

hi11 . . . h
ik
k .

Remarquons que σ agit par permutation sur les mon�mes de AH
k . En 
onséquen
e, χk(σ) est

la série formelle des mon�mes de AH
k �xés par σ. Pour tout i ∈ {1, . . . , k}, tout j ∈ {1, . . . , l},

posons :

xi,ωj
=

∏

k∈ωj

xi,k.

Il s'agit d'un élément de Ak de degré (0, . . . , αj , . . . , 0). L'ensemble des mon�mes de Ak �xés par

σ est alors :

Mk =
{

x
α1,1

1,ω1
. . . x

αk,l

k,ωl
/ ∀1 ≤ i ≤ k, ∀1 ≤ j ≤ l, αi,j ∈ N

}

.

D'après le lemme 6 et par invarian
e de H⊥
sous l'a
tion de Sn, un tel mon�me est dans AH

k si,

et seulement si,

(α1,1 + . . .+ αk,1
︸ ︷︷ ︸

α1

, . . . , α1,l + . . .+ αk,l
︸ ︷︷ ︸

αl

) ∈ H⊥.

Le sous-espa
e engendré par les mon�mes de AH
k �xés par σ est une sous-algèbre notée (AH

k )σ,
dont la série formelle est χk(σ).

Dé�nition 8 Soit α une partition de n. On pose :

1. H⊥
α =






(k1, . . . , kl) ∈ (Z/NZ)l / (k1, . . . , k1

︸ ︷︷ ︸

α1

, . . . , kl, . . . , kl
︸ ︷︷ ︸

αl

) ∈ H⊥






.

2. Iα(k) =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤l

/ 0 ≤ αi,j ≤ N − 1, (α1,1 + . . .+ αk,1, . . . , α1,l + . . .+ αk,l) ∈ H⊥
α

}

.

3. Pα(h1, . . . , hk) =
∑

(αi,j)∈Iα(k)

h
α1α1,1+...+αlα1,l

1 . . . h
α1αk,1+...+αlαk,l

k .

En parti
ulier, H⊥
(1,...,1) = H⊥

. On remarque en outre que Iα(1) est en bije
tion ave
 H⊥
α ; plus gé-

néralement, |Iα(k)| = |H⊥
α |N (k−1)l

(on 
hoisit arbitrairement α1,1, . . . , αk−1,1, . . . , α1,l, . . . , αk−1,l

et (αk,1, . . . , αk,l) est déterminé par l'appartenan
e à H⊥
α ).

Alors, en e�e
tuant la division eu
lidienne des αi,j par N :

(AH
k )σ =

⊕

(αi,j )∈Iα(k)

C[xN1,ω1
, . . . , xNk,ωl

]x
α1,1

1,ω1
. . . x

αk,l

k,ωl
.

En prenant la série formelle de 
ette sous-algèbre de Ak :

χk(σ) =
Pα(h1, . . . , hk)

k∏

i=1

l∏

j=1

(

1− h
Nαj

i

)
.

En�n, ave
 la proposition 2, 
omme il existe

n!

1θ1(α) . . . nθn(α)θ1(α)! . . . θn(α)!
permutations de

type α :
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Théorème 9 La série de Poin
aré-Hilbert de AG
k véri�e :

RG
k (h1, . . . , hk) =

∑

α partition de n

Pα(h1, . . . , hk)

1θ1(α) . . . nθn(α)θ1(α)! . . . θn(α)!

k∏

i=1

l∏

j=1

1

1− h
Nαj

i

.

On en déduit le 
orollaire suivant :

Corollaire 10 La série de Poin
aré-Hilbert de AG
k véri�e :

lim
(h1,...,hk)−→(1,...,1)

(1− h1)
n . . . (1− hk)

nRG
k (h1, . . . , hk) =

1

|G|
.

Preuve. Alors :

(1− h1)
n . . . (1− hk)

nRG
k (h1, . . . , hk)

=
∑

α partition de n

Pα(h1, . . . , hk)

1θ1(α) . . . nθn(α)θ1(α)! . . . θn(α)!
(1− h1)

n−l . . . (1− hk)
n−l

k∏

i=1

l∏

j=1

1

[Nαj ]hi

.

En 
onséquen
e, si α 6= (1, . . . , 1), alors l 6= n et le terme de la somme 
orrespondant à α tend

vers 0. Par suite :

lim
(h1,...,hk)−→(1,...,1)

(1− h1)
n . . . (1− hk)

nRG
k (h1, . . . , hk) =

P(1,...,1)(1, . . . , 1)

n!

k∏

i=1

n∏

j=1

1

N

=
|I(1,...,1)(k)|

n!Nkn

=
|H⊥

(1,...,1)|N
(k−1)n

n!Nkn

=
|H⊥|

n!Nn
.

On 
on
lut ave
 le lemme 7. �

Preuve de la proposition 3. D'après le 
orollaire pré
édent,

lim
(h1,...,hk)−→(1,...,1)

RG
k (h1, . . . , hk)

RG
1 (h1) . . . R

G
1 (hk)

= lim
(h1,...,hk)−→(1,...,1)

(1− h1)
n . . . (1− hk)

nRG
k (h1, . . . , hk)

(1− h1)nRG
1 (h1) . . . (1− hk)nR

G
1 (hk)

=

1
|G|

1
|G| . . .

1
|G|

= |G|k−1.�

4 Exemples des séries in�nies de groupes de Coxeter

4.1 Groupes symétriques An−1

On prend N = 2 et H = {(0, . . . , 0)}. On obtient ainsi G = Sn = An−1. La représentation

asso
iée n'est pas la représentation standard de An−1, mais la somme dire
te de la représentation

standard W et d'une représentation triviale T de dimension 1, engendrée par x1 + . . . + xn. En

onséquen
e, pour tout k, AG

k = C[T⊕k]⊗C[W⊕k]G. Par suite, le 
orollaire 4 est également vrai

pour An−1 agissant sur sa représentation standard.

Pré
isons un peu le théorème 9. On obtient :
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a) H⊥ = (Z/2Z)n.

b) Pour toute partition α, H⊥
α = (Z/2Z)l.


) Pour toute partition α, Iα = {(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤l

/ ∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ 1}.

d) Pour toute partition α,

Pα(h1, . . . , hk) =
∑

1≤i≤k
1≤j≤l

∑

0≤αi,j≤1

h
α1α1,1+...+αlα1,l

1 . . . h
α1αk,1+...+αlαk,l

k =
∏

1≤i≤k
1≤j≤l

(
1 + h

αj

i

)
.

Par exemple :

1. Pour n = 2 et k = 2, Q2(h1, h2) = h1h2 + 1.

2. Pour n = 2 et k = 3, Q3(h1, h2, h3) = h1h2 + h1h3 + h2h3 + 1.

3. Pour n = 3 et k = 2, Q2(h1, h2) = h31h
3
2 + h21h

2
2 + h21h2 + h1h

2
2 + h1h2 + 1.

4.2 Groupes de ré�exions signées Bn

On prend N = 2 et H = (Z/2Z)n. On obtient ainsi G = Bn. La représentation V est la

représentation standard de Bn.

Pré
isons un peu le théorème 9. On obtient :

a) H⊥ = {(0, . . . , 0)}.

b) Pour toute partition α, H⊥
α = {(0, . . . , 0)}.


) Pour toute partition α,

Iα =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤l

/
∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ 1,
α1,1 + . . . + αk,1, . . . , α1,l + . . . + αk,l tous pairs

}

.

d) Pour toute partition α,

Pα(h1, . . . , hk) =

l∏

j=1

k∏

i=1

(
1 + h

αj

i

)
+

k∏

i=1

(
1− h

αj

i

)

2
.

Par exemple, pour n = 2 et k = 2, Q2(h1, h2) = h41h
4
2 + h31h

3
2 + h31h2 + 2h21h

2
2 + h1h

3
2 + h1h2 + 1.

4.3 Groupes de Coxeter Dn

On prend N = 2 et H = {(k1, . . . , kn) ∈ (Z/2Z)n / k1 + . . . + kn = 0}. On obtient ainsi

G = Dn. La représentation V est la représentation standard de Dn.

Pré
isons un peu le théorème 9. On obtient :

a) H⊥ = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}.

b) Pour toute partition α, H⊥
α = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}.


) Pour toute partition α,

Iα =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤l

/
∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ 1,
α1,1 + . . .+ αk,1, . . . , α1,l + . . .+ αk,l ont même parité

}

.

d) Pour toute partition α,

Pα(h1, . . . , hk) =

l∏

j=1

k∏

i=1

(
1 + h

αj

i

)
+

k∏

i=1

(
1− h

αj

i

)

2
+

l∏

j=1

k∏

i=1

(
1 + h

αj

i

)
−

k∏

i=1

(
1− h

αj

i

)

2
.
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4.4 Groupes diédraux I2(N)

On prend n = 2, N quel
onque et H = {(k1, k2) ∈ (Z/NZ)2 / k1 + k2 = 0}. On obtient ainsi

le groupe diédral G = IN , d'ordre 2N . La représentation V est la représentation standard de IN .

Pré
isons un peu le théorème 9. On obtient :

a) H⊥ = 〈(1, 1)〉.

b) H⊥
(2) = Z/NZ et H⊥

(1,1) = H⊥
.


) On a :

I(2)(k) = {0, . . . , N − 1}k,

I(1,1)(k) =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤2

/
∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ N − 1,
α1,1 + . . .+ αk,1 ≡ α1,2 + . . . + αk,2[N ]

}

.

d) En 
onséquen
e :

P(2)(h1, . . . , hk) =

k∏

i=1

(

1 + h2i + . . .+ h
2(N−1)
i

)

,

P(1,1)(h1, . . . , hk) =
N−1∑

a=0










N−1∑

b=0

ξab

k∏

i=1

(

1 + ξbhi + . . . + ξb(N−1)hN−1
i

)

N










2

,

où ξ est une ra
ine N -ième primitive de l'unité.

Par exemple, pour N = 4 et k = 2 :

Q2(h1, h2) = h41h
4
2 + h31h

3
2 + h31h2 + 2h21h

2
2 + h1h

3
2 + h1h2 + 1.

4.5 Groupes de ré�exions 
omplexes G(de, e, n)

Voir par exemple [3℄ pour une des
ription de 
es groupes. On prend i
i N = de, ave
 d et

e ∈ N∗
et :

H = {(k1, . . . , kn) ∈ (Z/NZ)n / d(k1 + . . .+ kn) ≡ 0[N ]}

= {(k1, . . . , kn) ∈ (Z/NZ)n / k1 + . . . + kn ≡ 0[e]}.

Par suite, |H| = Nn−1d et don
 |H⊥| = e par le lemme 7. Pré
isons un peu le théorème 9. On

obtient :

a) H⊥ = 〈(d, . . . , d)〉.

b) Pour toute partition α, H⊥
α = 〈(d, . . . , d)〉 ⊆ (Z/NZ)l.


) Pour toute partition α,

Iα =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤l

/
∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ 1, ∃λ ∈ Z,
α1,1 + . . .+ αk,1 ≡ . . . ≡ α1,l + . . .+ αk,l ≡ λd[N ]

}

.

d) Pour toute partition α,

Pα(h1, . . . , hk) =

e−1∑

λ=0

l∏

j=1

e−1∑

a=0

ξλa
k∏

i=1

(
1 + ξah

αj

i

)

e
,

où ξ est une ra
ine e-ième primitive de l'unité.
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4.6 Un autre exemple, une représentation de G2

On prend maintenant N = 2, n = 3 et H = {(0, 0, 0), (1, 1, 1)}. On obtient le produit dire
t

G = H × S3, isomorphe au groupe diédral I2(6), ou en
ore au groupe de Weyl G2. Cependant,

la représentation V n'est pas la représentation standard de G2. On obtient fa
ilement que :

H⊥ = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}.

Par suite :

a) H⊥
(3) = {0} et :

I(3)(k) =

{

(αi)1≤i≤k /
∀i, 0 ≤ αi ≤ 1,
α1 + . . .+ αk est pair

}

;

P(3)(h1, . . . , hk) =

k∏

i=1

(
1 + h3i

)
+

k∏

i=1

(
1− h3i

)

2
.

b) H⊥
(1,2) = {(0, 0), (0, 1)} et :

I(1,2)(k) =

{

(αi,j)1≤i≤k
1≤j≤2

/
∀i, j, 0 ≤ αi,j ≤ 1,
α1,1 + . . .+ αk,1 est pair

}

;

P(1,2)(h1, . . . , hk) =

k∏

i=1

(1 + hi) +

k∏

i=1

(1− hi)

2

k∏

i=1

(1 + h2i ).


) H⊥
(1,1,1) = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)} et :

P(1,1,1)(h1, . . . , hk) =










k∏

i=1

(1 + hi) +

k∏

i=1

(1− hi)

2










3

+3










k∏

i=1

(1 + hi) +

k∏

i=1

(1− hi)

2



















k∏

i=1

(1 + hi)−

k∏

i=1

(1− hi)

2










2

.

On véri�e dire
tement que, pour k = 2, Q2(h1, h2) est de la forme :

Q2(h1, h2) =
(1 + h1h2)(h

6
1h

6
2 + . . .)

(h41 + 1)(h42 + 1)
.

Ce n'est pas un polyn�me. Don
, dans 
et exemple, C[V ⊕ V ]G n'est pas un module libre sur

C[V ]G ⊗ C[V ]G.
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